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Lorsqu'on  veut  étudier  analytiquementle  mouyeinent 
d'une  figure  plane  invariable  qui  se  déplace  sur  un  plan 
fixe,  on  considère  à  la  fois  deux  axes  rectangulaires  liés 
à  *cctte  figure  et  deux  axes  rectangulaires  immobiles 
dans  le  plan.  En  appelant  alors  i  et  7^  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  figure  par  rapport  aux  axes 
entraînés  avec  elle,  a:  et  ^  les  coordonnées  du  même 
point  par  rapport  aux  axes  fixes,  X  et  |x  celles  de  Tori- 
gine  mobile,  0  l'angle  de  Taxe  des  ^  avec  celui  des  Xy  on 
a  les  formules 

!a?  =5  X  ■+•  {  cos6  —  7)  sinO, 
j^  =  ji-f-5sinÔ-t-7)  cos  6  ; 

Ç  et  7^  sont  des  quantités  indépendantes  du  temps,  et  X, 
[ji,  0  sont  des  fonctions  du  temps.  Il  suffit  de  se  donner 
ces  dernières  pour  que  le  mouvement  soit  complètement 
déterminé. 

Ajoutons  Tune  à  Fautre  les  deux  équations  précé- 
dentes, après  avoir  multiplié  la  seconde  par  la  quantité 


0 


(6) 
imaginaire  i,  et  posons  en  outre 

5  -f- 17)  =  c, 

X  H-  f  (JL  =  a, 

cosB  -f-  isinO  =  6  ; 
il  vient 

(a)  ^  =  a-f-  £>{, 

et  cette  équation  unique  peut,  comme  l'on  sait,  rempla- 
cer les  deux  premières.  On  a  ainsi  une  relation  entre 
les  affixes  z  et^  d'un  même  point  rapporté  successive- 
ment aux  axes  fixes  et  aux  axes  mobiles,  a  etb  sont  des 
fonctions  du  temps  ^  en  outre,  le  module  de  b  est  con- 
stant et  égal  à  Tunité,  de  sorte  qu'on  peut  écrire  b  =  e'®. 
Je  me  propose  ici  d'appliquer  Péquation  (2)  à  l'exa- 
men de  quelques  questions  concernant  les  mouvements 
plans.  D'abord,  la  vitesse  du  point  z  est  la  grandeur 
géométrique  représentée  par  la  dérivée  z\  et  Ton  a 

(3)  z'^a'-^bX. 

Cette  vitesse  est  nulle  pour  le  point  Cdont  l'affixe  X^e 
a  pour  valeur 

(4)  ^^  =  --p- 
La  valeur  correspondante  de  z  est 

(5)  zc^a-^b^c- g? ; 

le  point  C  est  le  centre  instantané  de  rotation,  ou  centre 
de  vitesse.  Pour  un  autre  point  quelconque  de  la  figure, 
on  peut  écrire 

(6)  z=bU-:c)=^{z-Zc)^i%'iz^Zc). 

On  voit  ainsi  qu'à  un  instant  donné  la  vitesse  de 


:   ••: 


•  • . 


(7  ) 
chaque  point  z  est  perpendiculaire  à  la  ligne  joignant  ce 
point  au  centre  instantané,  et  proportionnelle  à  la  lon- 
gueur de  cette  ligne.  Autrement  dit,  il  y  a  rotation  élé- 
mentaire autour  du  centre,  et  la  vitesse  de  rotation  est 
égale  à  0'. 

Mais,  dans  le  mouvement  continu  de  la  figure,  le 
centre  instantané  se  meut  à  la  surface  du  plan  fixe.  Sa 
position  au  temps  t  étant  déterminée  par  la  valeur  de  Ze, 
la  vitesse  de  son  déplacement  est  donnée  par  z^.  On  tire 
de  l'équation  (5),  en  tenant  compte  de  (4), 

(7)  <  =  ^Cc=        ^^,y^ — ■; 

Ç^  représente  la  vitesse  du  centre  par  rapport  aux  axes 
mobiles,  comme  z^  représente  la  vitesse  par  rapport  aux 
axes  fixes.  Le  module  de  h  étant  égal  à  Tunité,  ces  deux 
vitesses  sont  égales;  l'argument  de  h  étant  égal  à  0,  les 
deux  vitesses  ont  même  direction.  Ces  résultats  se  tra- 
duisent géométriquement  en  disant  que  la  courbe,  lieu 
du  centre  instantané  par  rapport  aux  axes  mobiles,  roule 
sans  glisser  sur  la  courbe,  lieu  du  centre  instantané  par 
rapport  aux  axes  fixes.  Ces  deux  courbes  sont  appelées 
respectivement  la  roulette  ou  courbe  roulante  et  la  hase 
du  roulement. 

Une  courbe  quelconque  faisant  partie  de  la  figure 
mobile  a  une  équation  de  la  forme 

(8)  ï  =/("), 

où  u  désigne  un  paramètre  réel.  La  même  courbe  a  pour 
équation,  relativement  aux  axes  fixes, 

(9)  z  —  a-^bf{u). 
L'élément  dz  de  cette  courbe  est  exprimé  par 

(lO)  dz  r=:  b  f  {u)  du. 


(8) 
Pour  avoir  l'enveloppe,  il  suffit  de  différentier  Téqua- 
tion  (9)  par  rapport  au  temps  tj  en  considérant  u  comme 
fonction  de  f ,  ce  qui  donne 

(II)  a' -h  b'f(u)  -h  bf\u)  u'=  o. 

'  Entre  les  équations  (9)  et  (u),  éliminons  y*(u).  Il 
vîent 

ou  bien 

OU  encore,  en  vertu  de  l'équation  (10), 


Z^Zc  b 

Le  second  membre  éiant  purement  imaginaire,  on 
voit  qu'en  chaque  point  de  contact  de  la  courbe  avec 
son  enveloppe,  la  tangente,  qui  a  même  direction  que 
dz^  est  perpendiculaire  à  la  droite  z  —  z^,  propriété  qui 
permet  de  construire  ce  point  de  contact. 

L'accélération  z"  d'un  point  quelconque  est  détermi- 
née par  l'équation 

(12)  ^"rsa'H-Ô'Ç. 

Elle  s'annule  pour  le  point  J  dont  l'affixe  ^j  vérifie  l'é- 
quation 

(i3)  a' -h  b'tij  =  o. 

La  valeur  correspondante  zj  de  z  est 

(i4)  zj  =:  a -+■  blij  = ^„ ; 

J  est  le  centre  d* accélération.  Pour  un  autre  point  quel- 


(9) 

conque,  on  a 

Il  résulte  de  là  que,  pour  un  instant  donné,  raccélé* 
ration  d'un  point  quelconque  est  proportionnelle  a  la 
distance  r  de  ce  point  au  centre  d'accéléralion,  et  fait 
avec  la  ligne  joignant  les  deux  points  un  angle  ayant 

pour  tangente  -rârr^  •  La  grandeur  de  l'accélération  est 

L'accélération  peut  aussi  s'exprimer  en  fonction  de  la 
vitesse.  On  a 

(I6)  Z    =z  ^,{Z'-Zj)=  g, \Z  —  Zj). 

L'accélération  est  donc  proportionnelle  à  la  vitesse 
relative  du  point  considéré  par  rapport  an  centre  d'accé- 
léralion, et  fait  avec  elle  un  angle  constant. 

La  combinaison  des  équations  (5),  (7)  et  (i4)  con- 
duit à  la  suivante 

b" 
(«7)  4=  ■gîC'Sy-^fc), 

d'après  laquelle  la  vitesse  de  déplacement  du  centre 
instantané  forme,   avec  la  ligne  joignant  ce  point  au 

centre  d'accélération,  un  angle  égal  à  l'argument  de  -r?* 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'accélération  est  tan- 
gentielle  s'obtient  en  écrivant  que  l'accélération  a  même 
direction  que  la  vitesse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 

égalant  à  zéro  l'argument  de  —;•  On  trouve  ainsi 


z  ^  zj  b' 

arg. -^  -4-  arg.  -j-,  =  o. 

z Zc  o 


(  >o) 
Cette  expression  exprime  que  le  segment  zjZe  est  vu 
du  point  z  sous  un  angle  constant  \  le  lieu  est  donc  une 
circonférence  passant  par  les  points  Zj  et  Zc  .'  c'est  la 
circonférence  des  inflexions.  Si  Ton  suppose  que  z  tende 
vers  Zcj  Targument  de  z  —  Zc^l  pour  limite 


ou  bien 


arg.(«c— «;)-harg.  j,, 
7t  H-  arg.(^y—  Zc)-+-  arg.  jj, 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  Téquation  (i  i)) 

La  circonférence  des  inflexions  a  donc  pour  tangente,  au 
point  Zcy  la  direction  de  z^. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  Taccélération  est  nor- 

maie  s^obtient  de  même  en  égalant  à  -  l'argument  de  —,  • 

On  trouve  encore  une  circonférence  passant  par  les 
points  Zc^  Zj^  et  Ton  constate  que  les  deux  circonférenceë 
se  coupent  orthogonalement. 

La  théorie  des  accélérations  d'ordre  quelconque  s'éta- 
blit avec  la  même  facilité.  Bornons-nous  à  dire  que  le 
centre  des  accélérations  d'ordre  n  a  pour  affixe  Zn  la 

quantité y^^ >  et  que  1  accélération  d  ordre  n  d  un 

point  z  quelconque  est  égale  à  -r-  {z  —  z„). 

Les  résultats  qui  précédent  subsistent  en  grande  partie 
quand  la  figure  considérée  se  déplace  en  changeant  de 
dimensions,  mais  en  restant  semblable  à  elle-même. 
Un  pareil  mouvement  peut  toujours  être  représenté  par 
l'équation  z=z  a-\-bX^^  avec  celte  seule  modificatioa 
que  le  module  de  b  devient  différent  de  l'unité. 

En  effet,  on  voit  d'abord  que,  si  z  et  2^  sont  les  affixes 


(  "  ) 

de  deux  points  différents  d'un  même  plan,  le  lieu  du 
point  z  est  semblable  à  celui  du  point  2^,  car  la  multipli- 
cation de  Ç  par  b  revient  à  faire  varier  dans  un  rapport 
donné  le  rayon  vecteur  issu  de  l'origine  et  à  faire  tourner 
ce  rayon  d'un  angle  donné,  puis  l'addition  de  a  imprime 
à  la  figure  un  simple  mouvement  de  translation.  On  voit 
en  outre  que  toute  figure  semblable  à  la  figure  (Ç)  peut 
être  représentée  par  l'équation  précédente,  car  on  peut 
choisir  a  et  &  de  telle  façon  qu'à  deux  points  X^^  et  Ç2  ^^ 
la  figure  initiale  correspondent  deux  points  arbitraire- 
ment choisis  z^  et  ^2  de  la  seconde  figure.  L'équation 
z=.a  +  bX^  est  donc  apte  A  représenter  dans  le  plan 
toutes  les  figures  semblables  à  une  figure  donnée,  et  il 
sufiSt  de  faire  varier  a  et  4  en  fonction  du  temps,  en 
laissant  t^  indépendant  du  temps,  pour  représenter  tous 
les  mouvements  possibles  d'une  figure  assujettie  à  rester 
semblable  à  elle-même. 

Cela  posé,  il  y  a  encore  un  centre  de  vitesse,  défini 

par  l'équation  Zc= -r, >  et  la  vitesse  d'un  point 

quelconque  2,  proportionnelle  à  sa  distance  au  centre, 
fait  avec  le  rayon  vecteur  issu  du  centre  un  angle  égal  à 

l'argument  de  t-*  H  y  a  également  un  centre  d'accéléra- 
tion, une  circonférence  des  inflexions,  une  circonférence 
des  accélérations  normales,  etc. 

Voici  maintenant  quelques  exemples  de  problèmes 
faciles  à  traiter  par  l'emploi  des  variables  imaginaires. 
Nous  nous  bornerons,  pour  simplifier,  au  cas  d'une 
figure  de  grandeur  invariable. 

\ .  Trousser  les  déplacements  dans  lesquels  le  mouve- 
ment de  J  est  semblable  à  celui  deC 

En  plaçant  convenablement  l'origine  et  appelant  m 


une  constante,  réelle  ou  imaginaire,  on  doit  avoir 

Zi  =  mzc^ 
d'où 

ah'^  ha'  _      h' 

En  intégrant  et  appelant  K  une  nouvelle  constante,  il 
vient 

ou  bien 

En  faisant  au  besoin  tourner  Taxe  des  x  et  choisissant 
convenablement  Tunité  de  temps,  on  peut  rendre  la 
constante  K  égale  à  l'unité.  L'équation  3c==  (&')'""*  fait 
alors  connaître  la  base  du  roulement.  La  courbe  rou- 
lante est  donnée  par  les  deux  équations 

d'où,  en  éliminant  a, 

et  par  suite 

C,  =  (m~,y  g dt=—g—-^J   -g^. 

L'argument  de  b  reste  arbitraire.  Si  Fon  appelle  a>  la 
vitesse  de  rotation,  cet  argument  est  égal  à  a>^.  Le  mo- 
dule de  b^  est  égal  à  o),  et  comme  on  a  les  relations 

on  arrive  à  cette  conséquence  : 

La  vitesse  de  rotation  est  proportionnelle  à  la  racine 
(m  —  ly'ôme  j^  i^  distance  des  deux  centres  i  et  C. 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  de  rotation  est  constante,  la 
valeur  de  ^e  p^ut  être  intégrée  complètement,  et  Ton 


"    6 


(  «3) 
trouve 

nt  —  2 
on  a  d'ailleurs 

Partant  de  là,  soient  p  la  partie  réelle  et  iq  la  partie 
imaginaire  de  m,  et  soient  Â,  B  deux  constantes  qui 
dépendent  de  p,  9,  cd.  Un  calcul  sans  difficulté  conduit, 
pour  la  courbe  roulante  et  pour  la  base  du  roulement, 
rapportées,  chacune  dans  le  plan  qui  lui  est  lié,  à  des 
coordonnées  polaires,  aux  deux  équations 

p  =  B  e^-P 

Le  mouvement  est  donc  produit  par  le  roulement 
d'une  spirale  logarithmique  sur  une  autre.  Les  deux 
courbes  ne  peuvent  devenir  égales  que  si  q  est  nul,  mais 
alors  elles  se  réduisent  à  deux  circonférences. 

Le  cas  où  les  deux  centres  coïncident  rentre  dans  le 
précédent,  en  faisant  /n=  i.  On  voit  immédiatement 
que  Zc  est  alors  constant,  ainsi  que  ^c]  le  mouvement 
consiste  dans  une  simple  rotation  autour  d^un  point 
fixe. 

Si  l'on  veut  simplement  que  le  centre  d'accélération 
reste  fixe,  on  peut  le  prendre  pour  origine,  ce  qui  re-* 
vient  à  faire  /n  =  o,  et  l'on  trouve 

I 

Dans  ce  cas,  la  vitesse  de  rotation  est  inversement  pro- 
portionnelle à  la  distance  des  deux  centres.  En  outre, 
si  B  désigne  l'argument  de  &  et  cp  celui  de  Zcy  la  somme 
0+0  est  constante,  et  la  valeur  de  V-h  cp'  est  nulle. 


(  '4) 

Par  suite^  le  rayon  vecteur  JC  tourne  en  sens  inverse  du 
système  mobile,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  en  va- 
leur absolue.  Quand  cette  vitesse  angulaire  co  est  con- 
stante, le  point  C  décrit  autour  du  point  J  un  cercle  ayant 

pour  rayon-*  D'autre  part,  on  a  pour  ^c  l'expression 

ce  qui  représente  une  circonférence  ayant  pour  rayon 

—  •  Le  mouvement  est  donc  celui  d*une  circonférence 
a(i> 

roulant  sur  une  circonférence  de  rayon  double.  Il  est 
clair  qu'il  s'agit  ici  d'un  roulement  intérieur. 

2.  Tr ouvrer  les  déplacements  tels  que  la  ligne  JG 
conserve  une  grandeur  et  une  direction  constantes. 

On  doit  alors  poser  zj —  Zc=  K,  ou  bien,  en  tenant 

compte  de  l'équation  (17),  pz'^  =  K.  En  intégrant,  il 
vient 

Ze=  Klog6'4-  Kj. 

La  constante  d'intégration  K|  peut  être  annulée  par  un 
changement  d'origine.  La  constante  K  peut,  comme  pré- 
cédemment, être  rendue  égale  à  l'unité.  Nous  écrirons 
donc  Zc^=-  KIogÂ':  c'est  l'équation  de  la  bas(;  du  roule- 
ment. 

Remplaçant  Zc  par  sa  valeur  (5),  nous  avons 

57 ^logô, 

d'où,  par  une  nouvelle  intégration, 


^  rb'loeb'  , 


(  '5) 

« 

et,  par  suite, 

On  déduit  de  là  la  valeur  de  Ç^ 


^'-^"V-j  bF"^^' 


équation  qui  détermine  la  courbe  roulante. 
Quand  on  suppose  la  rotation  uniforme,  on  a 

et 


La  base  est  alors  une  ligne  droite,  et  la  courbe  roulante 
devient  une  circonférence. 

3.  Trouver  les  déplacements  tels  que  le  centre  d'ac^ 
céléradon  se  meuve  suwant  une  loi  donnée, 

Zj  est  ici  une  fonction  connue  du  temps.  Pour  déter- 
miner «cj  on  se  servira  de  la  formule  (17)5  qui  donne, 
par  une  intégration  facile, 

'5c=  J7   /  b'zjdt. 

On  a  ensuite 

ab' —  ba/  :==■  b'z^ 

d'où 


puis 


«'  =  -  b-J^^Jb'zjdt  -  Ij b'zjdt, 

l'argument  de  b  reste  arbitraire. 

Supposons,  par  exemple,  que  Zj  soit  un  polynôme  en 


(  '6) 
/,  F(f  ),  auquel  cas  J  décrit  une  courbe  unicursale,  et 
que  de  plus  la  vitesse  angulaire  o)  de  rotation  soit  con* 
stanie.  Nous  pouvons  écrire 

f  ({)  désignant  un  autre  polynôme. 
Alors 

et 

^(t)  étant  un  troisième  polynôme  dont  ^t  et  <j/3  sont 
respectivement  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire. 
Dans  le  plan  fixe,  le  point  C  décrit,  comme  le  point  J, 
une  courbe  unicursale.  La  courbe  mobile  est  représentée, 
en  coprdonnées  cartésiennes  dans  le  plan  mobile,  par 
les  équations 

» 

En  particulier,  si  Ton  prend 

F(/)=îîLL_,-a)^, 

le  point  J  décrit  une  parabole.  Le  polynôme  ^(t)  est 
lié  à  F(t)  par  la  relation  générale 

qui  devient  ici 

«p'(f)-h  i(ù(f(t)  =  —  iiùt-\ f 

et  l'on  aperçoit  immédiatement  la  solution 

?(0= r-- 


i 


(  >7) 
De  même,  le  polynôme  ^{t)  est  lié  à  cp(^)  par  la  rela- 
tion générale 

qui  se  réduit  à 

f  (0— *w^/(0=<*>'^ 

d'où  la  solution 

<]/(f)=  I  -h  leur. 

Dans  ces  conditions,  la  base  du  roulement  a  pour  équa- 
tion 

Ze=  : 

c'est  l'axe  de  la  parabole  parcouru  par  le  point  C  avec 
un  mouvement  uniformément  accéléré. 

La  courbe  roulante  est  déterminée  par  les  deux  équa- 
tions 

J  r=  COS  0)  r  +  b)  £  SÎD  (I)  r, 

7)  =  —  sin  Oit  -^-  Oit  COS  0)  t  : 

c'est  une  développante  de  cercle.  Le  rayon  de  celui-ci 
est  égal  à  l'unité,  c^est-à-dire  au  paramètre  de  la  para- 
bole. On  parvient  ainsi  à  la  proposition  suivante,  dont 
la  véri6cation  directe  est  bien  facile  : 

Étant  donnée  une  parabole,  si  Von  fait  rouler  sur 
son  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante  la  dévelop- 
pante d'un  cercle  ayant  un  rayon  égal  au  paramètre 
de  la  parabole,  le  point  de  contact^  parti  du  sommet 
avec  une  vitesse  nulle,  parcourt  Vaxe  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré,  et  le  centre  d' accélération, 
toujours  situé  sur  l'ordonnée  du  point  de  contact,  dé- 
crit  la  parabole. 


Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  X.  (Janvier  1891.)  '^ 
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NOTE  SUR  LES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION  APPLICABLES  SUR 
UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  DONNÉE,  ET  PLUS  GÉNÉRALE- 
MENT SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  LIGNES  DE  COURBURE 
DUNE  FAMILLE  SONT  SITUÉES  DANS  DES  PLANS  PARALLÈLES 
ET  QUI  SONT  APPLICABLES  SUR  UNE  SURFACE  DE  MÊME 
NATURE  ; 

Pau  m.  a.  ADAM, 

Ingénieur,  ancien  élève  de  l'École  des  Ponts  et  Chaussées, 

Docteur  es  Sciences. 


On  sait  trouver  \v.s  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  une  surface  de  révolution  donnée,  mais  nous  ne 
croyons  pas  qu'on  ait  fait  sur  ces  surfaces  la  remarque 
suivante  : 

Quand  on  déforme  une  surface  de  révolution  en  lui 
consentant  son  caractère,  la  forme  que  prend  le  méri^ 
dien  est  indépendante  de  sa  distance  à  l*axe  de  révo- 
lution. 

Cette  remarque  ressort  très  simplement  des  équations 
des  surfaces  de  révolution  applicables  sur  une  surface 
de  révolution  donnée. 

En  eifety  les  équations  de  toute  surface  de  révolution 
peuvent  s'écrire,  en  employant  les  coordonnées  curvi- 
lignes u  et  V  de  Gauss, 


y 

z 


u  cosp, 
U  sint^, 


=/^ 


i-l'^du, 


U  étant  une  certaine  fonction  de  u. 
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L'axe  des  z  est  alors  l'axe  de  révolution  de  la  surface 
et  les  lignes  ii  =  const.  et  v»  =  const.  représentent  res- 
pectivement les  parallèles  et  les  méridiens. 

Les  équations  des  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  la  proposée  sont,  d'autre  part, 


ÏT  ^ 

X  =  aU  cos  — , 
a 


TT    •     ^ 
r  s=  a  U  sin  — , 

-^  a 


T/j  — a*U'*û?w, 


'«rfa 


a  étant  une  constante  arbitraire. 
Les  équations 

de  la  méridienne  primitive  deviennent  donc 

r=  aU, 

(0 


z 


=  f)/i  —  a^\]'^du, 


poiir  la  méridienne  déformée. 

Changeons  d'une  quantité  b  la  distance  de  la  méri- 
dienne primitive  à  l'axe  de  révolution,  c'est-à-dire  rem- 
plaçons dans  les  équations  ci-dessus  U  par  U  -+-  A  ;  les 
équations  (i)  de  la  méridienne  déformée  deviendront 

r  =  al]  -h  abj 


=  fs/i'-a^V'^du, 


et  l'on  voit  que  cette  méridienne  (2)  n'est  autre  chose 
que  la  méridienne  (1)  dont  la  distance  à  l'axe  de  révolu- 
tion aurait  varié  de  la  quantité  ab. 
Comme  exemple,  considérons  une  sphère  de  rtiyon  /• 


(  «) 

et  un  tore  dont  le  méridieu  soit  un  cercle  de  rayon  égal 
aussi  à  r  : 

Si  Von  déforme  le  tore  et  la  sphère  de  manière  que 
ces  surfaces  demeurent  de  réi^olution,  les  méridiens 
successifs  de  la  première  surface  sont  les  méridiens 
successifs  de  la  seconde, 

La  remarque  c[ue  nous  venons  de  faire  est  susceptible 
de  généralisation  en  considérant  les  surfaces  dont  toutes 
les  lignes  de  courbure  d*une  famille  sont  dans  des  plans 
parallèles. 

Monge,  qui  a  découvert  ces  surfaces,  les  définit  de  la 
manière  suivante  dans  son  Application  de  l'Analyse  à 
la  Géométrie: 

Si,  sur  un  cjlindre  à  base  quelonque^  on  pousse  une 
moulure  d'un  profil  quelconque,  mais  constant  y  per-- 
pendiculairement  à  la  génératrice,  la  surjace  de  cette 
moulure  sera  la  surface  demandée. 

On  peut  aussi  les  regarder  comme  engendrées  par  une 
courbe  plane  quelconque  dont  le  plan  roule  sur  un  cy- 
lindre (|uelconque. 

Avec  les  variables  u  et  i^  de  Gauss,  les  équations  de 
ces  surfaces  peuvent  s'écrire 

U  désignant  une  fonction  de  u,  et  V,  V|  deux  fonctions 
de  V  assujetties  à  la  condition 

(4)  V'-HV'itaiigP  =  o. 

En  eilet,  toute  courbe  \^  =  const.  de  la  surface  (3) est 


(  ai  ) 


située  dans  un  plan 


ar- V  _^  — Vi 


cost> 


sin(^ 


parallèle  à  or,  dont  la  trace  AB  sur  le  plan  xoy  fait  avec 
ojc:  l'angle  v  et  passe  par  le  point  0|  ayant  pour  coordon- 
nées j:= V,  j^= Vj.  Ce  point  0|  décrit  dans  le  plan  xoj 


une  courbe  F  quelconque,  à  laquelle,  en  vertu  de  la  rela- 
tion (4)j  1a  droite  A6  demeure  normale*,  par  suite,  AB 
roule  sur  une  courbe  F^,  quand  0|  décrit  la  courbe  F. 

On    reconnaît  d'ailleurs  sans   peine  que  la  courbe 
\f  =  const.  a  pour  équations^  dans  son  plan  XtOt  z^ , 


(5) 


) 


[  X,  =  U, 


I  2i  =  ^=   f\/i—[]'^du; 


cette  courbe  y  est  donc  invariable  et  fixe  par  rapport 
aux  axes  0|X{ ,  0{Zf . 

li  résulte  bien  de  tout  cela  : 

i"  Que  le  plan  de  y  roule  sur  un  cylindre  Cj  parai- 


lèle  à  oz  et  de  base  quelconque  Fi  pcndanl  lagéiiéraiion 
de  la  surface; 

2°  Que  la  surface  est  aussi  une  moulure  de  profil  con- 
stant Y  poussée  sur  un  cylindre  C  parallèle  à  oz  et  de 
base  quelconque  F. 

Cela  posé,  admettons  qu'on  puisse  déformer  la  surface 
considérée  de  façon  qu*en  lui  conservant  son  caractère, 
les  courbes  i'=  const.  continuent  d'être  les  génératrices. 

Pour  avoir  les  équations  de  la  nouvelle  surface,  il 
faudra,  dans  (3)  et  (4),  remplacer  U(a),  V(i'),  V|(i/) 
par  certaines  fonctions  U|  (mi),  T(ç'<),  T|(ç'|);  Ut  et  f^i, 
qui  doivent  rester  constants  respectivement  avec  n  et  ^^ 
étant  certaines  fonctions  U{  =f(u)^  Vt  =  ^(t^). 

Le  ds*  de  la  surface  (3),  qui  avait  pour  expression, 
en  vertu  de  la  condition  (4)9 

deviendra  donc 

ds*=n(u)du^-^  (xJi r^)9'*(v)dvK 

•^  \  sint'i/  ^        ^ 

Identifiant  ces  deux  ds^^  il  vient 

f'^u)=^ï         d'où         Ui~  Uf 
et 

(6)  u  -  Jl  =  Cu,-  41.)9'(p). 

Cette  dernière  équation,  difierentiée  par  rapport  à  u, 

donne 

U'=U',9'(P), 
d'où 

U',  I 

©((;)  —  (>,=  -  et  Ui  =  aU-hô. 

a 

Les  équations  (4)  et  (6)  donnent  enfin  pour  T  et  T4 


(  ^3) 


V  sin  - 

— -. ■  ap  —  o  cos  -  > 


J         cosf  a 

Les  équatioDS  de  la  surface  déformée  sont  donc 

a7  =  aUcos — h   /     — -. dv^ 

a      ./         sinp 


y  =  aU  sin h 


=  ÇiJ\  —  a^\}"^du. 


Par  suite,  les  équations  (5)  de  la  génératrice  primi- 
tive Y  deviennent,  après  la  déformation, 

a:,  =  aU, 

ce  qui  signifie  que  : 

La  génératrice  primitive  s^fist  déformée  de  la  même 
façon  que  si  elle  eut  été  le  méridien  d'une  surface  de 
rés^olution  d^axe  parallèle  à  os,  et  cela  quelle  que  soit 
la  directrice  F. 

Par  exemple  : 

Si  l'on  prend  une  surface  canal  de  rayon  r,  dont 
l'axe  soit  une  courbe  plane  quelconque,  et  si  on  la  dé- 
forme comme  il  est  dit  plus  haut,  ses  génératrices  suc- 
cessives  seront  des  courbes .  égales  aux  méridiens  des 
surfaces  de  révolution  applicables  sur  une  sphère  de 
rayon  r. 
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PORNULE  DES  DIFFÉRENCES  ET  FORMULE  DE  TAYLOR; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


I.  Formule  des  différences.  —  Je  considère  la  fonc- 
tion u=:f[x),  et  je  donne  à  la  variable  x  les  valeurs 
équidistantes  x,  x  -h  Aj:,  j:  -}-  2  Ar,  . . . ,  a:  -+-  /î  Aj:.  On 
a,  pour  les  valeurs  de  la  fonction  et  ses  diii'érences  suc- 
cessives, le  tableau 


Uo 

LUq 

A>  e4o     • .  ' 

APuo 

Ux 

Aui 

A*ai     ... 

A;,  Ml 

w. 

LUi 

L^u%     ... 

•  ».   » 

W/i-1 

LUn-x 

Un 

La  formule  que  je  veux  signaler  donne  ii;,  en  fonction 
des  nombres  de  la  première  ligne,  jusqu'à  la  colonne 
des  A/'  et  des  nombres  de  cette  colonne  des  A/'.  C'est 

Un=  ao-+-CjAao-4-  G J A* m© -f- . . . -4-  GJ"*  A/'-*mo-h  Qp» 
avec 

Q^  =  Cg:|  AP  «0  H*  Gjlî  AP  Ml  4- ... -4- GjSl}  A/»  lin-/;. 

Pour  /;  =  I,  on  doit  la  remplacer  par  la  formule  évi- 
dente 

(l)       Un  =  Mo -h  AMq-H  AMiH-  AMj-4-.  .  .-h  AM/t~i  =  "0"+-  Ql* 

Pour  passer  de  ^  =  i  à  /;  =  2,  je  multiplie  les  deux 
membres  de  Tégalité  (i)  par  A,  ce  qui  revient  à  avancer 
d^une  colonne  vers  la  droite  dans  le  tableau  des  diffé- 
rences;  dans  la  formule  obtenue,  je  remplace  n  succes- 
sivement par  les  nombres  o,  1,2,  . . . ,  w  —  i  et  j'ajoute 5 


(  25) 
j'obtîens 

Qi=CAAMo-4-GA_,Aîwo-hGA_2Aîai-+-...-hG}A«a„_„ 

et,  en  portant  cette  valeur  de  Qi  dans  l'égalité  (i), 

iun=  Wo-hCAAmo-hQî, 
avec 
Ql=Ci_iA«Mo-HGi.,A«MiH-...-+-C}A«M„«,. 

De  même  pour  évaluer  Q2  au  moyen  de  A^Uo  et  des 
différences  troisièmes,  je  multiplie  les  deux  membres 
de  la  formule  (i)  par  A^  et  je  remplace  successivement 
n  par  o,  1,  2,  . . .,  /z —  2.  Pour  avoir  Q2,  il  suflit  de 
multiplier  les  deux  membres  des  égalités  obtenues  res- 
pectivement par  C*_^,  CJ^«2,  ••.,  C]  et  d'ajouter.  On 
trouve  ainsi 

Qj=GJA«tto-+-CS_4A3tto4-GJ,,A3ai-f-...-hG|A3a«_a, 
et,  en  portant  cette  valeur  de  Qa  dans  l'égalité  (2), 

|a„  =  Wo -f- GJ  Amo  H- G J  A«  wo -H  Q3, 
avec 
^    Q3  =  CJ_i  A3  Mo  -h  G J_,  A3  Ml  -H ...  -i-  Gî  A3  Un-i. 

Par  la  même  méthode,  on  passe  d'une  valeur  de  p  k 
la  suivante.  On  a  donc  bien  la  formule  annoncée. 

IL  Formule  de  Taylor,  —  Je  pose 

et,  pour  simplifier  l'écriture,  je  considère  la  formule  (3) 
qui  correspond  à  /?  =  3r  Elle  peut  s'écrire 

''  "^  ^    ^        I  Aâ7  1.2  Aa?»         ^*' 

(3')      <   avec 


(26) 

3e  fais   maintenant   tendre    Ax    vers  o,  en   laissant 
fixe  le  produit  n\x  =  /i,  et  je  suppose  que  les  rapports 

-^^  f  -r— j  ont  des  limites  que  je  désigne  par  -~  z=zf*{x)^ 

-^-  =zf^\x)  (*).  De  la  formule  (3')  elle-même,  résulte 

que  Qa  a  aussi  une  limite  et  que  Ton  a,  en  désignant 
cette  limite  par  R3, 

c'est  la  formule  de  Taylor. 

L'expression  de  Q3  dans  la  formule  (3')  fournit  intui- 
tivement les  diverses  formes  qu'on  peut  donner  au  reste. 

a.  On  peut    regarder  les    diverses   valeurs    de   -r— ^ 

comme  affectées  des  poids  €,%,,  C,%2i  •  •  «^  C^  dont  la 
somme  est  CJ.  On  peut  alors  écrire 

Q3  =  GAArr3 ^f- 

n(n — i)(/i  — 2),    ,  A^w 

Si  Ton  fait  tendre  Aj:  vers  o,  on  sait  que  Q3  a  une 

A  SI 

limite  R3,  cette  formule  montre  alors  que  moy  -^—^  a 

une  limite,  et   cela  sans  faire  aucune  hypothèse   sur 
Texistence  même  de  la  dérivée  troisième.  En  désignant 

cette  limite  par  (-7  ,  )    >  on  a 

(«)  R,=  _J_    (^_^)^. 


(1)  Ces  limites  pourraient  servir  de  définition  aux  dérivées  des 
divers  ordres;  la  notation  dilTérentielle  n'en  serait  que  plus  intuitive. 

Il  en  résulterait  avec  évidence  la  formule  -r— :  =  -y-  -r-  m. 

dx*       dx  dx 


Cette  formule  peut  remplacer  la  formule  de  Lagraage 

qui  est  équivalente  à  la  précédente  dans  les  conditions 
bien  connues  où  on  a  Thabitude  d'établir  la  formule  de 
Taylor  par  la  méthode  de  M.  Rouché*,  dans  ces  condi- 
tions, il  serait  sans  doute  malaisé  de  transformer  direc- 
tement la  première  formule  dans  la  deuxième.  La  trans- 
formation devient  facile  si  Ton  suppose  qu'à  chaque 
nombre  e  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  7|  tel 
que  Ton  ait 


A3  u       d^  u 
Aa7*        dx^ 


<s,     toutes  les  fois  que     |  Aa?  |  <t), 


et  pour  toutes  les  valeurs  de  a:  et  de  a:  H-  Lx  comprises 
entre  x  et  Jc  4-  A.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur  ces  difficultés 
dont  Tétude  est  très  loin  du  but  que  je  me  propose  ici. 

h.  Je  considère  un  terme  quelconque  de  Qs  dans  la 
formule  (3'),  savoir 

K  =  GJ_,_, . A:r»  ^  =  (n -^ -,)  (n  -  ^- a)  ^,  A^ 
*  Aj7»  1.2  Aa?« 

Je  remplace  n  par  sa  valeur  -—  ;  K  prend  la  forme 

K=  —  [A  — (A:-hi)A:r][/i— (A:-h2)Aj:].Aar^l^. 

Enfin  je  pose 

a?-HA:Aa?  =  ^,         uk  =  f{z)^        Aâ?  =  A^; 

j'obtiens 

I  ^*  f(z) 

K=  —  (x-^-  h  —  z  —  Aa?)(iF-+-  h — z  —  aAa?)  — "^  \  ^  A-g, 

et  par  suite,  en  faisant  tendre  A^  =  Ax  vers  o, 

(b)  R3=  —    I         (x-^h  —  z)^f"(z)dz. 


(  a8) 
c.  Si  Ton  imagine  le  tableau  des  dillëreiices  prolongé 
vers  la  gauche,  en  mettant  des  zéros  sur  toute  la  pre- 
mière ligne,  ou  aura,  en  multipliant  par  A~'  les  deux 
membres  de  la  formule  (3), 

On  a  de  même 

A-»  w„  =  uo  -+-  aj  -+- . . .  -H  a„-i, 
d*où  l*ou  tire 

Je  lais  tendre  àx  vers  o  et  je  suppose  que  le  second 
membre  ait  une  limite  que  je  désigne  par, 

on  aura 


A-1 

1** 
im  — -- 
Aa? 


Comme  on  a,  d'autre  part, 


A-8       ^-1  A-i  A-< 

A-»  =  A-i.A-M-i,        "— =  r r—, 

Ax'         Lx    Ao?    Aâ7 

A"* 

on  en  conclut,  en  supposant  que  chaque  opération  -— 
conduise  à  une  limite, 

d-^  _  d-^  d-'^  d-^ 
dx*        dx    dx    dx 

D'après  cela,  l'expression  de  Qs  prend  la  forme 

O    =  -^    M'Mn-8\    ^  ^l!   ^   ^  A»  Un-i 
^'       Aa?-»  V    Aar3    /        "Aa7    Slx    Ix      Aar«    ^ 

et  conduit  h  la  valeur  limite 

(c)  R8=   /        dz   j    dz    l    r(z)djs, 


(="9) 

III.  Remarques,  —  En  combinant  les  deux  dernières 
méthodes  de  toutes  les  façons  possibles,  on  obtiendra 
p  expressions  du  reste  R^,  le  nombre  des  intégrations 
étant  respectivement  1,2,  . . .,  p.  La  première  fournit 
facilement  l'expression  de  Lagrange  et  la  dernière  celle 
de  Caucby.  Enfin  on  retrouve  la  formule  de  Taylor  en 
partant  des  expressions  mêmes  du  reste,  pour  la  pre- 
mière (  J)  en  intégrant  par  parties,  pour  la  dernière  (c) 
en  effectuant  les  intégrations  successives. 

Je  pense  avoir  suffisamment  montré  quels  avantages 
l'enseignement  pourrait  tirer  d'une  méthode  d'exposi- 
tion où  les  principes  du  Calcul  différentiel  et  intégral 
seraient  basés  sur  le  calcul  des  différences.  Celui-ci, 
s'occupant  des  quantités  iînies,  est  pratique  et  appartient 
à  l'Algèbre  élémentaire;  celui-là,  s'occupant  des  limites, 
rentre  dans  l'Analyse.  Mais  le  lien  est  bien  évident,  le 
Calcul  différentiel  et  intégral  est  en  quelque  sorte  la 
limite  du  calcul  des  différences.  Il  serait  peut-être  bon 
de  mettre  ce  fait  en  évidence,  au  moins  dans  une  pre- 
mière exposition.  On  a  vu  combien  les  définitions  arri- 
vent intuitivement.  La  démonstration  que  j'ai  exposée 
de  la  formule  de  Taylor  met  bien  en  évidence  son  carac- 
tère de  simple  identité. 


INTERSECTION  D'UNE  DROITE  AVEC  UN  HYPERBOLOIDE 

DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  s.  RAVIER, 

Elève   du   lycée   Gondorcet. 


Premier  cas.  —  La  projection  de  la  droite  sur  le 
plan  du  cercle  de  gorge  rencontre  ce  cercle. 

Soit  (o,  o')  i/ig'   i)  le  centre  du  cercle  dégorge,  et 


(3o) 

(D,  D')  la  droite.  Menons,  par  la  verticale  o,  un  plan 
arbitraire  oA  (dans  la  figure  il  est  de  front,  mais  cela 
n'est  pas  nécessaire). 

Ce  plan  oA  coupe  l'hyperboloïde  suivant  une  hyper- 
bole ayant  pour  sommets  b  et  c,  et  dont  l'angle  des 
asymptotes  est  Tangle  au  sommet  du  cône  asymptote  de 
l'hyperboloïde. 

Fig.  .. 


vtv 


Cette  hyperbole,  et  Thyperbolede  section  de  l'hyper- 
boloïde par  le  plan  vertical  D,  déterminent  deux  cônes. 
On  a  construit  le  sommet  (5,  5')  de  Tun  d'eux. 

Nous  sommes  amenés  à  trouver  l'intersection  de  la 
droite  (D,  D')  avec  le  cône  correspondant. 

Projetons,  de  {SjS^)^  la  droite  (D,  D')  sur  le  plan  vertical 
oA,  puis  rabattons  ce  plan  autour  de  l'horizontale  o  A 
sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  [sur  la  figure,  les  deux 
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points  de  D  pour  lesquels  on  a  eiTeclué  ce  rabattement 
sont  :  I**  le  point  de  rencontre  {ftf)  de  (jD,  D')  avec  le 
plan  vertical  o  A  ;  il  se  rabat  en^i  tel  (\\xeff^  =  cp/';  a**  le 
point  à  l'infini  de  (D,  D')  qui  donne  la  direction  5' g' du 
rabat  te  mental  ki\* 

Nous  sommes  amenés  à  chercher  les  points  de  ren- 
contre d'une  droite  f\h\  et  d'une  hyperbole  dont  on 
connaît  les  sommets  b,  c  Ql  Tangle  des  asymptotes. 

Pour  cela,  on  remarque  que  le  cercle  de  gorge  et 
l'hyperbole  sont  homologiques,  b  étant  le  centre  d'ho- 
mologie,  et  la  tangente  en  c  l'axe.  D'ailleurs,  pour  avoir 
deux  points  homologues,  il  suffit  de  mener  par  b  une 
parallèle  à  l'une  des  asymptotes  (dans  la  figure,  elle  est 
parallèle  à  l'une  des  génératrices  de  contour  apparent  du 
cône  asymptote;  quelle  que  soit,  du  reste,  la  disposition  de 
l'épure,  elle  fait  avec  bc  un  angle  connu).  Le  second  point 
de  rencontre  9i  de  cette  droite  avec  le  cercle  de  gorge,  et  le 
point  à  l'infini  sur  elle,  Q27  sont  homologues.  Alors  on 
applique  une  construction  connue  pour  obtenir  l'homo- 
logue /A2  de  la  àvo\ief^lk{.  On  prend  les  points  de  ren- 
contre p2^  y 2  de  /A'j  avec  le  cercle  de  gorge.  On  construit 
leurs  homologues  p^ ,  q^  sur^ ,  Ik^ ,  on  relève  ces  homolo- 
gues sur  (D,  D');  {p^  p')  et  (y,  q')  sont  les  points  de  ren- 
contre  cherchés. 

Remarquons  qu'aucune  des  constructions  que  nous 
avons  effectuées  n'était  nécessaire,  et  qu'on  pourra  tou- 
jours les  modifier  de  manière  à  les  amener  dans  les 
limites  de  l'épure.  Remarquons  aussi  que  nous  n'avons  eu 
besoin  de  tracer  aucun  cercle  autre  que  le  cercle  de  gorge. 

Second  cas.  —  La  projection  de  la  droite  sur  le  plan 
du  cercle  de  gorge  ne  rencontre  pas  ce  cercle. 

Coupons  rhyperboloïde  par  le  plan  vertical  D  {fig^  2). 
La  section  est  une  hyperbole  le  long  de  laquelle  est  cir- 


(3.) 

conscrit  à  la  surface  un  cône  K  ayant  pour  sommet  s  le 
pôle  de  D  par  rapport  au  cercle  de  gorge. 

Ce  cône  coupe  le  cylindre  vertical  ayant  pour  base  le 
cercle  de  gorge  suivant  deux  courbes  planes. 

Pour  obtenir  le  plan  de  Tune  de  ces  courbes  planes, 

Fig.  a. 


considérons  le  plan  vertical  se  perpendiculaire  à  os. 
Il  coupe  le  cône  suivant  deux  droites  dont  Tangle  avec 
le  plan  du  cercle  de  gorge  est  le  même  que  celui  des 
génératrices  de  Thyperboloïde  avec  ce  même  plan,  c'est- 
à-dire  eo'd. 

On  en  déduit  que,  si  Ton  construit  le  triangle  rectangle 
ayant  pour  angle  aigu  eo^d  et  pour  côté  de  Tangle  droit 
o'd  =  se,  ed  est  la  hauteur  du  point  de  rencontre  du  cône 
K  avec  la  verticale  c  au-dessus  du  plan  du  cercle  de  gorge. 


(  33) 

Portons  de  en  sji  sur  5C,  DaP<  sera,  dans  le  système 
jc'y^  le  plan  de  Tune  des  courbes  planes  communes  au 
cône  et  au  cylindre. 

On  peut  alors  regarder  le  cône  K  comme  défini  par 
une  conique  située  dans  le  plan  DaPj  et  ayant  comme 
projection  sur  le  plan  horizontal  le  cercle  de  gorge.  On 
cherchera  les  points  d'intersection  de  la  droite  (D,  D') 
avec  le  cône  ainsi  défini. 

Les  constructions  se  continuent  sans  difficulté  par  la 
méthode  habituelle. 

Remarque.  —  Les  deux  méthodes  exposées  s'appli- 
quent, avec  des  modifications  de  détail  qu'il  est  facile  de 
voir,  à  un  hyperboloïde  non  de  révolution. 


SOLUTION  DE  L'ÉPURE  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
DONNÉE  A  L ÉCOLE  CENTRALE  EN  1890  (1^^  SESSION)  (M; 

Par  F.  J.  M. 


Intersection  de  deux  cônes.  Les  bases  sont  des  cercles 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  droite  (ab^  a'b') 
qui  joint  les  centres.  On  donne  la  position  des  centres 
par  leur  cpte  et  leur  éloignement. 

On  prend  les  diamètres  horizontaux  des  cercles  de 
base^  on  joint  les  extrémités  de  ces  diamètres  voisines 
du  côté  gauche  du  cadre  et  l'on  prend  sur  cette  droite 
un  point  de  cote  donnée  :  ce  sera  le  sommet  du  cône  de 
base  (a,  a').  De  même  à  droite  pour  le  sommet  de 
l'autre  cône. 


(')  Voir  l'énoncé  complet,  t.  IX  (1890),  p.  54o. 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  X.  (Janvier  1891.)  ^ 
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Représenter  V ensemble  des  deux  cônes,  limités 
chacun  à  son  sommet  et  à  sa  base, 

Lf*.&  données  se  placent  facilement,  puisqu^on  sait  que 
le  diamètre  horizontal  AE  a  sa  projection  horizontale  ae 
perpendiculaire  à  ab. 

Le  point  C  de  la  frontale  AC  du  plan  du  cercle  A  permet 
de  trouver,  par  un  rabattement,  un  point  quelconque  M 
de  la  base  du  cône  S  et  la  tangente  en  ce  point.  Pour 
trouver  tout  ce  qui  est  demandé  dans  le  restant  de  l'énoncé, 
nous  allons,  suivant  la  méthode  générale,  couper  les  deux  '^j 

cônes  par  des  plans  passant  par  la  droite  des  sommets. 

Remarquons  d^abord  que  les  droites  TF  et  SE  étant 
parallèles,  les  points  <r,  o*'  et  t,  t'  sont  ceux  où  ST  ren-  w:; 

contre  les  plans  des  bases  des  cônes.  Considérons  donc 
le  plan  auxiliaire  dont  la  trace  sur  le  plan  de  base  du 
cône  S  est  la  droite  o-m.  I^es  plans  des  bases  des  deux 
cônes  étant  parallèles,  menons  les  droites  xv,  t/î,  v/i  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  o-pi,  o-m,  [xm. 

Nous  obtenons  en  n  un  point  quelconque  de  la  base 
du  second  cône  et  la  tangente  ^n  en  ce  point. 

Les  points  g  qI  h  des  génératrices  sîn  et  tn  sont  ceux 
où  ces  droites  rencontrent  le  plan  de  base  de  l'autre  cône  ; 
et  les  droites  gh  et  hl  respectivement  parallèles  aux 
droites  a  m  et  ^/z  sont  les  tangentes  en  ces  points. 

Le  point  i  de  rencontre  des  deux  génératrices  est  un 
point  de  l'intersection  ;  et,  en  le  joignant  à  /i,  point  com- 
mun aux  droites  ^/i  et  gh,  traces  des  plans  tangents  aux 
deux  cônes,  on  a  la  tangente  en  ce  point. 

D'autre  part,  s  considéré  comme  appartenant  au  plan 
de  base  du  premier  cône,  se  rabat  en  s^  ;  de  sorte  qu'en 
menant  la  tangente  s^  8  on  obtient  suivant  sd  la  généra- 
trice de  contour  apparent  horizontal,  et  /  est  le  point 
où  elle  rencontre  l'intersection. 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES 
DAPRÉS  LEUR  DÉFINITION  (M; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


Soient  encore  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  {Jig-  5o), 
supposons  d'abord  la  tangente  PQ  située  à  distance 
inie-,  si  E  est  l'un  des  points  de  contact  de  la  courbe, 
sera  Tun  des  points  doubles  de  Tinvolution  déterminée 
ir  les  couples  de  points  P  et  Q,  R  et  S.  Unissant  un 
loint  quelconque,  O,  du  plan  aux  cinq  points  P,  Q,  R, 
(,  E,  le  faisceau  ainsi  formé  sera  en  involution  et  OE  en 
!ra  un  rayon  double.  Si  PQ  passe  à  l'infini,  les  quatre 
fremiers  rayons  deviendront  parallèles  aux  côtés  du  qua- 
Irilatère  qu'ils  rencontrent  en  P,  Q,  R,  S,  respect! ve- 

Fig.  5o. 


r 


ment,  et  OE  sera  toujours  l'un  des  rayons  doubles  du 

[faisceau  déterminé  par  ces  parallèles^  mais,  comme  OE 

.'rencontre  la  courbe  en  un  second  point  à  l'inlini,  il  est 

*' parallèle  à  un  des  diamètres  de  la  courbe  et  détermine 

cette  direction 5  on  est  alors  ramené  au  cas  où  l'on  donne 


(•)  Voir  t.  IX  (1890),  p.  596. 
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cinq  points  dont  Tun  est  à  Tinfini  dans  une  direction 
donnée.  Comme  le  faisceau  OPQRS  a  deux  rayons  dou- 
bles, il  y  a  deux  solutions. 

Là  tangente  peut  passer  à  l  *  infini  en  même  temps 
que  l'un  des  points  y  passe  dans  une  direction  donnée. 

L^une  des  tangentes  passant  à  Tinfîni,  la  courbe  ne 
peut  être  qu'une  parabole  ;  on  peut  alors  supposer  que  le 
point  et  le  point  de  contact  ont  passé  h  Tinfini  dans  la 
direction  donnée,  et  Ton  est  ramené  au  cas  où  Ton  donne 
cinq  points  dont  deux  ont  passé  à  Tinfîni  dans  la  même 
direction  donnée. 

Il  n'y  a  pas  de  modification  sensible  à  la  construction 
générale,  si  deux  des  quatre  points  passent  à  V infini 
dans  des  directions  données,  la  tangente  restant  et 
distance  finie. 

3**  Construire  une  conique  dont  on  donne  quatre 
tangentes  et  un  point. 

Théorème  corhélatif  de  celui  de  Desargues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD,  DA  les  quatre  tangentes  données, 
K  le  point  donné  {fig-  5i);  unissons  par  des  lignes  droites 


le  point  E  aux  quatre  sommets  du  quadrilatère  circon- 
scrit. Si  nous  coupons  la  figure  par  une  transversale 
quelconque  PS,  les  couples  de  points  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  les  rayons  EA  et  EC,  EB  et  ED  déter- 
minent une  involution  dont  font  partie  les  points  de 
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rencontre  de  la  même  droite  avec  les  deux  tangentes 
issues  du  point  E-,  mais,  comme  le  point  E  appartient  à 
la  courbe,  les  deux  tangentes  qui  en  sont  issues  se  con- 
fondent, et  leurs  points  communs  avec  PS  se  réduisent  à 
un  qui  est  le  point  double  de  Tinvolution  déterminée 
par  P  et  Q,  R  et  S.  On  déterminera  donc  un  de  ces 
points  doubles,  en  l'unissant  au  point  E  par  une  droite; 
on  aura  une  cinquième  tangente  et  Ton  sera  ramené  à 
un  cas  précédent.  Comme  Tinvolution  a  deux  points 
doubles,  il  y  a  deux  solutions. 

La  même  construction  s'applique  encore  si  le  point 
E  se  transporte  à  V infini  dans  une  direction  donnée. 
Les  quatre  rayons  EA,EB,  EC,  ED,  devenant  parallèles, 
la  courbe  correspondante  peut  être  une  hyperbole  ou 
une  parabole  :  dans  le  premier  cas,  la  cinquième  tangente 
sera  une  asymptote;  dans  le  deuxième,  cette  cinquième 
tangente  passe  à  Tinfini  5  la  courbe  sera  une  parabole 
dont  on  connaît  quatre  tangentes  ;  sa  construction  rentre 
dans  un  cas  précédent. 

Si  une  des  tangentes  AD  passe  à  V infini ^  le  point 
E  restant  à  distance  finie,  la  courbe  ne  peut  être 
qu'une  parabole,  la  construction  continue  à  s'appliquer, 
deux  des  sommets  A,  D  du  quadrilatère  circonscrit  pas- 
sant a  l'infini  dans  les  directions  BA,  CD. 

Enfin,  si  une  des  tangentes,  AD  par  exemple , 
passe  à  V infini,  et  que  le  point  E  passe  également  à 
V infini  dans  une  direction  donnée,  la  courbe  ne  peut 
être  qu'une  parabole;  mais  la  construction  ne  s'applique 
plus,  la  cinquième  tangente  qu'elle  détermine  passant 
elle-même  à  l'infini.  On  peut  alors  traiter  directement  la 
question  qui  se  réduit  à  construire  une  parabole  dont 
on  donne  trois  tangentes  et  la  direction  des  diamètres. 

Soient  AB,  BC,  AG  les  trois  tangentes  {fig-  52 ), 
AX,  BX',  CX''  les  parallèles  aux  diamètres  menées  par 
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Dans  les  cas  où  quelques-uns  des  éléments  donnés  se 
transporteraient  à  Tinfini,  on  raisonnerait  comme  dans 
les  cas  prédents. 

5**  Construire  une  conique  dont  on  donne  trois  tan- 
gentes et  deux  points. 

Théorème  corrélatif  de  celui  de  Des  argues.  — 
Soient  AB,  BC,  CD  les  trois  tangentes  données,  E,  F 
les  deux  points  donnés  {fig*  54);  considérons  les  deux 
tangentes  réduites  k  une  en  E,  et  les  deux  tangentes  ré- 
duites à  une  en  F,  comme  formant  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  la  conique,  ayant  deux  sommets  opposés  en  E 
(ît  F,  et  les  deux  autres  sommets  opposés  confondus  au 
point  O  où  elles  se  coupent. 

Les  tangentes  BA,  BC,  les  deux  rayons  BE,  BF  déter- 
minent un  faisceau  en  involution  dont  BO  est  un  rayon 
double^  donc,  en  construisant  les  rayons  doubles  de  celte 

Fig.  54. 


involution,  déterminée  parles  quatre  rayons  connus,  on 
aura  deux  droites  BO,  B0<,  dont  l'une  doit  passer  par 
le  point  de  concours  des  tangentes  en  E  et  F. 

En  répétant  le  même  raisonnement  sur  le  faisceau 
déterminé  par  CB  et  CD,  CE  et  CF,  on  obtiendra  deux 
nouvelles  droites  issues  de  01  et  dont  Tune  passera  par 
le  point  O.  En  associant  chacune  des  deux  droites  issues 
de  B,  et  telles  que  BO,  avec  chacune  de  celles  qui  sont 
issues  de  C,  dans  les  mêmes  conditions,  on  obtiendra 


V<      ■  V  ■ — '^'  '.-'^ 


"^ 
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quatre  points  qui  peuvent  appartenir  chacun  à  deux 
tangentes  en  E  et  F. 

On  pourra  ainsi  construire  quatre  systèmes  de  deux 
tangentes  qui,  associés  chacun  aux  trois  tangentes  don- 
nées, détermineront  quatre  coniques  remplissant  les 
conditions  deTénoncé. 

Si  un  ou  deux  des  éléments  donnés  passaient  à  Tinfini, 
on  raisonnerait  comme  dans  les  cas  précédents. 

XV.  Etant  données  deux  coniques,  chacune  par 
cinq  points,  Af,  A2,  A3,  A4,  A5  pour  la  première,  Bi, 
B2,  B3,  B4,  B5  pour  la  deuxième,  et  admettant  que  ces 
deux  coniques  ont  quatre  points  communs  inconnus,  on 
propose  de  construire  une  troisième  conique  passant 
par  ces  quatre  points,  et  par  un  cinquième  point 
donné  C. 

Par  le  point  G  menons  une  transversale  quelconque^ 
d'après  le  théorème  du  n®  VI,  Chap.  II,  on  pourra  con- 
struire les  deux  pointa  M  et  Mf,  où  elle  rencontre  la 
première  conique,  et  les  points  N  et  Ni  où  elle  coupe  la 
seconde;  le  point  conjugué  de  C  dans  Tinvolution  déter- 
minée par  les  couples  de  points  M  et  M| ,  N  et  Ni ,  appar- 
tient à  la  troisième  conique,  d'après  la  généralisation  du 
théorème  de  Desargues,  n**  VIII,  Chap.  II,  et  peut  être 
construit. 

On  pourra  déterminer  ainsi  autant  de  points  qu'on 
voudra  de  la  troisième  conique,  et  la  question  est  réso- 
lue. 

XVI.  Deux  coniques  ont  deux  points  communs  Aj, 
A 2  donnés;  en  outre  on  donne  trois  autres  points  de 
chacune  d'elles  A3 ,  A4,  A5  pour  la  première,  A\ ,  A'jj,  A3 
pour  la  deuxième  :  on  demande  de  construire  leurs 
deux  autres  points  communs. 
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Coupant  la  (igurn  par  une  transversale^  d'après  le 
théorème  du  n°  VI,  Ghap.  II,  on  pourra  construire  les 
points  M  et  M<,  N  et  N|,  où  elle  rencontre  les  deux  co- 
niques qui  sont  chacune  définies  par  cinq  points.  Si  P 
est  le  point  où  la  même  droite  rencontre  la  droite  A i  A  29 
le  point  conjugué  Q  dans  Tinvolution  déterminée  par  les 
couples  de  points  M  et  M|,  N  et  N|  appartient  à  la 
droite  qui  unit  les  deux  points  inconnus  (Gén.  du  th, 
da  Desargues,  n®  VIII,  Chap.  II). 

On  pourra  construire  ce  point  Q,  et  de  la  même  ma- 
nière déterminer  un  second  point  Qi  de  la  droite  unis- 
sant les  points  inconnus.  Il  ne  restera  plus  qu'à  trouver 
les  points  communs  de  la  droite  QQi  avec  Tune  des  co- 
niques données,  ce  qui  se  fera  par  l'application  du  théo- 
rème établi  au  n**  VI,  Chap.  II. 

XVII.  Une  section  plane  d'un  cane  ayant  pour  di- 
rectrice une  conique  est  aussi  une  section  conique. 

Kn  effet,  si  Ton  prend  le  sommet  du  cône  comme  point 
de  vue,  la  section  peut  être  considérée  comme  une  per- 
spective de  la  directrice. 

Comme  les  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal  sont 
projectifs  et  s'appliquent  à  la  directrice,  on  pourra  con- 
struire tous  les  points  de  cette  ligne  par  leur  application 
et  au  moyen  de  cinq  d'entre  eux;  mais  on  pourra  aussi 
construire  tous  les  points  de  la  section  par  l'application 
des  mêmes  théorèmes  aux  points  correspondants  de  cette 
section.  Il  en  résulte  que  tous  les  points  de  la  section 
appartiennent  à  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  pre- 
miers et  qui  est  déterminée,  et  qu'en  conséquence  celte 
section  est  une  conique. 


>0»04 
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CHAPITRE  III. 

THEORËUES  DIVERS  ET  APPLICATIONS. 


#  ^ 


Théorème  de  Ne-wton  et  conséquences. 

I.  ThéorIeme  de  Newton.  —  Si  par  un  point  du  plan 
iVune  section  conique  on  mène  deux  sécantes  paral- 
lèles à  deux  directions  données,  parallèles  à  ce  plan, 
le  rapport  du  produit  des  deux  segments  déterminés 
par  la  courbe  sur  l'une  des  sécantes  au  produit  des 
segments  déterminés  sur  Vautre  est  un  nombre  con- 
stant indépendant  de  la  position  du  point. 

Soient  O  le  cercle  directeur,  S  le  sommet  du  cône 
{Jig*  55);  menons   par  le  sommet  du  cône  les  deux 


droites   SA,   SB,   respectivement  parallèles  aux  deux 
directions  données,  et  limitées  en  Â  et  B  au  plan  de  la 
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base  circulaire,  le  plan  ASB  sera  parallèle  au  plan 
sécant. 

Par  le  point  m,  pris  arbitrairement  dans  le  plan 
sécant,  menons  dc^  ef  respectivement  parallèles  à  SA, 
SB,  puis  faisons  passer  un  plan  par  SA  et  dc^  et  un 
autre  par  SB  et  ef\  le  premier  de  ces  plans  coupera  le 
cône  suivant  les  génératrices  SC,  SD,  le  deuxième  sui- 
vant SE,  SF\  ils  se  couperont  entre  eux  suivant  la 
droite  SM. 

Traçons  ensuite  pmq  parallèle  à  DC  et  mit  parallèle 
à  EF.  Delà  similitude  des  triangles  mrfy,  DSA,  on  déduit 

md  __  SA 
mq  "~  AD 

et  de  celle  des  triangles  S/wy,  SiVlD 

mq  ___  S'w 
RÎD  ~  SM' 

d'où,  multipliant  membre  à  membre, 

md  _  AS        S m 
Md  ~  ÂD  ^  SM* 

On  trouve  de  môme,  par  la  considération  des  couples 
de  triangles  semblables,  mpc^  CSA,  S  m/?,  CSM, 

me  __  AS        S  m 
MG  ~  ÂC  ^  SM' 

En  multipliant  membre  à  membre  les  deux  dernières 

me  X  md  SA  /Sm\2 

X 


MC  X  MD       AG  X  AD 


/SmV 


Répétant  des  calculs  analogues  sur  les  triangles  sem- 
blables :  Sm^  SMF,  et  mtf^  SBF^  puis  sur  les  deux 
autres  couples  de  triangles  semblables  :  Smr,  SME,  et 
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mer^  BSE,  on  en  déduit 


2 


me  xmf  _        SB  /Smy 

MExMF  "  BE  X  BF  ^  \  SM/ 

Divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  éga- 
lités, en  remarquant  que,  d*après  les  propriétés  des 
sécantes  au  cercle,  MC  X  MD  =  ME  x  MF,  on  trouve 

mc>:md       /SA\2    AG  x  AD 


=  {m)'- 


mexmf        \SB/   *  BE  x  BF 

Le  second  membre  est  constant  et  le  théorème  est 
démontré. 

La  Jig,  55  suppose  les  points  A  et  B  en  dehors  du 
cercle  directeur,  ce  qui  arrive  toujours  quand  la  conique 
est  une  ellipse  ou  une  parabole,  exceptant  dans  ce  der- 
nier cas  celui  où  l'une  des  directions  données  serait 
parallèle  aux  diamètres,  et  que  nous  examinerons  à  part 
à  la  (in  du  présent  numéro. 

Dans  le  cas  de  Thyperbole,  Tun  ou  les  deux  points  A 
ou  B  peuvent  être  intérieurs  au  cercle  directeur,  si  les 
directions  SA,  SB  correspondent  à  des  cordes  rencon- 
trant les  deux  branches^  la  démonstration  se  fait  de  la 
même  manière  et  conduit  au  même  résultat. 

Conservons    dans    la  fig,    56   les   notations    de    la 
Jig'  55,  et  aussi  les  mêmes  hypothèses,  saut  que  SA 
est  une  direction  intérieure  au  lieu  d'être  extérieure 
comme  dans  la  Ggure  précédente. 

Des  deux  triangles  mdq^  DSA,  sont  toujours  sembla- 
bles et  donnent 

md       SA 

_    ,  • 

mq  ~"  AD' 

il  en  est  de  même  des  triangles  S/n^y,  SDM,  d'où  Ton 

déduit 

mq  _Sm 
MD""  SM* 
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Mullipliant  membre  à  membre, 


md  __  AS       S /Il 
MD  *~  AD  ^  SÎVf 


Fig.  56. 


Considérons  encore  les  deux  couples  de  triangles  sem- 
blablesy  mpc^  ASC,  et  Smp^  SMC,  on  en  tire 

me  __  AS       S  m 
MG~  AG^  SM' 

Multipliant  membre  à  membre  les  deux  dernières 
égalités,  on  a 


md  X  me 


SA 


/Smy 
MD  X  MG  ~  AD  X  AG  ^  \  SM  /  ' 

La  démonstration  s'achève  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  la  direction  SB  soit  intérieure  ou  extérieure. 

Il  nous  reste  à  examiner  ce  qui  advient  dans  le  cas 
de  la  parabole,  et  si  Tune  des  directions ,  soit  SA,  est 
parallèle  aux  diamètres;  dans  ce  cas  SA  est  située  sur 
la  surface  du  cône,  et  SB  est  contenue  dans  le  plan  tan- 
gent suivant  SA  {Jlg.  07). 

Le  plan  de  la  parabole  est  parallèle  au  plan  tangent 
BSA,  et  coupe  le  plan  de  la  directrice  suivant  GH  parai- 
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lèle  à  A6.  Par  un  point  m  du  plan  de  la  section  menons 
les  droites  dml^  cmf^  respectivement  parallèles  à  SA, 
SB;  puis  encore  mit,  P^t  respectivement  parallèles 

Fig.  57. 


aux  traces  BFE,  DA  des  plans  SBm,  SAm  sur  le  plan 
de  la  directrice. 

Ces  deux  plans  SB/n,  SAm  coupent  le  cône  suivant 
les  couples  de  génératrices  SE,  SF,  et  SA,  SD;  de  plus 
ils  se  coupent  entre  eux  suivant  SwM. 

La  trace  I  de  la  droite  rfml,  intersection  du  plan  de  la 
courbe  et  du  plan  SAm,  sur  le  plan  de  la  directrice,  se 
déplace  sur  la  trace  GH  du  plan  de  la  section  sur  le  plan 
du  cercle  de  base. 

De  la  similitude  des  triangles  dmq,  SAD,  on  déduit 

md       SA 


mq       AU  ' 
de  celle  des  triangles  Sqm,  SDM,  on  tire 

mq  _  S/n^ 
DM~  SM' 

Ann.  de  Mathémat.j  3*  série,  t.  X.  (Janvier  1891.) 


/ 
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multipliant  membre  à  membre,  on  a 

md  ^  SA       S  m 
MD  ~  A D  ^  SM  * 

De  la  considération  des  triangles  semblables  Smp^ 
SMA,  et  observant  que  mp  =  AI,  comme  côtés  opposés 
d*un  parallélogramme,  on  déduit 

mp  __  Aï  _  Sm^ 
MÂ^MA""  SM' 


multipliant  membre  à  membre, 

md  X  Al    _  SA        /Smy 
Mb  X  MA  ""  AD  ^  V  SM/  ' 

On  trouve,  comme  dans  les  cas  précédents  et  par  la 
considération  des  mêmes  triangles, 

— » 

me  X  mf  ^        SB  /Sm\' 

ME  X  MF  ~  BF  X  BE  ^  \,SM  j  ' 
Divisant  membre  à  membre  et  observant  que 

MD  X  MA  =  ME  X  MF, 


on  a 


ou 


me  X  m/  _        SB  AD 

md  X  AI  "  BE  x  BF  ^  SX 


2 

me  X  mf  __        ^B  AD  x  AI 

^7J^     '  BE  X  BF  ^        S7V 


•2 


Or  le  produit  AD  X  AI  est  constant  et  égal  à  AH  ;  le 
second  membre  est  donc  constant,  et  Ton  a 


—  s  2 

me  X  mf  SB  AH 


md  BEx  BF        SA 

c'cst-à-dirc  que,  dans  la  parabole^  le  point  commun 
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d^une  corde  de  direction  fixe  av^ec  un  diamètre  par- 
tage cette  corde  en  deux  segments  dont  le  produit  est 
au  segment  du  diamètre  compris  entre  le  même  point 
0t  la  courbe  dans  un  rapport  constant. 


II.  —  Propriétés  métriques  des  demi-cordes  parallèles , 
ou  ordonnées  d'une  section  conique ,  par  rapport  aux 
segments  qu'elles  déterminent  sur  le  diamètre  qui  les 
divise  en  parties  égales.  Équations  des  coniques  à 
centre  rapportées  à  deux  diamètres  conjugués.  Équa- 
tion de  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  et  à  la 
tangente  à  Textrémité  de  ce  diamètre. 

Les  propriétés  que  nous  avous  rintentîoii  d'établir 
dans  le  présent  numéro  sont  des  conséquences  immé- 
diates du  théorème  de  Newton  que  nous  venons  de  dé- 
montrer. 

Considérons  séparément  les  trois  courbes. 

Ellipse.  —  Soit  Tellipse  O  {fig*  58)-,  A  A',  BB'  deux 
diamètres  conjugués  dont  nous  supposerons  les  demi- 

Fig.  58w 


longueurs  respectivement  représentées  par  a' et  V\  CC 
une  corde  parallèle  à  BB',  et  divisée  en  deux  parties 
égales  par  son  point  de  rencontre  P  avec  A  A'. 

D'après  le  théorème  de  Newton,  le  rapport  p-r ^-r-, 


(  52  ) 
conserve  une  même  valeur  constante  quand  le  point  P 
se  déplace  sur  AA';  en  conséquence,  on  a,  pour  tous  les 
points  de  la  courbe, 


PC  X  PC       OB  X  OB' 


r,9 


PA  X  PA'       OA  X  OA' 
ou 

pc'         //« 


PA  X  PA'       a'« 

Donc  :  le  carré  d^une  demi-corde,  ou  ordonnée,  qui 
se  déplace  en  conservant  sa  direction,  est  au  produit 
des  segments  quelle  détermine  sur  le  diamètre  con- 
jugué dans  un  rapport  constant. 

Si  Ton  désigne,  d'une  façon  générale,  cette  ordonnée 
parj^,  et  par  x  le  nombre  positif  ou  négatif  représentant 
OP,  Téquatioii  précédente  peut  s'écrire 

, y^ ^i^;* 

OU 


3?2         y* 


c'est  l'équation  cartésienfte  de  la  courbe  rapportée  aux 
deux  diamètres  conjugués  AA',  BB'. 

Parabole.  —  Soit  une  parabole  dont  le  diamètre  AX 
divise  en  parties  égales  les  cordes  telles  que  CC\  paral- 
lèles à  la  tangente  A  Y  {fig.  Sp);  d'après  la  fin  du  nu- 
méro précédent,  on   sait  que,  lorsque  la  corde  CC  se 

déplace  parallèlement  à  elle-même,  le  rapport — ^^5 — =^ 

est  constant^  et,  comme  le  point  P  où  CQ!  rencontre  le 

diamètre  conjugué  de  sa  direction  en  est  le  point  milieu, 

— 2 
GP 
cette  égalité  peut  se  mettre  sous  la  forme  -r-p  =  2/7',  /?' 

étant  un  nombre  représentant  une  longu(air  fixe. 
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Désignant,  d'une  façon  générale,  CPpar  y  et  AP  par  x, 
l'équation  précédente,  qui  a  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe,  peut  s'écrire 

y'^  =  2/?'  X, 

équation  cartésienne  de  la  parabole  rapportée  à  un  dia- 
mètre et  à  la  tangente  à  son  extrémité. 

Fig.  59. 


Hyperbole.  — ^Soient  enfin  l'hyperbole  O  {fig-  60), 
ce  une  corde  variable  parallèle  à  OY,  OX  le  diamètre 

Fig.  60. 


conjugué  de  sa  direction;  d'après  le  théorème  de  Newton 
et  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  le  rapport  p^^ — pp 

a  une  valeur  constante,  et  il  en  est  de  même  de  777 rr-r^  > 

'  PA  X  PA 

puisque  PC  ==  PC. 

Cherchons  à  déterminer  la  valeur  de  ce  rapport  :  dans 
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ce  but  mêlions,  par  le  point  C,  Ccu  parallèle  à  l'asym- 
ptote OB^  nous  avons  immédiatement 


— s  — -ï 

PC  PC 


PA  X  PA'        (P<o— UiA)(Pa)-i-(uA') 

/PC 


VPu> 


)■ 


Si  le  point  C  s'écarte  indéfiniment  de  Torigine,  la 
droite  Ccu  se  rapproche  indéfiniment  de  l'asymptote,  et 
le  point  (1)  du  point  O;  il  en  résulte  que  (oA  et  (oA 
restent  finis,  et  que  leurs  rapports  à  P(o  ont  pour  limite 
zéro  ;  de  plus,  si  nous  représentons  les  longueurs  OA,  A6, 
par  a',  b'  respectivement,  on  déduit  de  la  similitude 
des  triangles  wPC,  OAB  l'égalité 

P^  _  ^. 
d'où  • 

—  /pcy 

PC*  ,.  \Paii  b'i 


PAx  PA'  /        wA\  /        wA'\       a'« 


/        wA\  /        wA'\ 
('-p-^j('-^P^j 


Donc  le  carré  d\ine  deini-coî-de ,  ou  or  donnée f 
qui  se  déplace  en  consentant  sa  direction,  est  au  pro- 
duit des  segments  q nielle  détermine  sur  le  diamètre 
conjugué,  que  la  figure  suppose  rencontrer  réellement 
la  courbe^  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  représente,  d'une  manière  générale,  cette 
ordonnée  par  y  ei  par  x  le  nombre  positif  ou  négatif 
représentant  le  segment  OP,  l'équation  précédente  peut 


s'écrire 

* 

y 

6'* 

(x^a')(X'^  a') 

a'« 

ou 

j'7                yt 

(  55) 
C  est  l'équation  cartésienne  de  la  courbe  rapportée  aux 
deux  diamètres  conjugués  OX,  OY. 
Cette  équation  peut  s'écrire 


x^  a 


OU 

x^ _  a^ 

d'où  l'on  peut  conclure  que  le  carré  d'une  demi-corrie: 
qui  se  déplace  parallèlement  à  une  direction  fixe,  et 
dont  le  diamètre  conjugué  ne  rencontre  pas  réelle- 
ment  la  courbe,  est  au  produit  des  segments  qu'elle 
détermine  sur  ce  diamètre  dans  un  rapport  constant, 

A  CONDITION  DE  CONSIDÉRER  LES  EXTRÉMITÉS  DE  CE  DIA- 
MÈTRE COMME    DISTANTES    DU   CENTRE  DES  LONGUEURS  IMA- 


GINAIRES REPRÉSENTÉES  PAR  db  i'y/ I  . 

III.  Construire  une  conique  dont  on  donne  un  point 
réel  et  quatre  points  réels  ou  imnginaires  définis  par 
les  couples  de  points  oh  deux  droites  données  ren- 
contrent une  ou  deux  coniques. 

Remarquons  d'abord  que,  d'après  le  théorème  établi 
au  n°  VI,  Chap.  II,  on  peut  remplacer  les  points  com- 
muns réels  ou  imaginaires  d'une  conique  définie  et  d'une 
droite  donnée  par  ceux  de  la  même  droite  et  d'un  cercle 
tju'on  peut  construire*,  d'après  cela,  on  peut  considérer 
les  quatre  derniers  points  donnés  comme  situés  par  cou- 
ples sur  les  deux  droites  données  et  deux  cercles  donnés. 

Soit  donc  à  construire  la  conique  passant  par  le  point 
réel  donné.  A,  et  par  les  couples  de  points  de  rencontre 
des  droites  données  OX,  OY,  avec  les  cercles  donnés  eu, 
W|  respectivement  {fig»  61). 

Menons  par  le  point  A  la  parallèle  à  OX.  rencontrant 
OY  en  C,  et  soit  A»  son  second  point  de  rencontre  avecî 


(  ^>6'  ) 
la  courbe;  d'après  le  théorème  de  Newton,  le  rapport 


Fig.  Gi. 


du  produit  CA  X  CA'i  à  celui  des  segments  interceptés 
sur  OY  entre  le  point  C  et  les  points  où  cette  droite 
rencontre  le  cercle  coi ,  ce  dernier  produit  étant  égal  à  la 
puissance,  7c^  du  point  C  par  rapport  au  cercle  (i)|,  est 
égal  au  rapport  des  puissances  P  et  P{  du  point  O  par 
rapport  aux  cercles  cj  et  co,  respectivement. 
On  aura  donc  l'égalité 

CAi  X  C/V  _  P^ 

ir  "^  F,  ' 

d'où  Ton  pourra  déduire  une  construction  du  point  A|. 

On  pourra  déterminer  par  une  construction  analogue 
le  point  Aa  où  la  parallèle  à  OY  menée  par  A  rencontre 
de  nouveau  la  courbe;  puis  encore  les  seconds  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  des  parallèles  menées  à  OY  et 
OX  par  les  points  Ai  et  A2,  soient  ces  points  A3  et  A4; 
connaissant  cinq  points  réels  de  la  courbe,  elle  est  dé« 
Unie  et  peut  ôtre  construite. 

Remarque. — '•  La  construction  précédente  ne  pourrait 
se  terminer  de  la  même  manière  s'il  arrivait  que  les  points 
A3  et  A4  se  confondissent;  dans  ce  cas  OX  et  OY  seraient 
parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe, 
diamètres  qu'on  pourrait  construire  en  menant  des  paral- 
lèles à  OY,  OX  par  les  points  milieux  des  cordes  AA|, 
AA^;  on  connaîtrait  alors  le  centre  et  Ton  pourrait  con- 


(  57  ) 
struire  la  longueur  de  ces  diamètres  d'après  le  théorème 
de  Newton,  ainsi  qu'il  suit. 

Conservons  dansla^ig*.  62  les  notations  dela^g'.  61, 
supposant  A3  et  A4  confondus  en  A3,  et  soient  R  et  R| 


10» 


les  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  OY.  On  a,  d'après 
le  théorème  de  Newton, 


IRxIRi        GR^— ei*       Pi 


IA2  X  IA3  j^«  P 

Pi  et  P  étant  toujours  les  puissances  du  point  O  par  rap- 
port aux  cercles  (o^  et  w;  la  dernière  égalité  permet  de 
construire  8R  et,  en  conséquence,  les  points  R  et  R< . 

Examinons  enfin  le  cas  oîi  les  droites  données  sont 
parallèles. 

Proposons-nous  de  faire  passer  une  conique  par  le 
point  réel  A,  et  par  les  points  imaginaires  où  les  cercles 
w,  (0|  rencontrent  les  droites  parallèles  XiX,  Y<  Y  res- 
pectivement [fig*  63). 

Les  points  milieux  des  cordes  interceptées  dans  la 
courbe  cherchée  sur  les  droites  X^  X,  Y^  Y  sont  placés 
aux  pieds  P  et  Q  des  perpendiculaires  abaissées  des 
centres  co,  Wj  des  cercles  donnés  sur  les  deux  droites 
données. 

PQ  est  donc  le  diamètre  de  la  courbe  divisant  en  par- 
ties égales  les  cordes  parallèles  à  X<X;  en  menant  par 


(58) 

A  la  parallèle  à  Xi  X  et  en  la  prolongeant  au  delà  de  son 
point  de  renconlre  C  avec  PQ  d'une  longueur  CA  i  =:  CA, 
le  point  A|  sera  un  nouveau  point  de  la  courbe.  Dési- 
gnons par  R  et  Rf  les  extrémités  du  diamètre  PQ  et  par 


P  et  Pi  les  puissances  des  points  P  et  Q  par  rapport  aux 
cercles  (o,  oJ|  respectivement:  nous  aurons,  par  applica- 
tion du  théorème  de  Newton, 


CR  X  GRi  _  FR  X  F^Rt 
CA  ' 


QR  X  QRi 
Pi 


ou 


CRxCR,  _ ( VC-hC[\)( FC— GRi )  _  (QG--CR)(QG-f-GRi) 

1>        -■         -  p, 


ga' 


ou  encore 


GRxGRiPG  -f-PG(GR--GRi)_QG  ~QG(GR  — CR,) 


GA' 


P  +  ex 


P,H-GA 


Au  moyen  de  la  dernière  égalité,  on  peut  construire 
CR  —  CRj,  puis  au  moyen  de  la  première  un  carié 
équivalent  à  CRxCRi;  et,  d'après  un  problème  dont 
la  solution  est  connue,  on  pourra  construire  CR  et  CR^. 
(connaissant  le  diamèlrc  RR^  de  grandeur  et  de  position, 


(59) 
on  aura  le  centre  :  on  pourra  alors  construire  le  diamètre 
conjugué  qui  est  parallèle  à  X»  X,  et  Ton  aura  sa  lon- 
gueur désignée  par  V  d'après  T égalité 

^»  ~  GRxGR,' 

qui  se  déduit  du  théorème  de  Newton. 

[^A  suivre.) 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (CONCOURS  DE  1890). 


Cours  préparatoires. 


Géométrie  analytique.  {Durée  de  V épreuve  :  4  heures.) 

Étant  donné  un  cercle  fixe  G  dont  le  centre  est  en  un  point 
de  l'axe  des^,  et  une  série  de  circonférences  tangentes  à  Taxe 
des  X  à  l'origine,  on  mène  des  tangentes  communes  à  ces  cir- 
conférences et  au  cercle  fixe,  et  on  demande  le  lieu  des  points 
de  contact  M. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  le  cercle  fixe  se  réduit 
à  un  point  et  celui  où  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec 
l'origine. 

Algèbre,  {Durée  :Z  heures.) 

On  désigne  par  a;  et^  les  distances  AM,  BM  de  deux  points 
A  et  B  à  un  point  M  pris  arbitrairement  sur  une  droite  D. 
On  demande  de  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  du 

y 

rapport  —  • 

Su 

Lavis.  (Feuille  |  grand- aigle. )(Z>wree  ;  'i  heures.) 

Moulures.  —  Laver  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates  ou  à 
teintes  fondues,  à  volonté,  les  moulures  dont  le  croquis  est 
donné  ci-contre. 

MN,  M'N'  est  l'aréle  verticale  d'un  pilastre,  portant  ombre 


(6o) 

à  4^''  sur  les  moulures  horizontales  situées  en  arriére  et  dans 
la  position  relative  qu'indique  la  coupe. 

T 
I 

I 


M 

Élévation 

M 

Coupe 

.  .                  i 

b 

af 

^Ê 

fr 

^C^AA^ 

«^■■" 

'^ 

N 

y   N 

y 

*••• 

Cadnt.  âSorSi^ 

1 
j 

! 


..fc 


Les  profils  g' d  et  d!f'  pourront  être  formés  par  des  quarts 
d'ellipse. 

On  ne  lavera  que  l'élévation,  ombres  propres  et  ombres 
portées. 

Épure.  (  Feuille  |  grand-aigle.)  {.Durée  :  4  heures.) 

Cône  et  cylindre  de  révolution,  —  Un  cylindre  de  révolu- 
tion a  pour  axe  la  droite  horizontale  {ab^  cL'b')\  il  est  tangent 


)» OcLoLr^z^ 


miK- 


au  plan  horizontal  et  il  est  limité  par  deux  plans  de  section 
droite  passant  par  les  extrémités  (a,  a')  et  (6,  6')  de  Taxe. 


(6i  ) 

Un  cône,  également  de  révolution,  a  pour  sommet  le  point 
(5,  s')  situé  sur  le  plan  horizontal;  son  axe  passe  par  le  point 
(0,  o')  milieu  de  l'axe  du  cylindre  et  il  est,  lui  aussi,  tangent  au 
plan  horizontal.  En  projection  horizontale,  les  axes  des  deux 
surfaces  sont  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre. 

On  demande  de  chercher  l'intersection  des  deux  surfaces  et 
de  représenter  le  cylindre  seul  en  supposant  le  cône  enlevé 
après  avoir  fait  son  entaille  dans  le  cylindre. 

L'épure  devra  indiquer  la  marche  suivie  pour  trouver  un 
point  courant  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  Elle 
comportera  également  les  constructions  faites  pour  trouver  les 
points  les  plus  remarquables  de  l'intersection. 


CONCOURS  DADMISSION  A  L ECOLE  NAVALE 

EN  1889. 


Compositions  écrites. 


Arithmétique  et  Algèbre.  (4  heures.) 

I.  Calculer,  à  un  centième  près,  le  cosinus  de  l'angle  B  d'un 
triangle  ABC  rectangle  en  A,  dont  les  côtés  b  tl  c  ont  pour 
longueurs  b  =  11 5™, 6543,  c  =  i7"4326. 

II.  On  donne  une  demi-circonférence  BDC  et  une  droite  AD 
perpendiculaire  en  A,  au  diamètre  BC,  et,  par  un  point  X  situé 


sur  ce  diamètre,  on  mène  XE  parallèle  à  AD;  on  joint  BE 
et  on  projette  sur  XE,  orthogonalement  en  H,  le  point  G  où 
BE  rencontre  AD.  Désignant  OA,  OX,  OC  respectivement  par 
a,  ar,  R,  on  demande  : 

i"  D'étudier  les  variations  de  HE  =  (a?  —  «)i/  h quand 

y     K  -h  rr 


(Gu) 

le  point  X  se  déplace  sur  le  diamètre  BG,  en  considérant  suc- 
cessivement les  cas  où  ce  point  est  situé  entre  B  et  G,  au  delà 
de  G  ou  au  delà  de  B  ; 

2^  D'étudier  le  même  problème  en  prenant  pour  variable 
Tangle  XOE  =  <p. 

GéométF^ie  descriptive,  (i  heure  et  demie,) 

xy  étant  la  ligne  de  terre,  on  donne  sur  le  plan  horizontal 
un  triangle  ABG  dont  l'un  des  côtés  AB  est  situé  sur  la  ligne 
de  terre.  Les  côtés  ont  pour  valeur 

AB  =  loo"'", 
BG  =  68"", 
GA  =  100"*". 

1**  Construire  au-dessus  du  plan  horizontal  un  tétraèdre 
ayant  pour  base  le  triangle  ABG  et  tel  que  les  dièdres  AB,  BC, 
CA  aient  respectivement  pour  valeurs 

dièdre  AB  =  8o', 
dièdre  BC  =  6o% 

dièdre  GA  =  8o". 

2°  Construire  les  projections  des  sphères  circonscrite  et  in- 
scrite à  ce  tétraèdre. 

Calcul  trigononiétrique,  (i  heure.) 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o°  et  go",  qui  satis- 
font à  la  relation 

tangi99*r8'26''x(co5i2i*i9'!2'')5 


sin*(4a7-+-  21°)  — 


2,98761  X(sin348°i4'57'')« 


Géométrie  et  Géométrie  analytique,  (3  heures,) 

I.  Géométrie.  —  Connaissant  les  trois  côtés  d'un  triangle, 
calculer  les  médianes,  les  hauteurs,  les  bissectrices,  les  rayons 
du  cercle  circonscrit,  des  cercles  inscrit  et  exinscrits. 

II.  Géométrie  analytique,  —  Étant  donnés  deux  axes  rec- 
tangulaires oXfOy  et  un  point  M  de  coordonnées  a  et  6,  on 
demande  de  mener  par  le  point  M  deux  droites  MA,  MA',  fai- 
sant entre  elles  un  angle  donné  V,  et  telles  que  les  quatre  points 
A,  B,  A',  B'  de  rencontre  avec  les  axes  soient  sur  une  même 
circonférence. 


(63) 

1°  Le  problème  admet  pour  chaque  valeur  de  V  deux  solu- 
tions. Équations  des  deux  circonférences  correspondant  à  cha- 
cune de  ces  deux  solutions.  Les  distinguer. 

2*  Le  point  M  étant  fixe,  on  suppose  que  l'angle  V  varie 
d'une  manière  continue.  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de 
toutes  ces  circonférences  est  une  ligne  droite  et  qu'elles  ont  un 
même  axe  radical.  Étudier  comment  varie  la  longueur  du 
rayon;  trouver  ses  valeurs  minima. 

3'  L'angle  V  étant  constant,  on  suppose  que  le  point  M  décrit 
une  circonférence  autour  du  point  O  comme  centre;  trouver  le 
lieu  des  centres  de  chacune  de  ces  circonférences. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE 

EN  1890. 


Compositions  écrites. 


Arithmétique  et  Algèbre.  (4  heures,) 

I.  Calculer,  à  plus  ou  moins  yôVô  près,  la  valeur  de  tangiS' 
donnée  par  la  formule 


\/ 


I  —  cos3o° 


i-h  cos3o° 

IL  On  donne  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A  et  isoscèle, 
tel  que  AB  =  AC  =  b.  D'un  point  X  situé  sur  AB  comme 
centre,  avec  XA  comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence;  on 
joint  le  point  X  aux  deux  points  M  et  N  où  cette  circonférence 
coupe  l'hypoténuse. 

Etudier  les  variations  de  la  surface  du  triangle  XMN  quand 
le  point  X  se  déplace  sur  AB  et  sur  ses  prolongements. 

IIL  Représenter  par  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rec- 
tangulaires les  variations  de  la  fonction 

cosiF  -h  \/cos*a7  —  cos^a 


y  =  log.  népérien  de 


a  étant  compris  entre  o  et  -  • 


cosa 


7C 

Examiner  le  cas  particulier  où  a  =  o  et  a  =  -• 

'2 


(«4) 

Géométrie  cotée,  (i  heure  et  demie,) 

Étant  donnés  deux  points  A  et  B  dont  les  cotes  au-dessus  du 
plan  de  comparaison  sont  respectivement 

A- G"*,  38,        Brso'^Se, 

et  dont  la  distance  horizontale  est  de  o'",42)  construire  à  Té- 
chelle  de  ~^^  la  projection  cotée  d'un  prisme  droit  à  base  carrée, 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

Le  côté  de  la  base  est  AB,  la  pente  du  plan  de  cette  base 
est  de  ^,  la  hauteur  du  [frisme  est  de  o^'jGo. 

Indiquer  les  intersections  de  la  figure  avec  une  série  de  plans 
horizontaux  équidistants  entre  eux  de  o'",2o. 

Calcul  trigonométrique.  (i  heure,) 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o*  et  36o",  qui  sa 
tisfont  à  l'équation 

.   ,,  „,       sin3(2'2f)"i5'i8',6)x  tang*(338«42'i3'') 

^  ^'  (0,56417)3 X  cosa45"i9'56'',3 

Géométrie  et  Géométrie  analytique,  (3  heures  et  demie.) 

I.  Géométrie,  —  Enoncer  et  démontrer  succinctement  les 
principaux  théorèmes  qui  servent  à  établir  que  le  rapport  des 
volumes  de  deux  pyramides  quelconques  est  égal  au  produit 
du  rapport  des  bases  par  le  rapport  des  hauteurs. 

II.  Géométrie  analytique,  —  Oxy  étant  deux  axes  rectan- 
gulaires, BL  une  droite  fixe  parallèle  à  l'axe  des  x{y  =  b),  et 
A  un  point  mobile  sur  cette  droite  (BA  =  a),  à  chaque  position 
du  point  A  correspond  une  hyperbole  équilatère  passant  par 
les  trois  points  A,  B,  0  et  tangente  en  0  à  l'axe  des  x, 

I**  Trouver  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  hyperboles  et 
construire  pour  une  position  donnée  de  A  le  centre  et  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  correspondant  à  ce  point. 

1°  On  joint  le  point  variable  A  à  un  point  fixe  Q  pris  sur 
l'axe  des  y  y  la  droite  QA  rencontre  l'hyperbole  correspondante 
à  ce  point  en  un  second  point  M  dont  on  demande  le  lieu; 
discuter  la  nature  de  ce  lieu  suivant  la  position  de  Q  sur  Taxe 
des  y.  
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INTERSECTION  DE  DEUX  «UADRIQUES; 

Par  m.  Lucien  LÉVY. 


Dans  le  numéro  des  Nouv^elles  Annales  de  décembre 
1890,  M.  Carvallo  a  publié  un  intéressant  article  où  il 
aroccasion  d'appliquer  une  méthode  de  M.  Darboux  à 
la  recherche  des  conditions  de  contact  de  deux  qua- 
driques.  La  méthode  indiquée  me  paraît  plus  puissante 
qu'il  ne  semble  résulter  de  l'article  cité  et  je  voudrais' 
montrer  qu'elle  permet  une  discussion  complète  de 
1  équation  en  \  relative  à  deux  quadriques,  au  moins 
si  l'on  fait  abstraction  du  réel  et  de  l'imaginaire.  Je  re- 
trouverai ainsi  tous  les  résultats  obtenus  par  Painvin 
{yoir  Nous^elles  Annales,  1868  et  1869). 

Pour  abréger,  je  conserverai  les  notations  de  M.  Car- 
vallo et  je  renverrai,  au  besoin,  a  sa  Note. 

Soient 

(i)        J      =:  oi^x^-{-Qi!y'^'^  a  z^-^i^yz -\-i^' zx 

,    ■+-iL^''xy -^  i^x -^1^'y -{-'i.^" z -^h  =  o, 

(2)        j      =  Kx^-\-K'y^-^k"z^-^iByz->riB' zx 

H-  iWxy  -+-  i{x  -h  aC'jK  -i-  '>0"z  -h  D)  =  o 

les  équations   de  deux   surfaces  de  second   ordre  (S) 

et  (S'); 

(^)  fk^^y^  -5»  0  +  ^  ?(^7  jK,  ^,0  =  0 

l'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  leurs 
intersections  \  *^ 

(4)  A(X)  =  o 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  X.  (F'évrier  1891.)  '^ 
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Téquation  du  quatrième  degré  en  X  qui  exprime  que 
Téquation  (3)  représente  un  cône. 

Si  le  déterminant  A(X)  est  nul  sans  que  tous  ses  mi- 
neurs du  premier  ordre  le  soient,  Téquation  (3)  repré- 
sentera un  cône  ou  un  cylindre  non  décomposables. 

Si  les  premiers  mineurs  de  ^Çk)  sont  nuls  sans  que 
tous  les  mineurs  du  second  ordre  le  soient,  lequa- 
tion  (3)  représentera  un  système  de  deux  plans  distincts, 
parallèles  ou  non,  réels  ou  imaginaires. 

Si  les  mineurs  du  second  ordre  de  A(X)  sont  nuls 
sans  que  les  éléments  de  A()^)  le  soient  tous,  Téqua- 
tion  (3)  représentera  deux  plans  confondus. 

Enfin  si  les  éléments  de  A(X)  sont  tous  nuls  pour  la 
valeur  de  X  considérée,  Téquation  (3)  est  indéter- 
minée. 

Nous  considérerons  successivement  ces  diverses  hy- 
pothèses. Cela  posé,  la  méthode  de  M.  Darboux  repose 
essentiellement  sur  le  lemme  suivant  dont  j'omettrai  la 
démonstration  : 

Si  Von  remplace  les  deux  surfaces  Set  S'  cV  un  fais- 
ceau de  quadriques  par  deux  autres  surfaces  S  et  S' 
du  même  faisceau,  V équation  en  [X  {qui  exprime  que 
le  discriminant  rf<?  S  -H  [JlS'  est  nul)  a  ses  racines  reliées 
par  une  relation  homographique  à  celles  de  V équation 
en  \  provenant  de  la  forme  S  -h  )^S'. 

11  en  résulte  que  les  équations  en  \  et  en  \k  acquer- 
ront en  môme  temps  une  ou  deux  racines  doubles,  une 
racine  triple,  une  racine  quadruple,  et  que  Ton  peut 
choisir  les  surfaces  S  et  S'  qui  servent  de  bases  au  fais- 
ceau, sans  que  Tintersection  ni  la  nature  des  racines  de 
l'équation  en  X  en  soient  aifectées. 
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I. 

A(X)  EST   NUL  SANS  QUE   TOUS  SES  PREMIERS   MINEURS 

LE  SOIENT, 

Les  qualre  cônes  qui  correspondent  à  chaque  valeur 
de  X  sont  tous  de  véritables  cônes  ou  des  cylindres.  Je 
supposerai  que  la  surface  (i)  soit  un  de  ces  cônes  :  par 
suite,  l'équation  en  X  aura  une  racine  nulle.  Si,  confor- 
mément aux  notations  usuelles  (Sàlmon,  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions,  §  234),  nous  posons 

A(X)  =  AX*  —  eX3-+-  4>Xî  —  8'X  H-  A', 
Téquation  (4)  s'écrira 

(5)  aX*— eX3H-*X2— e'X  =  0. 

a.  Théorème  1.  —  ^  toute  racine  simple  de  cette 
équation  correspond  un  cône  n  ayant  pas  son  sommet 
sur  une  quadrique  du  faisceau. 

D'après  le  lemme  cité  plus  haut,  on  peut  supposer 
que  cette  racine  simple  soit  la  racine  nulle.  Le  cône 
correspondant  a  pour  équation 

(i)  f{x,y,z,t)  =  o. 

Les  coordonnées  3C^^j^^Z\y  t^  de  son  sommet  véri- 
fient les  égalités  (voir  l'article  de  M.  Carvallo) 

'x\  y\  z\  7.xxy\        izxxx 


etr 


fd^\         (à^\         (à^\         (à^\  (à^\ 

\àk)        \àM)         ydk")         UbV  \à^') 

"~   /^'\   "^   /^'\    ■"   /dA^\  /_^'\         /^'V 

\^/        \àc)        \dC')  \dC")        [ôD/ 


on  a 


[tLo^-^'^'^"""^"**'''^' 
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Si  la  racine  nulle  est  simple,  W  n'est  pas  nul  cl  le 
point  x<^iZ|ï|  n'est  pas  sur  la  surface  (S).  Mais  la  dé- 
monstration suppose  que  la  surface  (S')  est  un  véritable 
cône  (^)  :  il  faut  la  modifier  pour  le  cas  où  elle  serait 
un  c}^lindrc.  Dans  ce  cas,  soit 

X        y        z 

une  parallèle  à  Taxe  de  cylindre,  on  vérifie  aisément 
les  égalités 

ayf      _     y'i      __      z^      _  lOPxYx  _  '7.zxx^  _  'xyx Zj 


oa)      \5a7      \f)X"/      [ôH")      \dii')      \dn) 


/d\ 


Si  nous  appelons  alors  (f'{x^jj  z)  Tensemble  des 
termes  du  second  degré  en  x,  y,  z  de  la  fonction 
cp(a:,  y^  z^  f),  nous  aurons 

—  e'  =  <p'(a?,,7,,s,)• 
Cette  expression  n'est  donc  nulle  que  si  la  surface 
(S)  a  une  génératrice  (réelle  ou  imaginaire)  parallèle  à 
l'axe  du  cylindre  (S').  Ce  cas,  par  une  extension  de  lan- 
gage connue,  rentre  donc  dans  le  précédent  (^). 

Donc,  si  toutes  les  racines  de  l'équation  en  \  sont 


(')  On  se  contente,  en  général  {voir^  par  exemple,  le  Mémoire  de 
Painvin  et  la  Note  de  M.  Carvallo),  de  donner  les  théorèmes  rela- 
tifs aux  cônes  ou  aux  plans  se  coupant.  Il  m'a  paru  intéressant  de 
montrer  que  la  méthode  employée  s'applique  à  tous  les  cas,  sans 
faire  appel  aux  méthodes  de  transformation. 

(')  Pour  être  complet,  il  est  utile  de  remarquer  que  la  démonstra- 
tration  ci-dessus  tombe   elle-même   en  défaut  si  tous  les  mineurs, 

sauf  un,  par   exemple  -r^i  se  réduisent  à  zéro.   Mais,  dans  ce  cas, 

6'  devient  —  *  -tt  >  et  a—  o  exprime  précisément  que  le  cylindre  a 

ses  génératrices  parallèles  ù  une  direction  asymptotique  de  l'autre 
quadriquc. 
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simples,  rintersection  des  deux  quadrîques  présentera 
le  même  aspect  que  rintersection  (sans  point  double) 
de  deux  cônes  ou  cylindres  n'ayant  entre  eux  aucune 
relation  de  position  particulière. 

h.  Théorème  II.  — A  toute  racine  double  de  V équa- 
tion en  \  correspond  un  cône  ayant  son  sommet  sur 
toutes  les  quadriques  du  faisceau,  ou  un  cylindre  dont 
Vaxe  est  une  direction  asymptotique  commune  à  toutes 
les  quadrîques  du  faisceau,  (Nous  supposons  toujours, 
pour  le  moment,  les  cônes  indécomposables.) 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède. 

Deux  cas  peuvent  ici  se  présenter  :  i*'  Une  seule  ra* 
cine  est  double.  L'intersection  est  une  quartîque  à 
point  double  réel  ou  isolé  :  toutes  les  quadriques  ont 
un  même  plan  tangent  en  ce  point.  Zk°  Ily  a  deux  ra- 
cines doubles.  Il  leur  correspond  deux  cônes  ayant 
chacun  son  sommet  sur  toutes  les  surfaces  du  faisceau 
et  en  particulier  sur  l'autre  cône.  Les  deux  cônes  et,  par 
suite,  toutes  les  quadriques  ont  une  génératrice  com- 
mune; le  reste  de  Tintersection  est  une  cubique  gauche, 
coupant  la  génératrice  commune  en  deux  points  dis- 
tincts. 

c.  Théorème  III.  —  A  toute  racine  triple  de  Inéqua- 
tion en  \  correspond  un  cône  ayant  son  sommet  sur 
toutes  les  surfaces  du  faisceau  et  de  plus  le  plan  tan- 
gent à  toutes  ces  surfaces  en  ce  point  est  aussi  tangent 
au  cône. 

Il  sufGt,  pour  le  voir,  de  mettre  l'équation  du  cône 
sous  la  forme 

ce  qui  est  toujours  possible.  La  quantité  <ï>  de  Téqua- 
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lion  (5)  devient  alors 

B''(B*'7*»--'iA'Yï'), 

et,  comme  B''  ne  peut  être  nul  (cône  indécomposable), 
il  faut,  pour  acquérir  une  racine  triple,  annuler  le  second 
facteur,  ce  qui  exprime  précisément  la  condition  de 
l'énoncé. 

Dans  ce  cas,  toutes  les  quadriques  du  faisceau  ont 
encore  un  même  plan  tangent  en  un  point  P^  leur  inter- 
section est  une  courbe  du  quatrième  ordre  indécom- 
posable et  présentant  au  point  P  un  rebroussement. 

d.  Il  reste  à  examiner  la  singularité  introduite  par 
une  racine  quadruple. 

D'après  le  cas  précédent,  on  pourra  écrire  Téquation 
du  cône  S' 

et  prendre  le  plan  des  zy  tangent  à  la  surface  S.  L'équa- 
tion de  cette  dernière  devient  alors 

o(a?,  y,  Zj  t)  =  aa?*-l-  a\y^  -+■  «*-«*-»-  'ipyz 

-h  2p'^a?-h  2  ^"xy  -H  'i^x  =  o, 
et  l'équation  (5), 

Pour  qu'il  y  ait  une  racine  quadruple,  il  faut  et  il 

suffît  que 

a'Y«A"rro 

et,  comme  A''  ^  o,  que  y  =  o  ou  a'=  o. 

Si  Y  =  o,  les  deux  surfaces  sont  des  cônes  de  même 
sommet,  comme  toutes  les  surfaces  du  faisceau  :  l'équa- 
tion (5)  est  indéterminée  ;  ce  n^cst  pas  le  cas  actuel. 

Si  a'=  o,  la  surface  S  contient  l'axe  des^  :  les  sur- 
faces du  faisceau  ont  toutes  une  génératrice  commune. 
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et   le  reste  de   Vintersection  est  une  cubique  gauche 
tangente  à  la  génératrice  commune.  Le  point  de  con- 
tact est  le  sommet  du  cône  quadruple.  Les  quadriques 
ont  en  ce  point  un  mêine  plan  tangept. 

IL 

A()^)  EST  NUL,  AIJVSI  QUE  TOUS  SES  MINEURS  DU  PREMIER 
ORDRE,  MAIS  UN  MINEUR  AU  MOINS  DU  SECOND  ORDRE 
EST    DIFFÉRENT    DE    ZÉRO. 

Le  cône  qui  correspond  à  cette  valeur  de  \  se  réduit  à 
un  système  de  deux  plans  distincts.  Nous  supposerons, 
comme  précédemment,  que  ce  cône  soit  la  surface  S'  et, 
par  suite,  que  la  racine  X,  qui  annule  A(X)  et  ses  pre- 
miers mineurs,  soit  zéro.  A'  et  0',  qui  est  une  fonction 
linéaire  des  premiers  mineurs  de  A',  sont  nulles. 

L'équation  (5)  devient  alors 

a.  Ainsi  la  racine  nulle  est  double  lorsque  le  cône 
correspondant  est  un  système  de  deux  plans  distincts. 

Si  Ton  suppose  les  deux  plans  distincts  se  coupant, 
on  peut  les  prendre  pour  plans  des  xj  et  des  jz  et  4> 
a  pour  valeur  y'2 — a'S^  si  les  deux  plans  sont  paral- 
lèles, on  peut  prendre  pour  leurs  équations  z  =  o  et 
z  —  A,  et  la  fonction  4»  a  pour  valeur  h^  (  jâ''*  —  aa').  Par 
conséquent,  rintersection  des  deux  plans  qui  consti- 
tuent le  cône  dégénéré  coupe  la  surface  (S)  et,  par 
suite,  toutes  les  surfaces  du  faisceau  en  deux  points 
distincts. 

Cela  posé,  nous  avons  trois  cas  à  distinguer  : 

1°  Les  deux  racines  non  nulles  de  l'équation  en  \ 
sont  distinctes.  11  leur  correspond  deux  cônes  n*ayant 
pas  leurs  sommets  sur  Tintersection  :  cette  dernière  se 
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compose  donc  de  deux  courbes  planes  non  (^vanouis- 
sanlcs  et  ne  se  touchant  pas.  Les  quadriques  sont  hitan- 
génies. 

'1^  Les  deux  racines  non  nulles  sont  égales  entre  elles, 
mais  n'annulent  pas  les  premiers  mineurs  de  A(X). 

Le  cône  double  qui  leur  correspond  est  un  cône 
eflectif  ayant  son  sommet  sur  Tintersection  :  celle-ci  doit 
donc  être  composée  de  deux  courbes  planes  dont  une 
passera  au  sommet  du  cône,  c'est-à-dire  sera  un  système 
de  deux  droites.  Les  quadriques  se  touchent  en  trois 
points. 

3°  Les  deux  racines  non  nulles  sont  égales  entre  elles 
et  annulent  les  premiers  mineurs  de  A(X). 

Il  leur  correspond  un  système  de  deux  plans  distincts. 
L^interseclion,  devant  être  dans  quatre  plans  difFérents, 
ne  peut  se  composer  que  de  droites.  C'est  un  quadrila- 
tère gauche.  Les  quadriques  se  touchent  en  quatre 
points  qui  sont  les  quatre  sommets  du  quadrilatère. 

h.  Supposons  maintenant  la  fonction  O  nulle.  La  ra- 
cine nulle  de  Téquation  en  A  devient  triple.  L intersec- 
tion des  deux  plans  distincts  est  tangente  à  la  surface. 

La  racine  qui  reste  correspond  nécessairement  à  un 
cône  véritable  qui  n'a  pas  son  sommet  sur  riiitersec- 
tion.  Il  est  coupé  par  les  deux  plans  suivant  deux  co- 
niques, tangentes  entre  elles,  qui  constituent  Tintersec- 
tion  des  deux  quadriques.  Ces  deux  surfaces  ont  un 
plan  tangent  commun  au  point  de  contact  des  deux  co- 
niques. 

c.  La  racine  qui  annule  A  (A)  et  ses  premiers  mi- 
neurs est  quadruple,  ©  =  o. 

Je  prendrai  pour  plan  de  coordonnées  les  deux  plans 
qui  composent  la  surface  (S'),  pour  axe  des  y  leur  in- 
tersection, pour  origine  le  point  où  les  deux  coniques 
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se   touchent  {vois'  le  paragraphe  précédent),  point  où 

toutes  les  quadriques  du  faisceau  ont  un  même  plan 

tangent  qui  passe  évidemment  par  Oy.  Alors  Téquation 

de  (S')  devient 

iB'zx  =  o, 

et^  dans  1  équation  de  la  surface  (S),  8  =  0;  4>  =  o 
donne  y=  o;  S  devient  égal  à  Woi'ff^ 

D'où  trois  cas  à  considérer  : 

1°  a  =  o,  —  Le  plan  desj^  est  sur  les  deux  surfaces. 
Toutes  les  quadriques  du  faisceau  se  raccordent  suivant 
Oy  et  ont  de  plus  en  commun  deux  génératrices  de 
l'autre  système.  Le  cône  quadruple  se  compose  de  deux 
plans  passant  Tun  par  0/  et  par  une  génératrice  com- 
mune, l'autre  par  Oy  et  par  l'autre  génératrice  com- 
mune. 

a°  Y  =  o.  —  Le  plan  des  xy^  qui  compose  une  partie 
du  cône  (S'),  est  tangent  à  la  surface  (S).  L^ntersection 
se  compose  alors  d'une  véritable  conique  et  de  deux 
droites  qui  se  coupent  sur  cette  conique  :  le  plan  de  ces 
deux  droites  est  tangent  à  la  conique. 

3°  Y^=  o.  C'est  le  même  cas  que  le  précédent. 

III. 

TOUS  LES   MINEURS   DU  SECOND  ORDRE   DE  A(X)    SONT   NULS, 
MAIS   UN   ÉLÉMENT  AU  MOINS  EST  DIFFÉRENT  DE  ZÉRO. 

L^équation  (5)  se  réduit  à 

AX*-eX3=o. 

Donc  la  racine  nulle  est  tri  pie ,  lorsque  le  cône  cor- 
respondant  se  compose  de  deux  plans  confondus. 

a.  0  n'est  pas  nuL  A   la  racine  non   nulle  corres- 
pond un  cône  véritable  n'ayant  pas  son  sommet  sur  la 
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surface.  Les  quadriques  sont  inscrîles  dans  un  cône  le 
long  d'une  même  conique. 

'  Si  la  conique  est  véritable,  on  ne  peut  pas  avoir, 
dans  le  cas  actuel,  de  racine  quadruple  :  car,  en  prenant 
le  plan  de  celte  conique  pour  plau  des  xj^  une  tangente 
à  la  conique  pour  axe  des  jy  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face (S)  pour  plan  des  zy^  entin  Taxe  des  z  conjugué  de 
celui  des  j"  dans  le  plau  tanf;ent,  Téquation  (5)  devient 

A  n'est  pas  nul;  a'  ne  peut  l'être  sans  qu'il  y  ait  une 
indétermination  complète. 

b.  Supposons  alors  la  conique,  située  dans  le  plan 
double,  évanouissante.  ©  =  o  et  l'équation  se  réduit  â 

aX'*=  0. 

11  y  a  toujours  une  racine  quadruple  :  ce  cas  est 
donc  séparé  du  précédent.  Les  deux  quadriques  se  rac- 
cordent le  long  de  deux  droites  concourantes. 

IV. 

TOUS   LES   ÉLÉMENTS  DE  A(X)  SONT  NULS  (pOUR  LA  VALEUR 

DE  \  considérée). 

Les  deux  quadriques  coïncident.  La  racine  de  l'équa- 
tion en  \  est  quadruple. 

V. 

l'équation   en  X  EST  UNE  IDENTITÉ. 

Toutes  les  quadriques  du  faisceau  sont  des  cônes  ou 
des  systèmes  de  plans.  Nous  pouvons  éliminer  en  bloc 
les  cas  de  cônes  ayant  un  sommet  commun  à  distance 
finie  ou  infinie,  ces  cônes  pouvant  d'ailleurs  dégénérer 
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en  plans  :  car  toutes  les  variétés  possibles  se  rencontre- 
ront en  joignant  par  des  droites  tous  les  points  d'une 
des  variétés  de  coniques  à  un  point  situé  hors  du  plan 
de  la  conique. 

Supposons  donc  le  cône  (S')  non  décomposable  :  son 
sommet  sera  sur  l'autre  cône  qui,  réciproquement,  aura 
son  sommet  sur  le  premier  (s'il  ne  se  décompose  pas). 
Cela  résulte  du  théorème  I.  Enfin  le  second  théorème 
nous  apprend  que  le  premier  cône  aura  un  plan  tangent 
commun  avec  le  second.  Les  deux  cônes  se  touchent 
donc  le  long  d'une  génératrice  :  le  reste  de  Tintersection 
est  une  conique.  Si  Ton  observe  que  le  faisceau  de  cônes 
comprend  le  cône  composé  du  plan  tangent  commun  et 
du  plan  de  la  conique  commune,  plan  qui,  exception- 
nellement, peut  se  confondre  avec  le  plan  tangent,  si 
l'on  admet  aussi  que  le  second  cône  peut  dégénérer  en 
deux  plans,  on  aura  toutes  les  variétés  que  comporte  ce 
cas. 

La  discussion  de  ce  cas  se  ferait  suivant  les  mêmes 
principes  que  précédemment.  Ainsi,  A  et  A'  étant  nuls, 
les  deux  surfaces  S  et  S'  seraient  des  cônes  véritables, 
des  cylindres,  des  systèmes  de  plans  ou  des  plans  con- 
fondus. Dans  chacun  de  ces  cas  les  coefficients  0,  0',  <^ 
seraient  nuls  soit  parce  que  les  mineurs  d'un  certain 
ordre  de  A  ou  de  A'  seraient  nuls,  soit  par  suite  des  po- 
sitions mutuelles  des  deux  cônes.  Ce  qui  a  été  dit  dans 
les  paragraphes  précédents  suflSt  pour  guider  dans  la 
discussion  actuelle,  et  nous  nous  bornerons  à  renvoyer 
le  lecteur  pour  le  résumé  des  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter au  Mémoire  de  Pain  vin  (Nou^f  elles  annales, 
p.  2i3  et  ai4;  1869).  Il  conviendra  cependant  d'ajou- 
ter à  rénumération  détaillée  de  Painvin  le  cas  de  deux 
quadriques  composées  l'une  d'un  plan  P  et  d'un  plan  Q, 
l'autre  du  même  plan  P  et  d'un  autre  plan  Q'  :  Painvin 


' 


<7«) 

ayant  cru,  avec  raison  d'ailleurs,  devoir  signaler  à  part 
les  cônes  de  même  sommet,  les  cylindres  parallèles,  etc., 
il  m'a  semblé  utile  de  signaler  un  cas  intéressant  où 
toutes  les  quadriques  du  faisceau  sont  des  systèmes  de 
plans.  Il  y  en  a  encore  d'autres  que  les  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales  découvriront,  comme  je  l'ai  indi- 
qué plus  haut,  en  annulant,  non  seulement  A  ou  A', 
mais  encore  leurs  mineurs. 

a.  A  et  A'  sont  nuls  sans  que  leurs  premiers  mineurs 
soient  nuls.  Ce  sont  de  véritables  cônes  (ou  cylindres),  et 
l'on  peut  appliquer  les  théorèmes  de  Parti cle  premier  : 
ils  ont  chacun  leur  sommet  sur  la  surface  de  l'autre,  et 
un  plan  tangent  au  premier  cône  en  son  sommet  est 
aussi  tangent  à  l'autre  (^  =  o).  Les  deux  cônes  sont 
donc  tangents  tout  le  long  d'une  génératrice;  le  reste 
de  l'intersection  est  une  courbe  plane.  Il  peut  aussi  ar- 
river ici  que  les  deux  cônes  aient  même  sommet. 

b.  A'  est  nul  sans  que  ses  premiers  mineurs  le  soient; 
A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  du  premier  ordre.  La 
surface  (S')  est  un  véritable  cône;  (S)  est  un  système 
de  deux  plans  distincts.  Les  théorèmes  de  Tarticle  l  s'ap- 
pliquent toujours  :  le  cône  (S')  a  son  sommet  sur  la  sur- 
face (S)  et  un  des  deux  plans  qui  composent  la  surface 
(S)  touche  le  cône  (S').  C'est  au  point  de  vue  du  fais- 
ceau de  cônes  le  même  cas  que  le  précédent. 

c.  A'  est  nul  sans  que  ses  premiers  mineurs  le  soient; 
A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs  du  premier  et  du  second 
ordre.  (S)  est  un  plan  double  qui  passe  par  le  sommet 
du  premier  cône.  C'est  encore  un  cas  particulier  (cônes 
tangents  entre  eux  le  long  de  deux  génératrices). 

Il  n'y  a  plus  à  associer  que  des  couples  de  plans. 
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OBSERVATIONS  SUR  UN  MÉMOIRE  DE  M.  HENRI  POINCARÉ, 
PUBLIÉ  EN  1887,  DANS  LES  «  AGTA  MATHEMATICA  »  DE 
STOCKHOLM,  ET  RELATIF  AUX  RÉSIDUS  DES  INTÉGRALES 
DOUBLES; 

Par  m.  Maximiuen  MARIE. 


Je  n'ai  eu  que  par  hasard  connaissance  de  ce  Mé- 
moire, où  cependant  je  suis  pris  à  partie.  Il  m'a  été 
communiqué,  le  i®""  février  1890,  par  uu  professeur  de 
Mathématiques  spéciales,  à  l'occasion  de  mes  confé- 
rences. 

J'ai  lu  ce  Mémoire  avec  d'autant  plus  d'intérêt  que 

j'avais  moi-même  traité  la  question  près  de  quinze  ans 

auparavant  (^Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  1874, 

et  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires^ 

1875  et  1876). 

Je  me  trouve  en  accord  à  peu  près  complet  avec 
M.  Poincaré  relativement  à  une  partie  de  son  Mémoire 
et  en  désaccord  absolu  relativement  à  l'autre  partie. 

Les  deux  Parties  dans  lesquelles  je  divise  le  Mémoire 
de  M.  Poincaré  traitent  de  questions  différentes. 

Dans  la  première  Partie,  M.  Poincaré  se  propose  de 
déterminer  les  résidus  d'une  intégrale  double  de  la 
forme 

P(X,Y) 


// 


Q(X,Y)R(X,Y) 


axay, 


où  P,  Q  et  R  désignent  des  fonctions  entières,  et  il 
donne,  sans  démonstration ,  pour  représenter  ces  ré- 
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sidus,  les  deux  intégrales  simples 


t)x 


et 

y) 


dXf 


OÙ  o:  et  ^  doivent  successivement  satisfaire  aux  équa- 
tions 

Q(^»r)=o        et        R(a?,7)  =  o. 

Je  retrouve  ces  formules  comme  applications  imuié- 
diates  de  la  règle  que  j'avais  donnée  en  1 874  pour  former 

les   résidus  de  la  cubatrîce  /  /  dX  d\  d'une  surface 

F(X,Y,Z):r.O, 

dans  le  parcours  d*une  courbe 

/(X,Y)-o 

le  long  de  laquelle  Z  serait  infini.  Mais  ma  démonstra- 
tion ne  suppose  rien  relativement  aux  fonctions  P,  Q, 
R,  qui  peuvent  être  irrationnelles,  transcendantes,  ou 
même  définies  implicitement.  D*un  autre  côté,  M.  Poin- 
caré  ne  dit  pas  entre  quelles  limites  il  faudrait  prendre 
respectivement  les  intégrales  J  et  3'  pour  obtenir  les  ré- 
sidus de  Tintégrale  double. 

M.  Poincaré  recherche  ensuite  les  périodes  des  inté- 
tégrales  J  et  J'.  Ces  périodes  se  rapportent  soit  aux  con- 
tours fermés  que  présenteraient  les  lieux  Q  =  o,  R  =  o  ; 
soit  aux  points  doubles  des  courbes  Q  r=  o,  R  =  o  et 
QR  =  0. 

Rien  à  dire  des  premières. 
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Quant  aux  autres,  M.  Poincaré  les  exprime  de  la  ma- 
nière suivante  : 


«<".')\/(a)'-ss 


et 


P(a',  b') 


Q('^'' *  V(^-?^' 


d^K  d^K 


da'^  db'^ 


seraient  respectivement  les  périodes  de  Jet  de  J',  relatives 
aux  points  doubles  (a,  i)  de  Q  =  o  et  («',  i')  deR  =  05 
et  les  valeurs  de 


seraient  les  périodes  communes  à  J  et  à  J',  relatives  aux 
points  de  rencontre  (a'',  b")  des  deux  courbes  Q  =  o  et 
R  =  o. 

M.  Poincaré  ne  donne  non  plus  aucune  démonstration 
de  ces  formules;  mais  je  les  retrouve  immédiatement 
par  application  de  la  règle  que  j'avais  donnée  en  1874 
pour  le  calcul  des  résidus  relatifs  aux  points  doubles. 

Sauf  quelques  points  de  détail,  l'accord  entre  M.  Poin- 
caré et  moi  est  donc  à  peu  près  complet  jusqu'ici.  Je 
signalerai  cependant  ce  fait  que  M.  Poincaré  a  omis  les 
résidus  qui  se  rapporteraient  aux  points  multiples  d'or- 
dres supérieurs. 

Mais  M.  Poincaré  croit  établir,  dans  la  seconde  Partie 
de  son  Mémoire,  cette  proposition  entièrement  neuve  et 
qui  aurait  une  portée  incalculable  :  que  les  périodes  de 

l' intégrale  double  1  1  r^-^  âH  dY  seraient  exactement 

celles  des  deux  intégrales  J  et  J'  cumulées. 
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Il  est  facile  de  démontrer,  par  un  exemple,  l'inexac- 
titude de  cette  proposition. 
Je  prends  ri utégrale  double 

r  r/(X,Y)(MiX-4-NiY)-H/,(X,Y)(MX-+-NY) 
Jj  (MX-hNY)(M,X-HN,Y)  ' 

où  y(X,  Y)  et  yi  (Xj  Y)  sont  deux  polynômes  quel- 
conques du  second  degré;  cette  intégrale  double  est  la 
cubatrice  de  la  surface 

^^    /(X,Y)      ^      /,(X,Y) 


MX-hNY       MiX-hNiY 

et  elle  est  la  somme  des  cubatrices  des  deux  surfaces 

_     /(X,Y)  /'i(X,Y) 

MX+NY         •  MiX-hN,Y' 

qui  sont  deux  hyperboloïdes  (sauf  les  cas  particuliers). 
Chacune  des  deux  intégrales 

a  donc  une  période  et  ces  deux  périodes  appartiennent 
à  leur  somme. 

Or  les  intégrales  J  et  J'  relatives  aux  lignes 

MX-hNY  =  o        et        M,X4-NiY=o, 

calculées  par  la  formule  de  M.  Poincaré,  sont  respective- 
ment 


J=2TC/— I     J      ^ 


(8,  ) 

et  elles  n'admettent  pas  de  périodes,  puisqu'elles  sont 
algébriques. 

La  fin  du  Mémoire  de  M.  Poîncaré  passe  mon  enten- 
dement. J'y  trouve,  page  354  des  Acta  : 

((  Nous  avons  vu  que  l'intégrale  double  /  /  ^  ^  ^ 
est  égale  à  l'intégrale  simple  abélienne  J=  aiir   /  -~ 

relative  à  la  courbe  algébrique  Q  =  a.  » 

Je  ne  comprends  pas  comment  une  intégrale  double, 
dont  la  valeur  numérique  dépend  d'un  contour,  pourrait 
être  égale  à  une  intégrale  simple,  dont  la  valeur  numé- 
rique dépend  seulement  des  valeurs  extrêmes  d'une  seule 
variable. 

Je  sais  bien,  par  ce  qui  précède  dans  son  Mémoire, 
que  M.  Poincaré  croit,  à  tort  du  reste,  que  les  deux  in- 
tégrales, dont  il  s'agit  ici,  ont  les  mêmes  périodes.  Mais 
quand  même  il  en  serait  ainsi! 

Deux  intégrales,  même  de  même  espèce,  c'est-à-dire 
toutes  les  deux  simples  ou  toutes  les  deux  doubles,  se- 
raient-elles donc  égales  par  cela  seulement  qu'elles  au- 
raient les  mêmes  périodes? 

Est-ce  que  les  quadratrices  d'une  même  courbe  placée 
successivement  de  diiTérentes  manières  dans  le  plan  de 
deux  axes  fixes  sont  égales?  Est-ce  que  les  cubatrices 
d'une  même  surface,  placée  successivement  de  différentes 
manières,  dans  l'espace,  par.  rapport  à  trois  axes  fixes, 
sont  égales?  Et  cependant  la  permanence  des  périodes, 
dans  les  deux  cas,  a  été  démontrée  par  moi,  en  i853, 
ainsi  que  le  constate  le  Rapport  de  MM.  Cauchy  et 
Sturm,  présenté  à  l'Académie  en  i854. 

Au  reste,  un  exemple  simple  sufiira  pour  montrer  que 
l'hypothèse  de  M.  Poincaré  est  inexacte. 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Février  1891.)  6 
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Je  prends  l'Intégrale  double 


=// 


dxdy 


qui  est  la  cubatrice,  transcendante,  d'un  hyperboloïde : 
Tintégrale  simple  correspondante,  J,  est  alors 

3  =  lÎTz  I  (Aa7«-f-Baar-+-Ga«-h2Da7-*-aEa-4-F)da?; 

elle  est  algébrique  :  est-ce  que 

I  =  J? 

Quant  aux  conséquences  où  ces  prémisses  mènent 
M.  Poincaré,  je  ne  les  discuterai  pas,  parce  que  je  n'en 
saisis  pas  toujours  les  énoncés  et  qu'une  telle  discus- 
sion m'entraînerait  dans  des  détails  qui  ne  sauraient 
avoir  place  ici. 


SUR  l]\E  COURBE  DÉFIME  PAR  L4  LOI  DE  SA  RECTIFICATION; 

Par  m.  m.  d'OGAGNE, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  Quand  on  observe  le  petit  nombre  des  courbes 
classiques  dont  Tare  est  exprimable  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires,  voire  des  fonctions  elliptiques,  ou 
même,  en  général,  le  peu  de  simplicité  de  cette  expres- 
sion quand  elle  est  possible,  on  est  tenté  de  rechercher 
quelles  sont  les  courbes  qui  présentent  les  lois  de  recti- 
fication les  plus  simples. 

Une  idée  qui  se  présente  tout  naturellement,  pour 
préciser  la  question,  consiste  à  faire  correspondre  à 
chaque  point  de  la  courbe  un  point  d'une  droite,  sui- 
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vant  une  loi   géométrique  simple,  et  à  déterminer  la 
courbe  par  la  condition  que  l'arc  compris  entre  deux 
points   de  cette  courbe  soit  égal  au  segment  compris 
entre  les  points  correspondants  de  la  droite. 

C'est  cette  idée  qui  a  déjà  donné  naissance  à  nos  re- 
cherches sur  les  courbes  que  nous  avons  appelées  iso- 
métriques de  droites  (^  ). 

La  loi  de  correspondance  la  plus  simple  consiste  à 
placer  les  points  correspondants  sur  des  droites  con- 
courantes. C'est  à  ce  cas  que  sont  consacrés  le  n°  5  de 
notre  première  Note  (^)  et  la  seconde  tout  entière. 

2.  Nous  allons  ici  examiner  un  nouveau  cas  qui 
présente  l'intérêt  de  pouvoir  être  traité  géométrique- 
ment. 

Etablissons  entre  les  points  de  la  courbe  cherchée  et 
les  points  de  la  droite  que  nous  nous  donnons  le  mode 
de  correspondance  ainsi  défini  :  La  distance  entre  les 
points  correspondants  est  constante. 

Soient  B  un  point  pris  sur  la  courbe  cherchée,  A  le 
point  correspondant  de  la  droite  d  donnée  :  AB  étant  de 
longueur  constante,  si  la  normale  en  B  à  la  courbe  c 
coupe  au  point  N  la  perpendiculaire  élevée  en  A  à  la 
droite  d,  N  est  le  centre  instantané  de  rotation  de  AB 
et  on  a  le  point  P  où  AB  touche  son  enveloppe  en  abais- 
sant de  N  la  perpendiculaire  NP  sur  AB.  Or,  si  rf(B )  et 
d(A)  sont  les  difTérentielles  des   arcs  décrits  par  les 

points  B  et  A,  on  a 

d(B)  _  NB, 


(')  Bulletin   de   la  Société    mathématique,   t.    XIII,   p.  71,   et 
t.  XVII,  p.  171. 
(»)  A  l'endroit  cité,  pour  les  expressions  (7),  (8)  et  (9)  dey,  on 

doit,  dans  le  second  terme  de  la  parenthèse,  remplacer  x  par  -• 
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et  puisque,  par  hypothèse,  ces  arcs  doivent  être  égaux, 

on  a 

NB  =  NA. 

Le  triangle  NBA  étant  isoscèle,  le  point  P  est  le  mi- 
lieu de  AB  et  PA  est  constant.  Il  s'ensuit  que  l'enve- 
loppe de  AB  ou  le  lieu  de  P  est  une  tractrice  t  ayant  la 
droite  d  pour  asymptote.  La  courbe  cherchée,  qui  est  le 
lieu  du  point  B,  s'obtient  donc  ainsi  :  Prendre,  sw 
chaque  tangente  à  une  tractrice,  le  symétrique,  par 
rapport  au  point  de  contact,  du  point  oii  cette  tan- 
gente coupe  l'asymptote  de  la  courbe. 

La  courbe  ainsi  obtenue  appartient  à  la  catégorie  de 
celles  que  M.  Sylvester  appelle  syntractrices  (*). 

Le  problème  se  trouve  ainsi  résolu.  Remarquons  en 
passant  que  notre  courbe  est  celle  qu'on  doit  faire  décrire 
à  l'extrémité  d'une  bielle,  dont  l'autre  extrémité  est  arti- 
culée à  une  tige  animée  d'un  mouvement  rectiligne, 
pour  qu'à  chaque  instant  les  deux  extrémités  de  la  bielle 
aient  même  vitesse,  en  grandeur. 

3.  Cette  courbe  peut  encore  se  déduire  de  la  trac- 
trice, eu  ne  faisant  intervenir  que  les  points  de  celle-ci 
et  non  ses  tangentes. 

A  cet  effet,  O  étant  un  point  fixe  quelconque  de  la 
droite  <i,  prenons  le  symétrique  Q  de  O  par  rapport  à  P, 
puis  le  symétrique  C  de  Q  par  rapport  à  B.  Puisque 
OQ  =  2OP,  le  lieu  du  point  Q  est  homothétique  à  celui 
du  point  P  par  rapport  au  point  O  5  c'est  donc  une  trac- 
trice 9.  D'ailleurs,  le  point  P  étant  à  la  fois  le  milieu  de 
AB  et  le  milieu  de  OQ,  QB  est  parallèle  et  égal  à  OA, 
et  il  en  est  de  même  de  BC.  Par  suite,  OC  =  AB  et  le 

(*)  Salmon,  Courbes  planes  y  traduction  Chemin,  p.  4o5. 
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lieu  du  point  C  est  un  cercle  y  de  centre  O  et  de  rayon 
égal  à  AB. 

Ainsi,  la  courbe  cherchée  c  est  le  lieu  du  milieu d^ un 
segment  de  droite  parallèle  à  V asymptote  d*une  trac- 
trice  8,  et  dont  les  extrémités  s'appuient  d'une  part 
sur  cette  trac  trice,  de  l^  autre  sur  un  cercle  y  ayant 
son  centre  sur  l'asymptote  et  un  rayon  égal  à  la  tan- 
gente constante  de  la  tr actrice. 

On  doit  associer  les  points  du  cercle  y  et  de  la  trac- 
trîce  0  de  façon  qu'aux  extrémités  du  segment  de  droite 
QC  les  convexités  des  deux  courbes  soient  de  même 
sens. 

On  peut  dire  plus  simplement  que  la  courbe  cher- 
chée est  la  courbe  moyenne  (  ^  )  de  la  tract rice  8  et  du 
cercle  y  relativement  à  la  direction  de  l'asymptote  de 
la  tr  actrice. 

4.  Ce  mode  de  génération  résulte  immédiatement 
d'un  théorème  général  obtenu  dans  notre  première 
Note  sur  les  isométriques  de  droite  (2). 

En  effet,  si  du  point  A  comme  centre  on  décrit  avec 
AB  pour  rayon  un  cercle  qui  coupe  la  droite  rf  en  B^ , 
Tare  BB'  de  la  courbe  étant,  par  hypothèse,  égal  au 
segment  de  droite  AA^  l'est  aussi  au  segment  B4  B'^.  Par 
suite,  la  courbe  cherchée  est  isométrique  de  la  droite  d 
par  rapport  au  système  formé  par  les  cercles  de  rayon 
ABj  c'est-à-dire  par  les  positions  successives  du  cercle 
ci-dessus  désigné  par  y  lorsque  son  centre  décrit  la 
droite  d. 

Donc,  en  vertu  du  théorème  général  auquel  nous  ve- 
nons de  faire  allusion,  on  aura  la  courbe  cherchée  en 


C)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIII,  p.  74- 
(')  Ibid.,  p.  73  et  74. 
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prenant  la  courbe  moyenne  du  cercle  y  et  d'une  quel- 
conque des  irajecloîres  orthogonales  du  système  qui 
vient  d'être  défini,  c'est-à-dîre  de  la  tractrîce  0. 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  énoncé  au  numéro 
précédent. 

o.  Voici  encore  quelques  propriétés  géométriques  de 
la  courbe  qui  nous  occupe. 

La  détermination  de  son  centre  de  courbure  résulte 
d'un  théorème  que  nous  avons  fait  connaître  dernière- 
ment (^)  et  que  nous  rappelons  ici  : 

Si  en  chaque  point  P  d'une  courbe  quelconque  on 
porte  sur  la  tan  fiente,  de  part  et  d  ^  autre  du  point  P, 
des  longueurs  égales  et  constantes  PA  et  PB,  les  cen- 
tres de  courbure  des  lieux  décrits  par  les  points  A  ef  B 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point  P. 

L'application  de  ce  théorème  au  cas  qui  nous  occupe 
montre  que  le  centre  de  courbure  Q  répondant  au 
point  B  est  le  milieu  de  la  distance  du  point  B  au 
centre  de  courbure  correspondant  N  de  la  tractrice  9. 

6.  Occupons-nous  maintenant  de  l'aire  de  la  courbe. 
Prenons,  à  cet  effet,  pour  centre  O  du  cercle  y  le  point 
où  la  tangente  au  point  de  rebroussement  R  de  la  trac- 
trice 8  rencontre  l'asymptote  d  de  cette  courbe. 

Puisque  le  milieu  du  segment  QC  parallèle  à  d  se 
trouve  sur  la  courbe  c,  le  double  de  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  c,  la  droite  OR  et  la  droite  QC  est  égal 
à  l'excès  du  demi-segment  de  cercle  RKC  sur  l'aire 
comprise  entre  les  mêmes  droites  et  la  tractrice  6.  On  a 


.(')  Association  française  pour  V avancement  des  Sciences^  1889. 
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donc 

2  aireRKB  =  aireRKG  -  aireRKQ 

=  aireRKG  — (aire RO^Q  — aire  KO grQ). 

Mais  nous  avons  fait  voir  (*)  que 

aireRO^Q  =  aireRKG. 
Il  vient  donc 

2  aire  RKG  =  aire  KO  çr  Q. 

Or,  si  M  est  le  milieu  de  KG,  on  a 

2  2  2  2 

Par  suite, 

2  aire  M  mô  B  =  aireKO^/Q, 
et 

aireRKB  =  aireMmôB. 

Lorsque  le  point  K  est  au-dessous  du  point  D  de  la 
courbe  c,  le  rectangle  MmbB  représente  la  difiérence 
comprise  entre  la  demi-boucle  RD  et  le  triangle  mixti- 
ligne  formé  par  les  droites  OR  et  QC  et  la  courbe  c. 
Cette  différence  tend  vers  zéro  lorsque  QG  tend  vers 
l'asymptote.  En  d'autres  termes,  l'aire  comprise  dans 
la  boucle  de  la  courbe  c  est  égale  à  l'aire  comprise 
entre  cette  courbe'et  son  asymptote. 

7.  Soient  AB  et  A'B'  deux  positions  infiniment  voi- 
sines de  AB,  se  rencontrant  en  P.  Elles  coupent  la 
courbe  c  respectivement  en  M  et  en  M'.  Appelons  (x  Taire 
comprise  entre  AB  et  la  concavité  de  la  courbe  c,  (t< 
l'aire  comprise  entre  AB,  la  convexité  de  la  courbe  c 


(')  Nouvelles  Annales  de  MatfiématiqueSy  i884,  P-  ^^4>  et  bro- 
chure Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  (\S. 
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el  la  deuxième  par  irois  autres  points  M,,  N,,  P,. 
D'après  le  théorème  établi  au  n"  VI,  Chapitre  II,  nous 
pouvons  construire  un  cercle  O  passant  par  les  points 
réels  ou  imaginaires  E,  F,  où  la  première  conique  ren- 
contre le  diamètre  commun,  et  de  même  un  cercle  O, 
passant  par  les  points  G,  H,  où  la  seconde  rencontre  le 
même  diamètre. 

Si  A,  B,  C,  D  sont  ces  points  inconnus,  la  question 
se  ramène  à  déterminer  les  cordes  communes  AB,  CD, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  Rlet  S  où  elles 
rencontrent  EF. 

Menons  par  les  points  M  et  M|  les  parallèles  à  AB, 
MK,  M,  K, ,  coupant  EF  en  K  et  K,  ;  désignons  par  P 
ut  p  les  puissances  des  points  R  et  K  par  rapport  au 
cercle  O,  et  par  P|  et  p,  les  puissances  des  points  R  et 
K|  par  rapport  au  cercle  O,  ;  nous  aurons,  d'après  le 
théorème  de  Newton, 


d'où,  divisant  membre  à  membre, 


Le  rapport 
aux  cercles  O 
le  point  R  et 
se  trouvent  su 
les  cercles  O  e 
on  l'a  fait  au 
solue. 

Considéron 


i  «'1  ; 

^  AB,  qu'il  •iîfiM;  «»  j/anii-»  /^ty»!'»  './//ï-  'i  v  ^"f/if" 

iï=î«;  de  wuMJ-uJ»«  J>-  yjiiiy  *-,  vV  Jy  '-','«*■(,'  '■'i^'y  U 
.zti^rr^.  car  ii  ^^■.  U:  ■'^u'^ t  -i-  J  rM-v:«'..'/«  ^/ '/>.-.;-/. 
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au  diamètre,  nous  aurons 


2  2 

AR         MK 


ER         £K 


et,  d'après  le  théorème  de  Newton  lui-même. 


-2  __-:5 


AR         _        MiK^        _MiKi 
RilxHG  "  ktll  xKiG  pi     ' 

si  /;«    est  la   puissance  du   point  K^    par   rapport  au 
cercle  0<. 

Divisant  membre  à  membre, 

RIT  X  RG  _   Sî K^         p^  __ 

Eu  "  .,  r'^  ^  KK  "~  ^' 

Ml  kj 

a  étant  une  longueur  qu'on  peut  construire. 

D'après  cela,  le  point  R  et  le  point  S,  sur  lequel  on 
peut  répéter  le  même  calcul,  appartiennent  au  lieu  des 
points  dont  la  puissance  par  rapport  au  cercle  O4  et  la 
distance  à  une  droite  quelconque  passant  par  E  (perpen- 
diculaire à  EZ,  si  Ton  veut),  comptée  parallèlement  à 
EZ,  sont  dans  le  rapport  a\  ce  lieu,  qu'on  a  déterminé 
d'après  le  théorème  II,  Chapitre  II,  n"  I,  est  un  cercle, 
qui  peut  être  construit  et  dont  l'intersection  avec  EZ 
donne  la  solution  de  la  question. 

Enfin  les  deux  coniques  peuvent  être  deux  paraboles 
ayant  un  diamètre  commun. 

Supposons  que  ce  diamètre  soit  EZ,  divisant  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à  AB  (Jlg-  66)\  admettons  du 
reste  que  nous  connaissions  des  éléments  en  nombre 
suflSsant  pour  déterminer  ces  deux  courbes;  nous  pou- 
vons supposer  connus  les  points  E,  E|,  où  elles  rencon- 


(93) 
trent  EZ,  et  les  ordonnées  parallèles  h  AB  d'un  point 
de  chacune  d'elles,  soient  MK,  M<K,.  D'après  ce  que 

Fi  g.  66. 


nous  avons  vu  au  n**  I  du  présent  Chapitre,  nous  aurons 
les  égalités 


2 


AR  .       MK  AR         MiK. 

.    ::^z    et  =    - ■ 

KK  KË  Kj  R        Ej  Kl 

Divisant  membre  à  membre, 


EiR  _   MK  El  Kl 

Le  second  membre  est  connu,  on  en  déduit  la  position 
du  point  R,  connaissant  le  rapport  de  ses  distances  aux 
points  E  et  E^  ;  la  seconde  sécante  commune  passe  à  Tin- 
fini,  la  question  est  complètement  résolue. 

Remarque  importante.  —  Cette  question  peut  être 
utilisée  pour  déterminer  exactement  les  points  doubles 
virtuels  de  la  projection  sur  un  plan  de  Tintersection  de 
deux  quadriques. 

V.  Théorème  de  Carnot.  —  Si  l'on  considère  une 
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conique  et  un  triangle  situés  dans  un  même  plan,  la 
conique  rencontrant  en  deux  points  chaque  côté  du 
triangle,  le  produit  des  six  segoients  déterminés  sur 
chaque  côté  entre  un  sommet  du  triangle  et  ses  points 
de  rencontre  avec  la  conique,  ces  segments  étant  comp- 
tés dans  le  sens  du  mouvement  d^un  point  qui  parcourt 
le  périmètre  du  triangle  sans  rétrograder,  est  égal  au 
produit  des  six  segments  comptés  de  la  même  manière 
en  sens  contraire. 

Considérons  la  conique  de  \Ajig.  6y  coupée  par  les 
côtés  du  triangle  ABC  aux  couples  des  points  D  et  Df^ 

Fig.  67. 


E  etE|,  F  et  F^;  par  un  point  O  du  plan,  menons  les 
transversales  PP<,QQ^,RR|  respectivement  parallèles 
aux  côtés  AB,  AC,  BC  du  triangle. 

D'après  le  théorème  de  Newton,  on  a  les  égalités 

AD  X  ADi  _  OP  X  OPi 
AF  X  AFi  ~  OQ  X  OQi  ' 

BE  X  BEi  _  OR  X  ORi 
BDxBD,  "  OP  X  OPi' 

GF  X  CF|  _  OQxOQi, 
GEx  CE,  ~  ORxOR,^ 
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multipliant  membre  k  membre, 


AD  X  ADi  X  BE  X  BEi  x  GF  x  CFi  _ 
AF  X  AFj  X  CE  X  GEi  x  BD  x  BDj  ""  '' 


ce  quî  démontre  le  théorème  énoncé. 

Entre  autres  usages  de  ce  théorème,  on  peut  s'en  servir, 
quand  on  connaît  cinq  points  d'une  conique,  pour  dé- 
terminer le  second  point  de  rencontre,  avec  cette  courbe 
d'une  droite  quelconque  passant  par  Tun  des  cinq  points 
donnés. 


Propriétés  des  coniques  dont  les  points  communs 

appartiennent  à  un  cercle. 

VI.  Soient  O  {/Ig-  68)  une  conique;  A,  B,  C,  D 
quatre  points  communs  à  cette  conique  et  à  un  cercle  ; 


construisons  un  des  couples  de  sécantes  rectilîgnes, 
passant  par  ces  quatre  points,  soit  AC,  BD  se  coupant 
en  (I). 

Si  par  un  point  quelconque,  \  du  plan  nous  menons 
les  parallèles  A2C2,  B2D2  aux  droites  AC  et  BD  res- 
pectivement, les  points  communs  A2,  B2,  C2,  D2  de  ces 
sécantes  avec  la  conique  appartiennent  à  un  même 
cercle. 

Ann.de  Afathémat.,  3* série,  t.  X.  (Février  1891.)  7 
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En  elFcl,  d'après  le  théorème  de  Newton,  on  a  l'éga- 
lité 

X  A,  X  XCj  _  coA  X  wC^ 

\\it  X  X  1),  ""  û) B~ X  (u D  ' 

maïs,  d'après  une  propriété  connue  des  sécantes  au 
cercle,  le  second  membre  est  égal  à  i  :  donc  il  en  est  de 
même  du  premier  ;  dès  lors,  d'après  la  réciproque  de  cette 
propriété,  qui  est  vraie  et  aussi  connue,  la  proposition 
énoncée  est  évidente. 

En  second  lieu,  les  deux  sécantes  considérées  ÀC, 
BD  sont  également  inclinées  sur  l'un  des  axes  de  la 
courbe,  soit  PQ. 

Pour  le  démontrer  traçons  la  sécante  Af  €«  parallèle 
à  AC,  et  faisons  passer  par  A|  et  C^  un  cercle  dont  le 
centre,  6,  soit  situé  sur  l'axe  PQ.  Ce  cercle  passera  par 
les  points  D|,  B|  respectivement,  symétriques  de  A|  et 
C<,  par  rapport  à  PQ;  la  droite  B|  D|  sera  symétrique  de 
A«  C<  par  rapport  à  PQ  ;  ces  deux  droites  se  couperont 
sur  PQ  et  seront  également  inclinées  sur  cette  droite.  Il 
suffit  donc  de  montrer  que  B|D|  est  parallèle  à  BD  :  or 
cela  est  évident;  car,  si  nous  menions  par  B|  une  paral- 
lèle à  BD,  le  second  point  de  rencontre  de  cette  droite  et 
de  la  conique  appartiendrait  au  cercle  Q,  d'après  la  pro- 
position précédente,  et,  si  ce  second  point  était  distinct 
de  D<,  c'est-à-dire  si  B^  D<  n'était  pas  parallèle  à  BD,  le 
cercle  0  aurait  avec  la  conique  cinq  points  communs  et  se 
confondrait  avec  elle,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  ces  deux  théorèmes  : 

I®  Que,  si  les  points  communs  de  deux  coniques  sont 
situés  sur  un  cercle,  les  axes  de  ces  coniques  sont  paral- 
lèles aux  bissectrices  des  angles  d^un  de  leurs  systèmes 
de  sécantes  rectilignes  communs,  et,  en  conséquence, 
parallèles  entre  eux; 

2**  Que,  si  un  des  systèmes  de  sécantes  rectilignes 
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communs  de  deux  coniques  est  composé  de  deux  droites 
également  inclinées  sur  Vun  des  axes  de  l'une  d'elles, 
les  points  communs  des  deux  coniques  appartiennent  à 
un  même  cercle;  car  les  points  communs  de  deux  paral- 
lèles à  ces  droites  menées  par  un  point  de  Taxe  avec  la 
conique  correspondante  sont  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  cet  axe  et,  en  conséquence,  sur  un  même 
cercle  ; 

3®  Que,  si  deux  coniques  ont  leurs  axes  parallèles, 
leurs  points  communs  sont  situés  sur  un  cercle,  et  quen 
conséquence  leurs  couples  de  sécantes  communes  sont 
composés  de  droites  également  inclinées  sur  les  axes. 

Soient,  en  effet,  deux  coniques  dont  on  suppose  les 
axes   parallèles,   et  se  coupant  aux  points  Â,  B,  C,  D 

Faisons  passer  un  cercle  par  les  points  A,  B,  C,  et 
menons  par  le  point  B,  BR  parallèle  à  AC^  soit  encore 
PQ  l'un  des  axes  et  l'une  des  coniques,  ou  une  parallèle 

Fig.  69. 


à  cet  axe.  Si  le  cercle  passant  par  A,  B,  C  passe  égale- 
ment par  D,  le  théorème  résulte  des  propositions  pré- 
cédentes*, mais  il  ne  peut  en  être  autrement,  car  s'il 
rencontrait  les  deux  coniques  en  des  points  différents, 
soient  D'  et  D'',  les  trois  droites  BR,  BD',  BD'',  issues  du 
même  point,  seraient  également  inclinées  sur  une  même 
droite  PQ,  ce  qui  est  contradictoire  avec  un  théorème 
connu:  la  proposition  est  donc  établie. 


?iobBiv 
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vil.  Construction  du  cercle  osculateur  en  un  point 
d'une  conique.  —  Sî  trois  des  points  communs  d'un 
cercle  variable  et  d'une  conique  fixe  viennent  se  réunir 
en  un  seul,  la  limite  du  cercle  variable  porte  le  nom  de 
cercle  osculateur  de  la  conique  en  ce  point  C  {fig*  70). 

Dans  ce  cas,  les  trois  systèmes  de  sécantes  rectilignes 
qui  passent  par  les  quatre  points  communs  de  la  co- 
nique et  du  cercle  se  réduisent  à  un  seul  composé  de  la 
tangente  à  la  conique  au  point  d'osculation,  C,  et  de  la 
droite  (]IV1  qui  unit  ce  point  au  quatrième  point  com- 
mun qui  en  reste  séparé.  Dès  lors,  en  conslruisanl  la 
tangente  CT  au  point  G  de  la  conique,  et  la  droite  CM, 
de  telle  sorte  que  les  droites  CM  et  CT  soient  également  . 
inclinées  sur  Tun  des  axes  de  la  courbe,  soit  PQ,  puis 

Fi  g.  70. 


déterminant  le  point  M,  où  CM  rencontre  la  conique, 
le  cercle  osculateur  sera  défini  par  les  conditions  d'être 
tangent  à  CT  en  C  et  de  passer  par  le  point  M. 

VIII.  Propriétés  de  certaines  sécantes  communes  au 
cercle  et  à  l'hyperbole  êquilatère,  —  On  donne  le  nom 
à^hjperbole  êquilatère  à  celle  dont  les  asymptotes  sont 
rectangulaires  \  il  en  résulte  que  les  axes  de  celte  courbe 
sont  égaux,  et  qu'il  en  est  de  même  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  d'après  le  second  des  théorèmes 
d'ApoLLONius.  Dès  lors  le  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  est  un  losange,  et  les  asym- 


.         (    .0,    ) 

ptotes  qui  en  sont  les  diagonales,  n°  XVII,  .Ch.  I,  sont 
bissectrices  des  angles  de  deux  diamètres  conjugués. 

On  donne  le  nom  de  cordes  supplémentaires  d'une 
conique  à  deux  cordes  unissant  un  point  de  la  courbe 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre.  Il  en  résulte  que 
deux  cordes  supplémentaires  d'une  conique  sont  tou- 
jours parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  ceux  qui 
unissent  le  centre  au  milieu  de  chacune  de  ces  cordes, 
et  de  là  que  deux  cordes  supplémentaires  d'une  hyper- 
bole équilatère  sont  également  inclinées  sur  les  asym- 
ptotes. 

De  ces  définitions  ou  propositions,  et  de  celles  sur  les 
sécantes  à  une  conique  et  à  un  cercle  on  peut  déduire  la 
proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  Vune  des  sécantes  communes  à  un 
cercle  et  à  une  hyperbole  équilatère  passe  par  le 
centre  de  U hyperbole,  la  sécante  associée  passe  par  le 
centre  du  cercle. 

Soient  A,  B,  C,  D  quatre  points  communs  à  T hyper- 
bole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  PQ  et  RS,  et  à 
un  cercle  [fig'  71)5  de  plus,  supposons  que  la  sécante 
AD  passe  par  le  centre  O  de  Thyperbole. 

Menons  AX,  AY  respectivement  parallèles  aux  asym- 
ptotes PQj  RS^  la  bissectrice  AZ  de  Tangle  XAY  est 
parallèle  à  un  des  axes  de  la  courbe  et  fait  avec  A  Y  un 
demi-angle  droit.  Prolongeons  CA  suivant  AL,  BA  sui- 
vant AM,  et  menons  AN  parallèle  à  CD  ;  AN  étant  pa- 
rallèle à  la  corde  CD  supplémentaire  de  CA,  AN  et  AL 
font  des  angles  égaux  avec  AY,  d'où  NAY  =  YAL;  AB 
et  CD  étant  deux  cordes  communes  de  Thyperbole  et 
du  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  ;  il  en  ré- 
sulte que  AM,  prolongement  de  BA,  et  AN,  parallèle  à 


(  '»'  ) 

CD,  font  ^es   angles  égaux  avec  AZ,  cl  ZAN  =  ZÂM. 
Ajoutant  membre  à  membre 


ZAN  +  NAY  =  ZAM-t-YAL, 


el  le  premier  membre  étant  égal  à  un  demi-droit,  la 
somme  des  deux  membres  est  égale  à  un  angle  droit; 


"N 


doac  MAL  =  CAB  =  i  droit,  et  le  cercle  circonscrit  a 
quadrilatère  AEïCD  a  son  centre  sur  BC,  ce  qu'on  voi 
lait  démontrer. 

(^  suivre.) 


BlUliTA  AUX  TABLES  DE  LOGAIUTHHBS  DE  SCHRON. 


Log.  de  i^iSg,  au  Iteu  de  çfiib,  lues  gS55. 
Log.  de  1SJ91,  au  lieu  de  gB3g,  lues  98$^. 
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apparition,  qui  remonte  à  i856. 

La  précédente  édition,  notamment,  avait  réalisé  un  progrès 
marqué  sur  les  précédentes  par  l'addition  de  questions  nom- 
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rivées partielles  du  premier  ordre.  Mais,  en  même  temps,  une 
lacune  commençait  à  s'y  manifester,  résultant  de  la  place  nou- 
velle et  de  plus  en  plus  large  faite  chaque  jour  à  l'étude  géné- 
rale des  fonctions,  et  spécialement  des  fonctions  elliptiques, 
dans  l'enseignement  de  l'Analyse  infinitésimale. 

Cette  lacune  est  aujourd'hui  comblée,  grâce  à  un  Appendice 
étendu,  composé  par  M.  Laurent,  examinateur  d'admission  à 
l  Ecole  Polytechnique. 

Cet  Appendice  présente  un  heureux  choix  de  nombreux 
exercices  sur  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  imagi- 
naire, sur  le  calcul  des  résidus,  sur  les  fonctions  ©,  H  et  sur 
les  fonctions  elliptiques.  Il  comprend  en  outre  des  problèmes 
sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  sur  les  équations 
aux  différentielles  totales.  Enfin  les  solutions  de  ces  diverses 
questions  sont  précédées  de  plusieurs  Tableaux  présentant  la 
réunion  de  toutes  les  formules  importantes  qu'on  rencontre 
dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques. 
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Ainsi  enrichi  encore  par  ces  additions  nouvelles,  le  Recueil 
de  M.  Frenet  conservera  la  place  incontestée  qu'il  occupe  au 
premier  rang  parmi  les  Ouvrages  classiques  pour  l'étude  des 
hautes  Mathématiques.  J.  G. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1890. 


MATHEMATIQUES  SPECIALES. 

Mathématiques, 

On  donne  une  surface  du  second  ordre  S,  un  point  fixe  A 
sur  cette  surface  et  une  conique  G  située  dans  un  plan  P. 

Les  trois  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  sommets  Ai, 
A],  As  d'un  triangle  T  situé  dans  le  plan  P  rencontrent  res- 
pectivement la  surface  S  en  des  points  ai,  as,  as  autres  que  A. 

1**  Démontrer  que  le  plan  aia%a^  passe  par  un  point  fixe  M 
quand  le  triangle  T  se  déplace  dans  le  plan  P  en  restant  con- 
jugué par  rapport  à  la  conique  G. 

a'  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M,  quand  la  conique 
G  varie  en  restant  circonscrite  à  un  quadrilatère  donné. 

3**  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  même  point  M,  quand  la 
conique  G  varie  en  restant  inscrite  dans  un  quadrilatère  donné. 

Physique, 

I.  Densité  des  gaz.  Expliquer  comment  l'étude  complète  de 
la  densité  d'un  gaz  peut  dispenser  de  l'étude  de  sa  dilatation. 

II.  Avant  les  mesures  précises,  on  pouvait  hésiter,  pour  re- 
présenter la  loi  de  la  réfraction,  entre  la  formule  sin  (  =  nsinr 
et  des  formules  analogues,  telles  que  (  =  /ir,  tangi=  n  tangr. 
Reprendre  complètement  la  théorie  du  prisme  en  substituant 
ces  dernières  formules  à  la  formule  exacte. 

Reconnaître,  en  particulier,  si  la  propriété  du  minimum  de 
déviation  subsiste  toujours,  et  déterminer  le  foyer  du  prisme. 
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Chimie. 

I.  Acide  sulfureux.  Préparation.  Propriétés.  Décrire  les  réac- 
tions où  cet  acide  intervient,  soit  directement,  soit  par  ses 
sels,  dans  la  préparation  des  différents  composés  oxygénés  du 
soufre  (abstraction  faite  de  tous  détails  de  préparation  indus- 
trielle). 

II.  On  chauffe  avec  un  excès  d'acide  sulfurique  concentré 
S^^jSîio  d'oxalate  neutre  de  potasse. 

Le  produit  gazeux  de  la  réaction  est  dirigé  dans  une  enceinte 
en  verre,  close,  communiquant,  d'une  part  avec  un  manomètre 
à  mercure,  d'autre  part  avec  un  matras  en  porcelaine  vernie  à 
l'intérieur,  contenant  20*'  de  chaux  vive  et  lo^^  de  carbonate 
de  chaux. 

L'espace  total  offert- aux  gaz  est  de  i"*,3oo. 

On  demande  quelle  sera  la  force  élastique  finale  et  la  com- 
position du  gaz,  l'enceinte  étant  maintenue  à  o**  et  le  matras 
en  porcelaine  étant  chauffé  à  860*^. 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilatation  du  gaz  contenu 
dans  le  matras  chauffé  à  860®,  le  volume  de  ce  gaz  étant  assez 
petit  par  rapport  à  la  capacité  de  l'enceinte  pour  que  cette 
correction  soit  négligeable. 

La  formule  de  l'oxalate  neutre  de  potasse  est  G*0*,  2 KO. 

La  tension  de  dissociation  du  carbonate  de  chaux  à  890**  est 
85"". 

L'équivalent  du  potassium  est  Sg. 

m.  L'action  de  l'eau  sur  un  équivalent  de  trichlorure  de 
phosphore  dégage  63***,  6;  celle  de  la  potasse  étendue  sur  un 
équivalent  de  trichlorure  de  phosphore  dégage  i32"'S4î  celle 
de  la  potasse  étendue  sur  un  équivalent  d'acide  chlorhydrique 
étendu  dégage  i3*'"',7. 

On  demande  la  chaleur  de  formation  à  l'état  dissous  du 
phosphite  bipotassique. 

PHILOSOPHIE. 

Mathématiques, 

I.  On  donne  quatre  points  A,  B,  G,  D  situés  sur  la  circonfé- 
rence d'un   cercle  G.  On  prend,  dans  le  plan  du  cercle  G,  un 
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point  P,  et  on  mène  le  cercle  circonscpît  au  triangle  PAB,et 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  PCD;  ces  deux  cercles  se  cou- 
pent au  point  P  et  en  un  autre  point  Q. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  Q  quand  le  point  P 
décrit  une  droite  donnée  dans  le  plan  du  cercle  0. 

2**  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  Q  quand  le  point  P 
décrit  la  circonférence  d'un  cercle  donné  dans  le  plan  du 
cercle  0. 

3^  Trouver  la  ligne  sur  laquelle  devrait  rester  le  point  P 
pour  que  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  PAB,  PCD 
fussent  toujours  tangents,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
P  sur  cette  ligne. 

II.  On  donne  deux  cercles  tangents  intérieurement;  le 
point  de  contact  est  O;  le  diamètre  OA  du  plus  grand  cercle 
est  égal  à  a,  le  diamètre  OB  de  l'autre  cercle  est  égal  à  6.  A 
un  point  P  de  la  circonférence  du  premier  cercle  on  fait  cor- 
respondre un  point  Q  de  la  circonférence  du  second  cercle  tel 
que  l'angle  POQ  soit  droit.  Déterminer  le  point  P  de  façon 
que  la  distance  du  point  0  à  la  droite  PQ  soit  la  plus  grande 
possible. 

MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRKS. 

Mathéinatiques  et   Mécanique, 

I.  A  tout  point  M  d'une  parabole  on  fait  correspondre  un 
point  m  déterminé  comme  il  suit  : 

Soit  N  le  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M  à  la  para- 
bole avec  l'axe  de  cette  parabole  ;  soit  P  le  point  de  rencontre 
de  la  perpendiculaire  à  la  normale  MN  menée  par  le  point  N 
et  de  la  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  menée  par  le  point  M. 
Le  point  m  est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  MN  avec 
la  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole  menée  par  le  point  P. 

Gela  posé,  trouver,  dans  chacun  des  quatre  cas  suivants,  le 
lieu  du  point  m  que  l'on  fait  ainsi  correspondre  à  un  point  M 
d'une  parabole. 

1^  Le  point  M  est  fixe,  et  l'on  considère  toutes  les  paraboles 
qui  passent  par  ce  point  M  et  qui  ont  pour  foyer  un  point 
donné  F. 

2®  Le  point  M  est  fixe,  et  l'on  considère  toutes  les  paraboles 
qui  passent  par  ce  point  M  et  qui  ont  pour  directrice  une 
droite  donnée  DD'. 
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s*'  Le  point  M  est  mobile  sur  une  droite  donnée  TT'  et,  pour 
chaque  position  du  point  M,  on  considère  la  parabole  qui  est 
tangente  à  la  droite  TT'  en  ce  point  et  qui  a  pour  foyer  un 
point  donné  F. 

4**  Le  point  M  est  mobile  sur  une  droite  donnée  TT',  et, 
pour  chaque  position  du  point  M,  on  considère  la  parabole 
qui  est  tangente,  en  ce  point,  à  la  droite  TT',  et  qui  a  pour 
directrice  une  droite  donnée  DD'  située  dans  un  plan  qui  con- 
tient la  droite  TT'. 

II.  On  donne  un  losange  OACB;  par  le  sommet  G  on  mène 
une  droite  quelconque  qui  rencontre  la  droite  OA  en  un  point 
D  et  la  droite  OB  en  un  point  E.  On  mène  les  droites  AE,  BD, 
et  l'on  désigne  par  la  lettre  M  leur  point  de  rencontre. 

1°  Montrer  que,  quand  la  droite  DGE  tourne  autour  du 
point  C,  le  point  M  décrit  une  courbe  fermée,  circonscrite  au 
triangle  OAB,  et  construire  la  tangente  au  point  A  et  la  tan- 
gente au  point  B  à  cette  courbe. 

a"  Soit  6  l'angle  donné  AOB;  soit  X  l'angle  variable  formé 
par  la  droite  mobile  CD,  prise  dans  le  sens  CD,  avec  la  droite 
fixe  BG,  prolongée  au  delà  du  point  G  dans  le  sens  BG.  On 
suppose  d'abord  l'angle  X  compris  entre  o**  et  i8o° — 0,  et, 
dans  ce  cas,  on  désigne  par  a  l'angle  BAM  et  par  p  l'angle 
ABM  ;  former,  dans  ces  conditions,  l'équation  qui  lie  les  angles 
variables  a,  X  et  l'angle  B,  et  l'équation  qui  lie  les  angles  p,  X 
et  6.  Indiquer,  dans  le  cas  où  X  est  compris  entre  i8o° —  6  et 
iSo**,  quelle  signification  il  faut  donner  aux  lettres  a  et  p  pour 
que  les  équations  trouvées  dans  le  cas  de  X  compris  entre  o®  et 
i8o"  — 8  soient  encore  applicables. 

Former  l'équation  qui  lie  a,  p,  et  l'angle  donnée  6,  quel  que 
soit  X. 

Calculer,  en  fonction  de  0,  les  valeurs  de  a  et  de  p  qui  satis- 
font au  système  d'équations  composé  de  l'équation  entre  a,  p 
et  8,  trouvée  ci-dessus  et  de  l'équation  a  -h  p  =  0.  —  Gas  d'in- 
détermination. Interprétation  géométrique. 

SECONDE.     ^ 

Algèbre  et  Géométrie. 
I.  Résoudre  l'équation 


IH- 


ix^-^^ax        'ix'^-\-')ax  —  4«'^        ix—a 
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II.  Un  losange  ABGD,  dont  les  diagonales  AG  et  BD  ont 
pour  longueur  respective  2a  et  a,  est  la  base  d'un  prisme 
droit  illimité  :  sur  les  arêtes  latérales  de  ce  prisme  on  porte, 
dans  le  même  sens,  les  longueurs 

AA'=3a,        BB'=4a,        CG'=a. 

i^  Galculer  le  volume  du  solide  compris  entre  le  plan  des 
points  A',  B',  G'  et  la  base  du  prisme. 
2^  Évaluer  la  surface  totale  du  même  solide. 

TROISIÂME. 

Arithmétique,  Algèbre  et  Géométrie, 

I.  Quelle  est  la  plus  petite  valeur  de  la  différence  entre  deui 
nombres  entiers  qui  sont  Tun  multiple  de  loS,  l'autre  multiple 
de  5o4? 

Quels  sont  les  deux  nombres  dont  la  différence  répond  à 
l'énoncé,  et  qui  ont  1270080000  pour  somme  de  leurs  carrés? 

II.  On  considère  le  quadrilatère  inscriptible  convexe  ABGM  : 
les  sommets  ABG  sont  fixes,  mais  le  sommet  M  est  mobile. 

1°  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  P  des 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 

2**  Déterminer  les  positions  limites  du  point  P,  et  calculer 
la  longueur  du  chemin  parcouru  par  ce  point  pour  passer  de 
l'une  de  ces  positions  à  l'autre.  On  désignera  par  a,  b,  c  les 
longueurs  des  côtés  du  triangle  ABG  et  par  a,  p,  -y  ses  angles; 
toutes  ces  quantités  sont  connues. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  FONDAMENTAL 
DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


Théorème.  —  Toute  équation  entière  f[z)=:  o  a 
une  racine. 

M.  Amigues  a  donné  récemment  une  démonstration 
habile  de  ce  théorème  (*).  Dans  le  fond,  la  méthode  est 
celle  de  Cauchj;  l'intérêt  de  la  nouvelle  démonstration 
est  d*être  purement  algébrique  et  de  ne  pas  introduire 
la  Trigonométrie.  Dans  une  voie  opposée,  il  importe  de 
rechercher  la  forme  la  plus  simple  pour  les  élèves.  Je 
propose  la  suivante. 

La  fonction  [mody(2:)]^  est  toujours  positive^  elle  est 
finie   et  continue  pour  les  valeurs  finies  de  z  et  croit 
indéfiniment  avec  z  :  donc  elle  a  au  moins  un  mini- 
mum. Je  dis  que,  pour  ce  minimum,  on   a  f(^z)=:o. 
Pour  cela,  il  suffit  de  prouver  que  ce  minimum  n'est 
pas  atteint  tant  que  f{z)  n'est  pas  nul.  C'est  sur  ce 
dernier  point  que  porte  la  simplification  que  je  propose. 
Soiiz  =  x-+-yi  une  valeur  qui  n'annule   paisj\z), 
Zi  =  x — j^^i  l'imaginaire  conjuguée  de  z,J'^  la  fonction 
conjuguée  de^*,  c'esl-à-dire  celle  que  l'on  déduit  du  po- 
lynôme y  en  remplaçant  tous  les  coefficients  par  leurs 
conjugués;  yi(zi)  sera  l'imaginaire  conjuguée  de  J\z). 
On  aura  doue 


(')  Comptes  rendus,  t.  CXII;  26  janvier  1891. 

Ann.  de  Mathéniat.,  3*  série,  t.  X.  (Mars  1891.)  o 
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Je  donne  à  z  un  accroissemcnl  Ç;  z^  piend  Taccrois- 
seincnt  conjugué  ^f.  L'accroissement  de  F  sera  donné 
par  la  formule  de  Taylor  à  deux  variables 

Dans  ce  développement,  soîty*"(^)  la  première  déri- 
vée dey(«)qui  ne  s'annule  pas  ^^^'(^i)  sera  la  première 
dérivée  de/i  (z<  )  qui  ne  s^annule  pas.  Dès  lors,  tous  les 
termes  qui  précèdent  le  terme  de  rang  n  sont  nuls;  de 
plus,  celui-ci  se  réduit  à  la  somme  des  deux  termes  ex- 
trêmes du  crochet,  savoir  ^«/"(z)/4  (^4)4- Ç^ /ï  (^«)/(^)  ; 
c'est  la  somme  de  deux  imaginaires  conjuguées.  Soient 
(p,  (i>),  (a,  a),  (&,  ^)  les  modules  et  les  arguments  de  ^, 
y«  {z)(iij\  (zi  ).  Le  premier  terme  ^"/"{z)J'i  (^<  )  aura  pour 
module  p^ab  et  pour  argument  /ito  +  a-H  [3.  Dans  la 
somme  de  ce  terme  avec  son  conjugué,  les  parties  ima- 
ginaires se  détruisent  et  les  parties  réelles  se  doublent 
pour  donner  2p^ab  cos(/ï(o  -+-  a  -4-  |3).  On  a  donc 

AF  =  ■  ^   ,     cos(/2u)-f-  a-h  3)-+-.. .. 

Dans  cette  somme,  on  peut  disposer  de  (o,  de*façon 
que  Ton  ait  cos(;2(o-f- a-f- P)  =  — i;  jjuis  on  pourra 
prendre  p  assez  petit  pour  que  le  premier  terme  donne 
son  signe  à  la  somme,  c'est-à-dire  le  signe  ( — ).  L'ac- 
croissement AF  est  alors  négatif.  Donc  la  valeur  consi- 
dérée de  [mod/(2)]^,  différente  de  zéro,  n'est  pas  un 
minimum.  c.  q.  f.  d. 
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SUR  LES  ÉOUATIONS  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  D\mel-E.  MAYER, 
Ingénieur   des  Ponts   cl  Chaussées. 


La  présente  Note  a  pour  objet  : 

1°  La  démonstration  d'un  théorème  sur  les  racines 
des  équations  dans  un  cas  particulier  ^ 

ii^  L'indication  d'une  méthode  pour  le  calcul  appro- 
ché des  racines  d'une  équation. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Théorème.  —  Si,  dans  une  équation  algébrique,  à 
coeffcients  réels  ou  imaginaires,  il  existe  un  terme 
d^ exposant  A",  dont  le  coefficient  ait  une  valeur  abso- 
lue (ou  un  module)  plus  grand  que  la  somme  des  va- 
leurs absolues  (ou  des  modules)  des  autres  coefficients , 
V équation  donnée  admet  m  —  h  racines  dont  les  va- 
leurs {ou  les  modules)  sont  supérieurs  à  \  ^  etk  racines 
dont  les  ^valeurs  (on  les  modules)  sont  inférieurs  à  i. 

Pour  le  démontrer,  écrivons  l'équation  sous  la  forme 

X  37*  a?* 

et  considérons  d'abord  le  cas  o\i  pij  p2y  .  .  . ,  t:,  ,  7^2,  ... 
sont  des  quantités  toutes  réelles,  positives,  et  dont  la 
somme  est  égale  à  i . 

Imaginons  un  jeu,  auquel  prennent  part  m  joueurs, 
avec  des  chances  de  gagner  chaque  partie,  différentes 
pour  chacun  d'eux  et  respectivement  égales  à 


(...) 

Ils  conviennent  que,  à  chaque  partie  gagnée  par  un  des 
k  premiers  joueurs,  la  cagnotte  lui  devra  une  somme 
égale  à  I ,  si  c'est  le  premier  joueur,  a  si  c*est  le  second, 
. . .,  A"  si  c'est  le  /r''*"*",  et  que,  au  contraire,  à  chaque 
partie  gagnée  par  un  des  derniers  joueurs,  celui-ci  de- 
vra à  la  cagnotte  une  somme  égale  h  i  si  c'est  le 
(A^-^,)iê«o^  a  si  c'est  le  (A-f.a)'«»%  . . . ,  m  — A^si  c'est 
le  dernier. 

Le  jeu  s'arrêtera  quand  la  fortune  de  la  cagnotte 
aura  atteint  ou  dépassé  -4-  P  ou  —  Q. 

Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  le  jeu  peut  unir 
de  m  façons  dillérentes. 

En  eÛet,  si  la  cagnotte  arrive  aux  valeurs  négatives 
fixées  pour  la  fin  du  jeu,  cette  éventualité  peut  se  réa- 
liser de  k  façons  différentes,  soit  que  la  fortune  de  la  ca- 
gnotte devienne  exactement  égale  à  —  Q,  soit  que, 
après  avoir  atteint  la  valeur  — (Q  —  i),  elle  soit  portée 
par  un  succès  du  A'*"®  joueur  à  — (Q-+-^"  —  Oi  *^*^ 
qu'elle  atteigne  une  des  valeurs  intermédiaires  entre  ces 
deux  extrêmes. 

Et,  de  même,  si  c'est  par  les  valeurs  positives  de  ia 
cagnotte  que  le  jeu  finit,  cela  peut  se  réaliser  de  m  —  A" 
façons  ditlérentes,  soit  que  la  valeur  finale  atteigne P,  ou 
P-f-i,  ou  (P  -Ha),  . .  . ,  ou  (P  -f-  m  —  A  —  î). 

Cherchons  l'espérance  mathémati(|ue  d'un  parieur 
qui  doit  recevoir  i**",  si  l'une  de  ces  m  solutions,  qu'il  a 
choisie,  se  réalise. 

Si  nous  désignons  par  x  la  fortune  de  la  cagnotte,  au 
moment  considéré,  et  par/(a:)  l'espérance  cherchée,  on 
voit  d'abord  (\u(if{x)  esl  défini  par  la  relation 

Appelons  ai,  ao,  ...,  a,„  les  m  racines  de  l'équation 


(   "3) 
algébrique 

X         x^  x*^ 

il  est  aîsé  de  vérifier  que  Texpression  A|  a^,  où  K^  est 
une  coDSiante  arbitraire,  satisfait  à  Téquation  aux  dif- 
férences finies  qui  donne  la  valeur  Aq  f{x).  On  a,  de 
même,  une  seconde  solution  A2a^,  ...  et,  en  écrivant 

on  a  la  solution  complète,  puisqu'elle  contient  autant 
de  constantes  arbitraires  A|,  A2y  •••?  A^  que  nous 
avons  de  données  pour  déterminer /(a:). 

Supposons  que  la  combinaison  choisie  par  le  parieur 
c^t  dans  laquelle  il  doit  recevoir  i^'  soit  celle  où,  à  la  fin 
du  jeu,  la  cagnotte  atteindra  exactement  +  P.  Les  con- 
stantes A|,  A2y  •  •  • ,  Am  seront  déterminées  par  les  rela- 
tions 

I  =  Aia^-f-  AjaJ-f-.. .-+-  A/naJ,, 

o  =  Aia'P-^*»-!-  A,  A'P-^»»-+-. .  .H-  Am(oc„,)^^^, 


o  =  Al  a<P+'«~*-i)  -+-  A,  a'f-^'"-*-*»  -h  . . . -4-  A,« (  «,«  )P+'«-^-i , 

o  =  Al  a7^-H  Aj «7^-1- ... -I-  A„| a~^, 

o  =  Al  AT'Û^*^  +  A,  «7<0^^'  4- ...-+-  A,,  a-/<^^^ 
• • •••» 

o  =  Aia7<«^*-»)-f-  A,a7'<i-^*-^>-+-. .  .-H  A,„a-'«-^*-^ 

qui,  en  supposant  connues  les  racines  ai,  a{,  . . . ,  oLm', 
sont  des  équations  du  premier  degré  par  rapport  aux 
constantes  à  déterminer. 

On  peut  résoudre  ces  équations,  remplacer  A| ,  Ao, .. ., 
Afn  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a^,  aa,  .  .  . ,  a,«  et 
l'on  aura  l'expression  de  /*(.r)  en  fonction  de  a, ,  ao,  . . ., 

An*  a 
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Or,  il  est  évident,  d'après  les  données  du  problème, 
que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a:,  eoinprîse  entre  4-  P 
et  —  Q,tf{^)'i  M^* représente Tespérance  mathématique 
du  parieur,  a  une  valeur  réelle,  positive  et  plus  petite 
que  I .  Cela  est  vrai,  quels  que  soient  P  et  Q. 

Si  Ton  fait  Q  infini  en  valeur  absolue,  le  problème 
de  probabilité  conserve  une  signification  précise.  Cela 
veut  dire  que  le  jeu  durera  jusqu'à  ce  que  la  fortune  de 
la  cagnotte  atteigne  ou  dépasse  P,  sans  limitation  des 
valeurs  négatives  par  lesquelles  elle  peut  passer.  Il  y  a 
encore  m  —  k  éventualités  possibles  pour  la  fin  du  jeu, 
(le  P  à  (P-f-m — k  —  i)  vX  f{x)  représente  encore 
Tespérance  mathématique  du  parieur  qui  recevra  i*""  si 
la  cagnotte  atteint  exactement  V\  f[x)  est  encore  une 
quantité  réelle,  positive  et  plus  petite  que  i. 

Je  dis  qu'il  faut  pour  cela  que,  dans  l'expression  de 
f{x)  en  fonction  des  racines  a^,  a.j,  . . .,  a/n^  le  coeffi- 
cient de  toute  racine,  dont  la  valeur  (ou  le  module)  est 
inférieur  à  Tunité,  devienne  nul  lorsque  Q  devient  in- 
iiiii. 

En  elfet,  soit  qu'on  considère  un  terme  A  a*  corres- 
pondant à  une  racine  réelle  ou  le  groupe  de  deux  termes 
11^(A  coscox  4-  Bsinci).r)  correspondant  à  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  on  voit  que  si  a  ou  H  sont  infé- 
rieurs à  l'unité,  on  pourrait  toujours,  si  ces  termes  ne  dis- 
paraissaient pas,  donner  à  x  des  valeurs  négatives  assez 
grandes  pour  que  la  valeur  absolue  de  ces  termes  devint 
supérieure  à  toute  quantité  donnée.  Et  ces  termes  ne 
pourraient  se  détruire  l'un  l'autre  puisque,  pour  des 
valeurs  diilérentes  de  a  ou  de  11,  ils  seraient  d'ordre  de 
grandeur  différent.  La  fonction y(j:)  ne  pourrait  donc 
conserver  une  valeur  plus  petite  que  l'unité,  ni  même 
une  valeur  limitée. 

L'expression  dcy(.r),  dans  le  cas  où  Q  est  infini,  ne 
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COU  tiendra  donc  que  des  termes  correspondant  à  des 
racines  supérieures  ou  au  moins  égales  à  Tunilé. 

De  môme,  si  Ton  cherche  Tespérance  mathématique 
du  parieur  qui  devrait  recevoir  i*^''  dans  le  cas  où  la  ca- 
gnotte atteindrait  —  Q  avant  d*avoir  atteint  ou  dé- 
passé P,  et  si  Ton  fait  P  infini,  Tespérance  mathéma- 
tique de  ce  pari  aura  une  expression  qui  ne  contiendra 
que  les  termes  correspondants  à  des  racines  dont  les 
valeurs  (ouïes  modules)  sont  inférieurs  ou  au  plus  égaux 
a  i  unile. 

Or,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  nous  apercevons 
a  priori  combien  de  termes  doivent  subsister  dans  l'ex- 
pression de/(x). 

En  effet,  s'il  s'agit  d'un  jeu  qui  doit  finir  quand  la 
cagnotte  aura  atteint  ou  dépassé  P,  sans  limitation  des 
valeurs  négatives,  il  faut  qu'on  ait,  dans  l'expression 
de  f{x),  m  —  h  constantes  à  déterminer,  dont  la  valeur 
changera  suivant  que  le  parieur  aura  choisi  Tune  ou 
l'autre  des  m  —  A"  éventualités  possibles. 

Et,  s'il  s'agit  du  jeu  qui  doit  finir  par  la  cagnotte  né- 
gative, il  faut  quey(j?)  contienne  k  constantes  à  déter- 
miner. 

Ou  arrive  donc  à  cette  conclusion  que  l'équation  algé- 
brique donnée  contient  : 

m  —  k  racines  supérieures  ou  au  moins  égales  à  l'unité, 
k  racines  inférieures  ou  au  plu^  égales  à  Tunité. 

L'unité  est  elle-même  une  des  racines  de  l'équation. 

Donc  si  l'on  considère  les  deux  paris  distincts,  l'un 
que  la  cagnotte  arrivera  à  -H  P,  sans  limitation  des  va- 
leurs négatives,  l'autre  que  la  cagnotte  arrivera  à  —  Q, 
sans  limitation  des  valeurs  positives,  les  expressions  de 
l'espérance  mathématique  seront  telles  que  dans  un  cas 
l'espérance  tend  vers  une  quantité  dillérente  de  zéro,  et 
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que  dans  l'autre  cas  elle  tend  vers  zéro,  lorsque  P  et  Q 
augmentent  indéfiniment. 

Or,  pour  savoir  laquelle  des  deux  es|)érances  tend 
vers  une  limite  difle rente  de  zéro,  et  laquelle  tend  vers 
zéro,  il  suffit  de  rechercher  si,  d'après  les  conditions  du 
jeu,  la  probahilité  est  favorable  h  Taccroisscment  positif 
ou  négatif  de  la  cagnotte,  c'est-à-dire  si  l'expression 

—  (/?!  -^  2/?j  H-. .  .-^kpk)  -f-  [7:1  -4-  ipt  -h. .  .-H(/n  —  A:)/?,»-a], 

qui  n*est  autre  (|ue  la  dérivée  du  second  membre  de 
Téquation  algébrique  par  rapport  à  x^  et  où  Ton  fait 
.r  =  I ,  est  positive  ou  négative. 

Si  cette  expression  est  positive,  Téquation  donnée 
admet,  outre  l'unité, 

m  —  k  —  I  racines  supérieures  à  l'unité, 
k  racines  inférieures  à  Funité. 

Si  elle  est  négative,  Téquation  admet 

m  —  k  racine»  supérieures  à  Tunité, 
/-  —  I  racines  inférieures  à  l'unité. 

Nous  n'avons  pas  tenu  compte,  dans  ce  qui  précède, 
de  la  possibilité  que  l'équation  donnée  ait  des  racines 
multiples;  mais  il  est  aisé  de  voir  que,  si  n  racines  de 
l'équation  algébrique  deviennent  égales,  les  /i  termes  de 
l'expression  (SLQf{x) 

Aiaf  -4-  Ajaf  -h. .  .-h  A^aJ 
deviennent 

qui  contient  le  même  nombre  de  constantes  arbitraires, 
et  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  dans  le  cas 
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général  subsistent  sans  cliangcliien t  dans  ce  cas  parti- 
culier. 

Il  nous  reste  à  étendre  ces  considérations  au  cas  le 
plus  général  auquel  s^applique  le  théorème,  c'est-à-dire 
au  cas  où  un  ou  plusieurs  des  coefficients  de  Téquation 
précédente  se  trouvent,  dans  une  équation  nouvelle,  mul- 
tipliés par  une  quantité  réelle,  positive  ou  négative,  plus 
petite  que  l'unité,  ou  par  une  quantité  imaginaire,  de 
module  plus  petit  que  l'unité. 

En  continuant  de  considérer  les  coefficients  pf,/72, ..., 
7C|,  t:2,  . ..  de  l'équation  précédente,  l'équation  nou- 
velle peut  s'écrire 

I  = 1 7—   -H.  .  .H -, — 

H-  TUi  (Ti  a?  -f-  Hj  (Jj  a?*  -h .  .  .  -I-  TZm-k  <r/«-A-^"*~*î 

S|,  S2,  ••  *i  ^19  ^it  '  •  •  étant  des  quantités  quelconques 
de  modules  inférieurs  à  l'unité. 

Continuons  à  considérer  le  jeu  précédemment  défini, 
avec  les  mêmes  chances  /7|,  pz-,  ...,  it|,  7:2,  ...  des 
joueurs,  les  mêmes  enjeux,  et  les  mêmes  conventions 
pour  la  fin  du  jeu.  Mais  modifions  les  conditions  du 
pari.  Au  lieu  de  recevoir  un  franc,  si  l'éventualité  qu'il 
a  choisie,  parmi  les  m  possibles,  se  réalise,  le  parieur 
recevra  une  somme  déterminée  d'après  le  nombre  des 
parties  qu'aura  gagnées  chaque  joueur.  Si  l'on  désigne 
par  7i{,  722,  •  •  "}  ^^kt  V|,  V2,  . . .,  ^m-k  1«  nombrc dc  parties 
gagnées  par  les  joueurs  d'indice  correspondant,  le 
compte,  positif  ou  négatif,  réel  ou  imaginaire  du  parieur, 
sera 

Sf»  X  Sî'  X  SJ*  X  «J^;'  X  <j^i«  X . . .  X  (  (T,„_A.)v-»»-*. 

Si  l'on  désigne  par  o[x)  l'espérance  mathématique 
(lu  parieur  en  fonction  de  la  fortune  x  de  la  cagnotte, 
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IVxpression  qui  permet  de  calculer  la  valeur  de  celle 
espérance  est 

<p(a7)=/?iSi  o(x  —  i)-|-jpjSjo(rr— 2)4-... 

-t- JOa- Sa- ?  (  ^ -H  A:  ) -t- TT 1  (Ji  9  ( j: -f- 1  ) -h 'Tt j  <Ji  ç  ( a; -f- 2  ) -h. . . 
-4-  TZm-A  ^m-k  9  (  a?  -H  /?l  —  A:  ), 

et  si  Ton  appelle  ^1,  (â^,  ...,  ^m  les  racines  de  Téqua- 
lion  nouvelle,  on  aura 

(p {X)  =  A,  Pf  +  A,  pf  -4-. , . -f-  A,„  p;. . 

Or  il  est  évident  que  Tespérance  niatliéinati(|ue  de 
ce  nouveau  pari,  en  valeur  absolue,  ou  son  module,  si 
elle  est  imaginaire,  sera  toujours  inférieur  à  Punité. 

En  eflet,  la  quantité  à  donner  ou  recevoir  par  le  pa- 
rieur sera  nulle,  si  Téventualité  choisie  par  le  parieur 
ne  se  réalise  pas,  et  dans  tous  les  autres  cas  elle  sera 
le  produit  de  quantités  inférieures  à  l'unité. 

En  conséquence,  la  démonstration  que  nous  avons 
faite  précédemment  et  qui,  en  somme,  ne  reposait  que 
sur  cette  idée  que /(a:)  était  une  quantité  limitée,  s'ap- 
plique a  fortiori  à  ç(x),  avec  cette  seule  dîflërence  qu'il 
n'y  a  plus  de  racine  égale  à  l'unité,  et  que,  dans  ce  cas 
plus  général,  il  y  a 

m  —  k  racines  de  valeurs  ou  modules  supérieurs  à  l'unité, 

k  racines  de  valeurs  ou  modules  inférieurs  à  l'unité. 

G.  Q.  F.  D. 

DEUXIÈME  PARTIE. 
Si  Ton  a  à  résoudre  une  équation  algébrique 

et  qu'on  forme  l'équation  aux  dillércnccs  finies 

(  1  )     f{x)  =  Pif^X^  l)  -H  ptf{x  -H  '2)  4-.  .  .-¥pmf(.30  -h  m)\ 
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on  peut  écrire,   en  appelant  ai,  as,  . . .,  ^m  I^s  racines 

de(.), 

(3)  /(a7)  =  Aiaf-f-A,a?-t-...-+-A,„aS„ 

A,,  A2,  . . .,  Ato  étant  des  constantes  arbitraires  qu'on 
déterminera  parles  valeurs  initiales qu^on  choisira  pour 

Prenons,  par  exemple, 

/(/w  — i)  =  o, 

/(/»  — 2)  =  0, 


/(o)=i; 


on  aura 


/(— 3)  =/?i(i?T'-t-/?j)H-^j/?lH-/?3, 

et  il  sera  facile,  et  même  rapide  (si  les  valeurs  numéri- 
ques des  coefficients  ne  sont  pas  trop  compliquées),  de 
calculer  un  grand  nombre  de  ces  valeurs  dey(a:)  pour 
des  valeurs  négatives  croissantes  de  la  variable. 

Or,  si  Ton  suppose  qu'on  ait  écrit  ai ,  a^,  . . .,  0.^,  dans 
l'ordre  des  valeurs  croissantes  des  racines  ou  de  leurs 
modules,  il  apparaît,  d'après  la  relation  (  3)  que,  si  ai  est 

une  racine  réelle  simple,  le  rapport  -ë^\ —^   tendra 

vers  ai . 

Si,  au  contraire,  ai  et  as  sont  des  racines  imaginaires 
conjuguées,  ce  sont  les  deux  termes  correspondants  à 
ces  racines  qui  prévaudront  dans  le  calcul  de  f(x\ 
dont  les  valeurs  successives  ne  suivront  plus  la  loi 
simple  du  cas  précédent. 

Supposons  connues  quatre  valeurs  successives  «1,  a^^ 
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«3,  «i,  de  la  fonction  A i  a'J' H- A 2 a^',  c'est-à-dire 

r5)  rt,  =  A,a/'«+»'-HAjaj<'"+»', 

(G)  «3  =  A,a7""+«)-i-  A,aâf'"+«\ 

il  sera  aisé  de  calculer  ai  et  a2. 
En  effet,  soit 

Téquation  du  second  degré  dont  ai   et  a2  sont  racines; 
on  peut  former  réqnation  aux  différences  finies 

<p(jr)  =  gr,<p(a?-t-i)-hç'î«p(ir-H2), 

et  si  Ton  pose 

et  qu'on  détermine  p^  et  p2  par  les  conditions 

les  racines  a,  et  a2  de  Téquation  i  =  p^  x  +  p23o^  satis- 
feront aux  équations (4),  (5),  (6)  et  (7). 

De  ce  mode  de  détermination  de  /;<  et/;2  résultent  les 
formules 

__  «v  X  Cl\  —  rtj  X  «3 

^'  ""  «1  X  aa  —  (aj)*' 

qui  ne  dépendent  que  des  rapports  de  â|,  a.;,  ^^  eta^. 

Or  si,  après  avoir  calculé,  au  moyen  de  la  relation  (9)1 
un  certain  nombn?  de  valeurs  de  /*(.r),  on  calcule  (Ji 
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et  ^2  coiiiiru?  si  Ton  avait 

y-(//n-i)  =  ^1) 

/— (w-f-2)  =  ÛTî, 
J-(m+3)  =  ^3» 

OU  coQiraettra  une  erreur  d'autant  moindre  que  w^  sera 
plus  grand,  et  en  résolvant  Téqualion  i  =  </|  a:  -h  72-^'7 
on  aura  des  valeurs  approchées  de  ai  et  aa. 
La  règle  pratique  sera  donc  la  suivante  : 
Calculer  des  valeurs  successivesy( —  i)'./( —  ^)>  •  •  •> 
/( —  m),  et  surveiller  le  mode  de  variation  de  l'expres- 
sion 

[/-(m-HS)]*—  [/-i/ih-d]  [/-(w+S)]- 

Si   cette  expression   tend   vers    zéro,  avec    des   va- 
hîurs,  soit  toujours  positives,  soit  toujours  négatives  de 

/-(w+i)  ^  ^.»gsj  \^  valeur  de  ce   rapport,  lorsqu'il  sera 

devenu  sensiblement  constant,   qui  donnera  la  racine 
réelle  a,  la  plus  petite  de  toutes  les  racines. 
Si,  au  contraire, 

[/-(/«-+-2)]*  —  [/-{//I4-1)]  [/-(//H-3)] 

f- 

ne  tend   pas    vers   zéro,  et    si   le    rapport  •'  -^^^^ti^    est 

/-(/w-f-2) 

tantôt  positif,  tantôt  négatif,  on  verra  toujours,  sauf  le 
cas  d'exception  des  racines  ou  modules  d'ordre  multiple, 
l'expression 

[/-(w-4-3)]^  —  [/- (//i-f-2)]  [f-{m-\-k)\ 
[/-('«4-î)P  —  [/-(//l-4-l)J  [/-(/«-H3)] 

tendre  vers  une  limite  constante  positive.  C'est  cette 
limite,  prise  avec  le  signe  — ,  qui  donnerait  rigoureuse- 
ment ^2?  et  c'est  la  valeur  approchée  de  cette  limite, 
prise  avec  le  signe  — ,  qui  donnera  la  valeur  approchée 
(le<72- 
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Quand  on  se  sera  arrêté  dans  le  calcul  des  valeurs 
diif(x)  d'après  les  considérations  précédenles,  on  éva- 
luera, au  moyen  des  quatre  dernières  valeurs  calculées 
par  la  formule 

^  [/-(/«-«-mI  X  [/-(w-4-l)1— J/--(w-Hi][/-(mH-»)l 
[/-(m-HI)][/cm+8)]  — [/-(/w-^ïl* 

etl'on  trouvera,  en  résolvant  l'équation  i  =  qiX-hÇ2^^^ 
les  valeurs  approchées  des  deux  racines  imaginaires  qui 
occupent  le  premier  rang  dans  le  Tableau  par  ordre  de 
grandeur  croissante  des  racines  ou  de  leurs  modules. 

Il  est  clair  que,  dans  la  pratique,  cette  méthode  sera 
d'autant  plus  expéditive  que  le  rapport  entre  les  valeurs 
ou  les  modules  des  quantités  cherchées  et  celles  qui 
viennent  immédiatement  après  dans  l'échelle  des  ra- 
cines sera  plus  grand  en  valeur  absolue. 

Telle  que  nous  Tavons  exposée,  la  méthode  ne  s'ap- 
pliquerait pas  au  cas  où  les  racines  cherchées  sont 
d'ordre  multiple. 

Dans  le  cas  où  ces  quantités,  sans  être  rigoureusement 
égales  à  celles  qui  suivent,  en  seraient  très  voisines, 
la  méthode,  tout  eu  restant  théoriquement  exacte,  de- 
viendrait pratiquement  inapplicable. 

Pour  calculer  la  plus  grande  racine  réelle,  ou  les  deux 
plus  grandes  racines  imaginaires  de  l'équation  donnée, 

il  suffira  de  considérer  l'équation  en  -  et  de  procéder 

comme  plus  haut. 

Enfin  il  serait  possible,  au  moyen  de  transformations 
convenables,  de  modifier  la  place  des  diverses  racines 
dans  l'échelle  des  valeurs,  de  manière  à  pouvoir  appli- 
quer la  méthode  successivement  aux  diverses  racines. 

Nous  nous  réservons  de  compléter  par  l'étude  de'ces 
divers  points  les  indications  succinctes  que  nous  venons 
de  donner. 


(  -23) 
Nola,  —  Nous  donnons  cî-après  deux  exemples  de 
Pappljcalion  de  la  méthode,  l'un  au  calcul  d'une  racine 
réelle,   l'autre   au  calcul  de  deux  racines  imaginaires 
d'équations  du  quatrième  degré. 

APPLICATION    DE    LA    METHODE    AU    CALCUL    DE    LA    PLUS    PETITE    RACINE 

DE  l'Équation  algébrique 

I  —  se  ~T~  Su    "T"  Su    "t^  se  • 


Tableau  des  valeurs  successives  de 


/■(.r)  =/(jc4-i)-f-/(v+a)-i-/(.r  +  3)  +/(x+  i). 

log/(Jf). 

fk       3)      o 

A        2)=o 

A      O-o 

A      o)_i 

/(—    i)  =  iXi  =  i 

/( 2)=IXH-I  =  2 

/  —   3    =2-4-H-i=4 

/(_  4)  =4-1-2+14.,  =8 

/(_  5)=8-h4+2-M=i5 

/(—  6)=  16-1-8+44-2=29 

/(—  7)=29-m5-+-8h-4=56 

/(—  8)— 56-f-29+i5+8-io8 

/( —  9)_io8-4-56+29-m5— 208 

/( — 10)  =2o8-hio8-f-56-H29=4oi 
/ — II    =401-1-208-4-108-1-56=773 
/( — 12)  =773+401+208-1-108=1490 

n,6o3i444 

2,8881795                 - 
3,1731863                 \ 

1,7149649 
F, 7149932 

/(—  1 3)=  1490+773+401  +208=2872 
/(— i4)=2872+i490+773+4oi=5536 
/  — 15  — 5536+2872+1490+773=10671 
/( — 16)  =  1067 14^536+2872+1490=20569 
/  — 17  =20569+10671+5536+2872=39648 
/       18  =39648+20569+10671+5531=76424 

3,4581844 
3,7431961 

4, 0282051 

4,3i32i32                  ' 
4,5982213                  ' 
4,8832398                  ' 

f,  7 14988 J 

r, 7*49919 
t,7ï499'9 
i,7>4^9ï^ 

Conclusion.  —  La  valeur  approchée  de  la  racine  est  0,51879. 


(  'M  ) 


APPLICATION    l)K     LA    MKTIIUDK    AU    CALCUL    DK8    DEUX     PLIS     PETITES     RVCINES 

DE  l'Équation 
Tableau  des  vuleurs  successives  de 


/(       o)  =  i 

/(-  0=2 

/(-  2)=/^-3=^ 

/(_  3)=2-.6-f-i=-3 

/(-  4)=_6_3h.3-4=-ii 

/  —  5  =— aa-f-g-M — 8— — ao 

Z,^—  6)=— 4o-f-33— 3— 4h — 14 

/—  7  =--a8H-6o— ii+ia=33 

'/ —  8  =66+4a— ao-l-4'i=i3a 

/  —  9  =a64— 99— ii-h8o=a3i 

/— 10  =46a — 3964-33+56=155 

f —Il  =3io — 693-M3a— i3a=— 383 

/— la  =—766— 465+a3i—5a8=— 1028 

/  — 13  =—3o56-+-ii49-hi55— 92^4=— 2676 

/— i4  =—53524-4584— 383— 6ao=— 1771 

/— 15  =—354a4-8oa8— 15284- i53a=— 4490 

/  —16  =89804-5313 — a6764-6na  =  i77a9 

f  — 17  =35458—13470 — 17714-10704=30921 

/— 18  =6i84a— 53i87-h449o-H7o8}=aoaa9  o,532o8i3  o,4iGo5Vt 

y —19  =40458— 937634-17729— 17960=— 5a536  0,5319673  Ojt\tbç)\i)S 

f — ao  =— 10507a— 606874-30931— 70916=— 30575^1  0,5319621  o,4i3()V-* 

/ — 21   =—4115084-1576084-30339— 133684=— 357355      o»53rg'|29  o,^|i59.Vi7 

/—sa  = — 714710-1-617363—53536 — 80916=— 330900        o,53r9.)3i  o,'|i5937o 

Les  quatre  premières  décimales  des  lôgarilhmcs  des  coefficicjits  cherchés  pa- 
raissent bien  déterminées.  En  prenant 

I««(-7J  -0,53195, 
log/y^-  0,41595, 

les  deux  racines  imaginaires  de  l'équation  donnée,  qui  sont  en  bas  de  rérhcilc 
des  valeurs  absolues,  résultent  de  l'équation  du  deuxième  degré 

I  =  3,6o6a?  —  3,  V)'^a7^ 
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ÉTUDE  GÉOHÉTRIODE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES 
D APRÈS  LEUR  DÉFINITION  (M; 

Par  m.  L.  MALEYX. 


IX.  Propriété  des  sécantes  rectangulaires  à  T hyper- 
bole équilatère,  —  Soit  O  le  cercle  directeur  et  S  le 
sommet  d'un  cône  (  fig,  72). 

Fig.  72. 

S   «1 


Supposons-le  coupé  par  un  plan  suivant  une  hyper- 
bole équilatère,  le  plan  SX  Y  mené  par  le  sommet  du 
cône  parallèlement  au  plan  sécant  le.  coupera  suivant 
les  deux  génératrices  rectangulaires,  SI,  SK. 

Dans  le  plan  de  la  section  imaginons  deux  droites 
rectangulaires,  l'une  sera  parallèle  à  un  diamètre  trans- 
verse et  rencontrera  les  deux  branches  de  la  courbe, 
l'autre  sera  parallèle  à  un  diamètre  non  transverse  et  ne 
rencontrera  que  l'une  des  branches,  soient  ces  cordes  ab 
et  cd.  Menons  par  le  sommet  S,  SP  parallèle  à  ab  et  SP< 
parallèles  à  cd-^  Tune  de  ces  droites  sera  extérieure  à 


(«)  Voir  t.  X  (1891),  p.  91. 

Afin,  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Mars  1891.) 


(  "6  ) 
Tangle  droit  KSI,  soit  SP,  Tautre  SP^    lui  sera  inté- 
rieure, Tangle  PSP|  étant  droit. 

Le  plan  des  parallèles  ab,  SP  coupe  le  plan  de  la  di- 
rectrice suivant  la  droite  PAB,  et  le  cône  suivant  les 
génératrices  Sa  A,  Sbli\  celui  des  parallèles  cd^  SP| 
coupe  le  plan  de  la  directrice  suivant  la  droite  CP4  D,  et 
le  cône  suivant  les  génératrices  ScG,  dSD;  de  plus,  les 
cordes  rectangulaires,  abj  cd,  se  coupent  en  un  point  g 
de  l'intersection  SG  des  deux  plans  dont  on  vient  de 
parler.  On  démontrerait,  comme  au  n^  I  du  présent  Cha- 
pitre, qu'on  a  les  égalités 


I 


ffaXffb   _       SP  /Sgy 

GA  X  GB  ""  PA  X  PB       \SG/  ' 

gcxgd  ^ 
GGxGD 


-      SP,      ,,/s^y 

■"  PiCxPjD^  VSG/ 
ou,  d'après  les  propriétés  des  sécantes  au  cercle, 


■I 


ga>^gb  _       SP  /S^y 

"GA  X  GB  ■"  PI  X  PK  ^  V  SG^  ' 


gcxgd  _ 
GGxGD 


=  .-^^  X  ^^y. 

PjIxPiK  ^  VSG/ 


Divisant  membre  à  membre,  en  ayant  égard  à  la  pro- 
priété des  sécantes  au  cercle, 

gaxgb  _   SP*        PjlxPjK 
gcxgd'^  gpT*  PI  X  PK    ' 

et,  comme  l'angle  P<  SP  est  droit,  si  SH  est  perpendicu- 
laire sur  PP4,  on  a 

Sp'        PH 


2 


Pi  h' 


SP, 

d'où,  substituant, 

PiIxPjK 

gaxgb  ^         Pi  H 

~gc  x  gd         PI  X  PK 

PH 


(  1^7  ) 
Or  SH  est  l'axe  radical  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  KSI,  P^  S  P,  et  Ton  sait,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
au  n°  I,  Chap.  II,  théorème  II,  que  Tun  de  ces  cercles, 
le  second  par  exemple,  est  le  lieu  des  points  dont  les 
puissances,  par  rapport  au  premier,  sont  à  la  distance 
des  mêmes  points  à  leur  axe  radical  dans  un  rapport 

constant  convenablement  choisi. 

n  '    u  I  »     PiIxPiK      PIxPK 

U   en  resuite  que  les  rapports  — p-|j — >    — pYj — 

sont  numériquement  égaux  :  dès  lors  le  rapport  — ^ 

§^c  X  gel 

est  numériquement  égal  à  i;  mais,  comme  les  deux  seg- 
ments ga^  gb  sont  de  sens  contraires,  tandis  que  les 
deux  autres  gc,  gd  sont  de  même  sens,  on  doit  consi- 
dérer ce  rapport  comme  égal  à  —  i  • 

De  là  on  peut  déduire  le  théorème  suivant  : 

Si  une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  à  un 
triangle,  elle  passe  par  le  point  commun  des  hauteurs. 

Et  comme  corollaire  : 

Si  deux  hyperboles  équilatères  ont  quatre  points 
communs^  elles  doivent  coïncider,  à  moins  que  l'un  des 
points  ne  soit  le  point  commun  des  hauteurs  d'un 
triangle  dont  les  trois  autres  sont  les  sommets. 

X.  Théorème  de  Frégier.  —  «Si  par  un  point  delà 
circonférence  d'un  cercle  on  mène  des  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  d^une  conique,  la  droite 
qui  unit  les  seconds  points  communs  de  ces  parallèles 
avec  la  circonférence  passe  par  un  point  fixe  qui  porte 
le  nom  de  point  de  Frégier. 

Soient  O  le  cercle  donné,  A  le  point  donné  sur  sa  cir- 
conférence {fig*  73). 

Menons  par  le  point  A  les  parallèles  AM,  AN  à  deux 


(  '^8) 
diamètres  conjugués  d'une  conique  située  dans  le  même 
plan;  il  s'agit  de  montrer  que  MN  passe  par  un  point 
fixe. 

Les  couples  de  droites,  telles  que  AM,  AU,  forment 
un  faisceau  en  involution^  transformons  la  figure  par 
rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  A  pour  pôle  et 

Fig.  73. 


une  puissance  quelconque  K;  la  circonférence  O  a  pour 
transformée  la  droite  XY,  et  les  points,  tels  que  m  et  /i, 
forment  une  involution,  n"  III;  Chap.  II,  soit  (o  le  centre 
de  cette  involution;  unissons  A(o  par  une  droite. 

La  droite  dont  MN  fait  partie  a  pour  transformée  la 
circonférence  passant  par  les  points  A,  m,  «,  et  ren- 
contrant A  (0  en  /7  ;  le  point  p  est  fixe  à  cause  de  Tégalité 
(OwX  w/î  =  wAx  w/>,  le  premier  membre  étant  fixe 
d'après  la  définition  de  Tiiivolution.  Or  nous  avons 
aussi,  P  étant  le  point  où  MN  coupe  A(o, 

A/>  X  AP  =  K, 

d'après  notre  transformation  ;  le  point  p  et  le  nombre  K 
étant  fixes,  il  en  est  de  même  de  P. 

Le  théorème  de  Frégier  est  encore  vrai  si  au  cercle  on 
substitue  une  conique,  cela  se  voit  en  considérant  cette 
courbe  comme  la  perspective  d'un  cercle  ; 

L'application  de  ce  théorème  permet  de  construire 
facilement  deux  rayons  d'un  faisceau  en  involution  fai- 
sant entre  eux  un  angle  donné,  quand  le  faisceau  est 


(  1^9  ) 
déterminé  par  deux  autres  couples  de  rayons  conjugués, 
et,  en  particulier,  de  construire,  en  direction,  deux  dia- 
mètres conjugués  d'une  conique^  dont  on  donne  le 
centre,  faisant  entre  eux  un  angle  donné,  quand  on  con- 
naît les  directions  de  deux  autres  couples  de  diamètres 
conjugués.  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Comme  seconde  application  très  intéressante,  on  peut, 
au  moyen  de  ce  théorème,  déterminer  simplement  les 
rayons  conjugués  communs  à  deux  faisceaux  en  involu- 
tion  de  même  sommet  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
diamètres  conjugués  communs  de  deux  coniques  concen- 
triques. D  sufSt  pour  cela  de  faire  passer  un  cercle  par 
le  sommet  commun  des  deux  faisceaux,  de  déterminer  le 
point  de  Frégîer  relatif  à  chacun  d'eux  et  d'unir  ces 
deux  points  par  une  droite  ;  les  points  où  la  droite  coupe 
le  cercle  appartiennent  chacun  à  un  des  diamètres  con- 
jugués communs*.  On  ramène  à  cette  question  celle  de  la 
détermination  des  diamètres  conjugués  parallèles  de  deux 
coniques  situées,  comme  on  voudra,  dans  le  même  plan. 

Le  point  de  Frégier  s'est  présenté  spontanément  dans 
la  construction  que  nous  avons  donnée  au  Chapitre  I, 
n^VI. 

Théorème  et  applications.  —  Si  par  un  point  du 
plan  d^un  quadrilatère  on  mène  des  couples  de  parai" 
lèles  aux  directions  des  asymptotes  de  chacune  des  hy- 
perboles circonscrites  au  {quadrilatère,  ces  couples  de 
parallèles  forment  un  faisceau  en  ins^olution. 

Soient  EFGH  le  quadrilatère,  AOB,  COD  les  asym- 
ptotes d'une  hyperbole  circonscrite  (fig*  y 4)'  Coupons 
la  figure  par.  une  droite  quelconque,  rencontrant  les 
côtés  du  quadrilatère  en  P  et  F,  Q  et  Q',  et  l'hyperbole 
en  R  et  R'*,  puis  unissons  ces  six  points  à  un  point 
fixe  Gt),  pris  arbitrairement  dans  le  plan,  par  des  lignes 


(  i3o  ) 
droites.  D'après  le  théorème  de  Desargues,  ces  six  droites 
forment  un  faisceau  en  involution,  et  il  eu  sera  encore 
ainsi  si  la  sécante  PR'  s'éloigne  h  Tinfini^  mais  alors  les 
rayons  coP  et  toP^  iùQ  et  coQ'  deviennent  parallèles  aux 
systèmes  de  côtés  opposés  au  quadrilatère,  (i>R  et  a>R 
deviennent  parallèles  aux]  asymptotes  de  Thyperbole; 

Fig.  74- 


donc  les  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  menées 
par  le  point  (o  sont  deux  rayons  conjugués  du  faisceau  en 
involution,  déterminé  par  les  systèmes  de  parallèles  aux 
côtés  opposés  du  quadrilatère  menées  par  le  même  point, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'applications  nombreuses 
par  son  association  à  celui  de  Frégier. 

i**  On  en  déduit  les  directions  des  asymptotes  de 
Vhyperbole  passant  par  cinq  points.  Il  suflSt  pour  cela 
de  construire  les  rayons  conjugués  communs  à  deux  fais- 
ceaux en  involution  déterminés  en  menant  par  un  point 
du  plan  des  parallèles  aux  systèmes  de  côtés  opposés  de 
deux  quadrilatères  inscrits. 

2®  On  peut  encore  construire,  par  ce  moyen,  une 
hyperbole  passant  par  qualité  points  donnés,  connais^ 
sant  l^ angle  des  asymptotes  ;  on  est  ramené  pour  cela  k 
déterminer  deux  rayons  conjugués  d'un  faisceau  eu  in- 
volution comme  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 


(  '3'  ) 

3°  Comme  cas  particulier  de  la  question  précédente, 
on  peut  construire  une  hyperbole  équilatère  passant 
par  quatre  points  donnés  en  recherchant  les  rayons  con- 
jugués rectangulaires  d'un  faisceau  en  in  vol  ution  défini. 

On  voit  ainsi  que  le  problème  n'admet  généralement 
qu'une  solution;  toutefois,  et  c'est  là  une  remarque  im- 
portante, si  les  couples  de  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère étaient  rectangulaires  y  cest-à-dive  si  trois  des 
points  étaient  sommets  d'un  triangle  dont  les  hauteurs 
concourt* aient  au  quatrième  point,  le  quadrilatère  étant 
non  convexe,  les  seules  coniques  qiion  peut  lui  circon- 
scrire sont  des  hyperboles;  en  second  lieu,  deux  des 
couples  de  directions  asymptotiques,  celles  des  systèmes 
de  côtés  opposés,  étant  rectangulaires,  tous  les  sys- 
tèmes de  rayons  conjugués  du  faisceau  sont  rectangu- 
laires j  et  toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  quadri- 
latère sont  des  hyperboles  équilatères.  Ces  dernières 
conséquences  complètent  le  théorème  et  le  corollaire 
démontrés  à  la  fin  du  n°  IX  du  présent  Chapitre. 

XII.  Théorème.  —  Si  Von  coupe  une  conique  par 
une  hyperbole  équilatère,  dont  les  asymptotes  soient 
parallèles  aux  axes  de  la  courbe,  trois  des  points  com- 
muns et  le  point  diamétralement  opposé  au  quatrième,* 
dans  la  conique,  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

Démontrons  le  théorème  pour  le  cas  où  la  conique 
est  une  ellipse,  la  démonstration  pour  le  cas  où  elle 
est  une  hyperbole  est  entièrement  analogue,  «et  l'on 
peut  conclure  qu'il  est  vrai  pour  la  parabole,  en  la 
considérant  comme  limite  de  Tune  des  courbes  précé- 
dentes. 

Soient  O  l'ellipse  dont  les  axes  sont  A  A',  BB'  {fig>  76)  -, 
w  l'hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  VT,  RS 
sont  respectivement  parallèles  à   AA',  BB'.  Soient  les 


(  «3a) 
quatre  points  communs  des  deux  courbes  M,  N,  P,  Q, 
et  Mf  diamétralement  opposé  à  M  dans  l'ellipse. 

Prenons  un  point  quelconque  C  sur  l'hyperbole  et 
menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  asymptotes  ;  Tel- 
lipse,  rhyperbole  et  le  système  des  sécantes  rectilignes 

Fig.  75. 


MN,  PQ,  déterminent  sur  chacune  de  ces  parallèles  un 
système  de  six  points  en  involution  (théorème  de  De- 
sargues) et  comme  dans  ces  deux  involutions  le  point 
conjugué  de  G  est  à  l'infîni,  C  est  le  centre  de  chacune 
d'elles.  De  là  les  deux  égalités 

•  CExCD  =  CFxCG        et        CEj  x  CDj  =  CFi  x  CGi. 

Divisons  membre  à  membre  en  tenant  compte  du  théo- 
rème de  Newton, 


GExCD    __  ^ 
GEi  X  CD,  "■  a« 


GFxGG 
GFi  X  GGi 


en  désignant  par  a  et  &  les  demi-axes  de  Tellipse. 

Unissons  M^N  par  une  ligne  droite  :  MN,  MiN  for- 
ment un  système  de  cordes  supplémentaires,  et  les  dia- 
mètres OK,  OH,  qui  les  divisent  en  parties  égales  et  sont 
chacun  parallèles  à  celle  qu'il  ne  coupe  pas,  sont  conju- 


(  -33  ) 

gués.  Ces  diamètres  interceptent  sur  la  tangente  en  6 
les  segments  BH,  BK,  dont  le  produit  est  égal  à  a? 
(n^  IV,  Chap.  II)  ;  de  là 

a»  ""  BH  ^  BK' 
et,  par  comparaison  avec  l'égalité  précédente, 

CF     ^  _  Jl    a 

CFt  ^  GGi  ""  BH  ^  BK* 

Les  deux  triangles  rectangles  BOH,  GCGi  so^^^  sem- 
blables comme  ayant  leurs  côtés  parallèles,  d'où 

CG  _    h  ^ 
CG,  "  BH' 

d'après  l'égalité  précédente,  il  en  résulte 

GF  _    h_ 
CFi  ""  BK' 

Donc  les  deux  triangles  recta  agi  es  BOK,  CFF^  sont 
semblables,  leurs  angles  sont  égaux  et  leurs  hypoténuses 
OK,  FF<  sont  également  inclinées  sur  BK  et  CFi,  ou 
sur  la  parallèle  AA'^  il  en  est  de  même  de  PQ  et  MiN 
parallèle  à  OK5  donc  les  points  P,  Q,  N,  Mi  appar- 
tiennent à  un  cercle  (n**  VI  du  précédent  Chapitre). 

G.  Q.  F.  D. 

i^A  suivre.) 


ERRATA. 


Page  83,  dernière  ligne  de  la  note  ('),  au  lieu  de  -»  lUez  - 
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SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  V^R 
EN  FRACTION  CONTINUE; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 


Je  me  propose  d'exposer  ici  la  démonstration  très 
simple  des  quelques  théorèmes  insérés  dans  le  Mémoire 
d*Abel  Sur  l'intégration  de  ta  formule  différen- 
tielle, etc.  (*). 

Théorème  I.  —  R  étant  une  fonction  entière  de  x, 
y^R  se  déifeloppe  en  fraction  continue  illimitée 

/R  =  a  -t-        ■■ 


«1 


a, -H.      .         I 


"'•^ji' 


ou  a,  ai,  aa,  ...,  a/  sont  des  fonctions  entières,  yi  est 
l'un  des  quotients  complets  quelconque.  Je  dis  quej^i 
est  racine  de  V équation 

Aj^J-haBj/  — C  =  o, 
où 

A  =  j^?-yîR, 

pi^  qi  étant  des  fonctions  entières,  et  les  coefficients  A, 
B,  C  satisfaisant  à  l* égalité 

B«-AC  =  R. 


(')  Œuvres  complètes^  t.  I,  p.  io4  et  suiv.;  1881. 


(  «35  ) 
Démonstration,  —  Posons 


M^               I 

I 

et  -+- 

«1  + 

1 

«î-h. 

• 
• 

+ 

I 

rt      1  . 

I 

I 

Pi-x 

y 


«ï 


««•-1  "+■  7"  ~  T  ' 

alors  on  aura 

ou 

-h  %{piPi-i  —  <7iy,-i  R)7/  -H  (/>?_!  —  <7?_i  R)  =  o- 
D'où  il  suit  que 

B«  —  AG  =  (p,y-i  —  qtPi-iY  R  =  R,     c.  Q.  F.  D. 
Théorème  11.  —  Soit 

/R  =  ce  H î 


«1 


aj-i--  I 


••.-+ 


OÙ  j^,-  e5f  l'une  des  racines  de  l'équation 

{pf-9l^)y] 

'^(PiPi-i  —  g/5r/-iR)7/-H  (7??_i  —  y/_i  R)  =  o. 


5i 

a  étant  constant,  pour  i  impair,  nous  aurons 

a  =  I. 


(  «36) 
Démonstration.  —  Des  équations 

Pi  qt^x — qtpt-\  =*  (—  I)'-*  =  I , 

on  déduit 

qiqt-i  ^—fifi-t  =  P*^^f-^ , 

d'où  il  suit  que 

qt 

est  une  fonction  entière.  Mais,  comme 

ip(>iqt>iqi-i    (*), 

il  est  évident  que  a^/_i  est  le  reste  de  la  division  de  pi 
par  qt.  Par  conséquent, 


ou 


Mais 


donc 


Pi 
qi 

=  «-4- 

aqi^i 

qt 

Pi 
qt 

=  «-+- 

I 

a-»    ^' 

qt^i 

Pi 

Œ  OL  - 

1 

I 

qt 

«i-f- 

1 

a-^ 

qt  ^ 
-1 

I 

qt- 

1 

qt 

=  «/ 

I 

qt-i 

1      ' 

a-1 

I 

•  > 

D'après  une  propriété  bien  connue  des  fractions  conti- 


(■)  Bp.  est  le  degré  de  la  fonction  /?^  (Œuvres  complètes^  t.  I, 
p.  io8  et  saiv.)* 


(  -37) 

^ 

nues,  nous  aurons (*) 

^i    - 

I 
-  fi  t    1 

^/-t 

M*  .                         1 

»/— 1      ^^ 

Donc 

I 

«'-»-*-•..+ 

I 

«/  tt- 

«/-t-f-.. 

I                                                                  1 

1                    ,^_     ^fâ  mt           i 

1 
1 

a=^*  «/ 

Cette  égalité  entraîne  les  suivantes 

«/=««!> 

«/»!  =  «■'*  «Il 

«/-l  =  ««l> 

ai  =  a=*=*  a/. 

Si  i  est  impair, 

en  posant 

nous  aurons 

a/_jt=a**ajfc+t, 

ou 

et  enfin 

tf  =  I.  C.  Q.   F.  D. 

Théorème  III.  —  Si,  dans  le  déi^eloppement  Jey/R 
en  fraction  continue,  Vun  des  quotients  complets  ji  sa- 
tisfait à  V équation 

où 

a±^±iPÎ^q}R) 

est  une  quantité  constante,    la  fraction  continue  est 
nécessairement  périodique, 

(*)  SbrrbT)  Cours  d* Algèbre  supérieure,  t.  I,  p.  3o;  i866. 


(138) 
Démonstration.  -—  Étant  donné 


v/R  = 


«! 


«S 


De  t'équation 
nous  tireroas 


I 

a/  H 

Xi 


^/  = 


—  6-H  «H 


r/  = 


^, 


et,  en  posant, 


nous  aurons 


a 


cf 


=  P. 


•^        ^      ay 

Cela  posé,  distinguons,  avec  Abel,  deux  cai. 

Premier  cas,  —  Le  nombre  i  =  2 /r  -H  i  >  ^  étunt  en- 
tier. Dans  ce  cas 

a  s  1, 

donc 

Xi^'^'^y 

donc  la  fraction  continue 
v/R  =  a  H 


«j 


ttj  -4- .  1 


a/ 


P 


«1 


«4-+-.. 

est   évidemment  périodique.  En  outre,  nous  avons  vu 


(  >39) 
que  pour  i  impair 

En  posant  successivement 

m  =  o,  I,  2,  3,  ...,(^  —  0»  ^> 
nous  obtiendrons 


«jH-l  =  **• 


Par  conséquent  les  quotients  incomplets  de  la  fraction 
continue  formeront  la  série  suivante 

Deuxième  cas.  —  Posons 
Nous  avons 

Mais 


r  =  «!-+- 


«t 


I 


I         I    É       ■        I 


a, 


donc 

ay  =  a  ai  + 


I 

a/H , 


a—^  as  H- 


aas 


-  I 

a~*a/H 


OU 

I 


a^  =  aai4- 


a  as  H- .  ; 


I 


a-»  a/ H 


(  >4o) 

et  par  conséquent 


V/R  = 


a. -H 


•.-ha, 


p 


a  a, 


a  *«,-!- 


aa,- 


a-«a,-t- 


'I' 


Il  suit  de  là  que  les  quotients  incomplets  forment  la 
série 

La  période  se  compose  des  nombres  suivants 

Ainsi,   dans   les  deux  cas,  y/R  se  développe  en  frac- 
tion continue  périodique,  c.  Q.  F.  D. 


NOUVELLE  DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DTN  THÉORÈME 

DE  M.  FAURE; 

Par  m.  Ernbst  DUPORCQ, 
Élève  de  TÉcoIe  Monge. 


Théorème.  —  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
conjugués  par  rapport  aune  conique  fixe  coupent  or- 
thogonalement  un  cercle  fixe,  concentrique  à  la  co- 
nique. 


1 


(  «4-  ) 

Pour  démontrer  ce  théorème,  dû  à  M.  Faure,  pre- 
nons un  point  S  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  plan  P 
de  la  conique  C  par  son  centre  O,  et  imaginons  une 
sphère  passant  par  le  point  S  et  normale  à  la  droite  OS. 

Si  ABC  est  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  la  co- 
nique, les  droites  SA,  SB  et  SC  sont  conjuguées  par 
rapport  au  cône,  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour 
directrice  la  conique  C;  en  étendant  à  l'espace  le  théo- 
rème de  Frégier  généralisé,  on  voit  donc  que  les  plans, 
tels  que  abc^  déterminés  par  les  points  où  ces  droites 
coupent  la  sphère,  passent  par  un  point  fixe  m,  qui  est  si- 
tué sur  la  polaire  prise  par  rapport  au  cône  du  plan  Q 
tangent  en  fî  à  la  sphère  :  d'ailleurs,  cette  droite  n'est 
autre  que  SO,  car,  les  plans  P  et  Q  étant  parallèles, 
leur  intersection,  rejetée  à  l'infini,  a  pour  pôle,  relati- 
vement à  la  conique  C,  le  centre  de  cette  conique. 

Transformons  la  figure  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  le  point  S  pour  origine  d'inversion 
et  un  module  tel  que  la  sphère  ait  pour  transformée  le 
plan  P  :  le  plan  abc  a  pour  transformée  la  sphère  SABC, 
qui  passe  donc  par  le  point  M,  transformée  du  poin^  fixe 
m,  de  la  droite  SO. 

Le  point  O  a  donc  même  puissance  par  rapport  à 
toutes  les  sphères  telles  que  SABC,  et,  par  suite,  par 
rapport  aux  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués  ; 
ces  cercles  sont  donc  orthogonaux  à  un  cercle  fixe, 
concentrique  à  la  conique.  On  en  détermine  aisément 
le  rayon,  en  considérant  un  triangle  conjugué  particu- 
lier, ayant,  par  exemple,  pour  sommet  un  sommet  du 
rectangle  construit  sur  les  axes,  et  deux  côtés  confon- 
dus tangents  à  la  conique  en  un  de  ses  sommets  (*)• 


(*)  11  est  facile  de  voir,  d'après  ce  qui  précède,  qu'on  peut,  de 
même,  démontrer  le  théorème  de  M.  Faure  au  moyen  d'une  sphère 

Ann.  de  Mathémat.y  Z*  série,  t.  X.  (Mars  iSgr.)  lO 


(  '42  ) 


SDR  LB  LIEU  DES  CENTRES  DE  COURBURE  ÏÏHM  COURBE 
GAUCHE  ET  SUR  LES  COURBES  GAUCHES  A  COURBURE 
CONSTANTE; 

Pah  m.  p.  ADAM, 
Ingénieur. 


Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  plane 
est  Tenvcloppe  des  normales  à  cette  courbe;  il  n'en  est 
pas  de  même  pour  une  courbe  gauche;  mais,  dans  ce 
cas  : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  est  V enveloppe  du 
cercle  normal  à  la  courbe  considérée  et  ayant  pour 
diamètre  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  qui  aboutit 
à  cette  courbe. 

On  voit  que  cette  propriété  conduit  à  la  première, 
comme  cas  particulier,  quand  on  fait  grandir  indéfini- 
ment le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en  chaque  point 
de  la  courbe  gauche. 

Voici,  pour  démontrer  cette  proposition,  un  procédé 
géométrique  très  élégant  que  M.  Darboux  a  bien  voulu 
nous  indiquer. 

Soit  F  Taréte  de  rebroussement  de  la  surface  polaire 
de  la  courbe  gauche  C  considérée.  Chaque  tangente  00' 
à  F  est  la  droite  polaire  d'un  point  correspondant  M 
de  C;  le  plan  00' M  est  normal  à  C,  et  le  pied  O'  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  00'  est  le  centre  de 
courbure  de  C  au  point  M.  Le  lieu  de  O'  est  une  courbe 


arbitraire,  nriais  en  plaçant  loujours  le  puint  S  au  puinl  de  contact 
de  cette  sphère  et  d'un  plan  tangent  parallèle  au  plan  I*. 


(  '43  ) 
G  tracée  sur  la  surface   polaire  et  dont,  par  suite,  la 
tangente  O'T'  est  située  dans  le  plan  normal  OO'M. 

Déroulons  la  surface  polaire  sur  l'un  quelconque 
OqO'^Mo  de  ses  plans  tangents,  en  lui  donnant  une  sé- 
rie de  rotations  éJémentaires  convenables  autour  de  ses 
génératrices  successives  O,  O'.  Il  est  visible  que  les 
points  de  C  ne  quitteront  pas  cette  courbe  et  viendront 
en  Mo,  de  sorte  que  la  courbe  C  se  réduira  au  point  Mo. 
Les  courbes  F  et  C  se  transformeront  en  deux  courbes 
planes  F^  et  C'^  ;  l'angle  droit  O  O'M  viendra  en  O^  0\  M© 
en  restant  droit;  la  tangente  O'T'  viendra  en  O'^  T^  et 
comme  les  éléments  de  F  et  de  C,  situés  en  O  et  O',  ne 
quittent  pas  les  tangentes  00'  et  O'T',  il  s'ensuit  que 
O'O',  et  O'^  Ti  sont  des  tangentes  à  V^  et  à  C'^ . 

Donc  : 

C'^  est  la  podaire  de  F<  par  rapport  au  point  M©. 

Or,  d'après  une  propriété  bien  connue  de  la  podaire 
d'une  courbe  plane  T^  par  rapport  à  un  point  Mo  de 
son  plan  : 

Cette  podaire  est  C  enveloppe  des  cercles  décrits  sur 
les  rayons  vecteurs  MoO|  comme  diamètres, 

U  suffit  donc  de  revenir  à  la  surface  polaire  et  de  se 
rappeler  que  OM  est  un  rayon  de  la  sphère  osculatrice 
en  M  à  la  courbe  C  pour  obtenir  la  propriété  qu'il  s'a- 
gissait de  démontrer. 

On  peut  démontrer  cette  même  propriété  assez  rapi- 
dement par  le  calcul.  11  suffit  d'établir  que  la  tangente 
O'T'  est  située  dans  le  plan  normal  à  C  et  qu'elle  est 
perpendiculaire  à  la  droite  O'O''  qui  va  du  centre  de 
courbure  O'  au  milieu  O'^  de  MO. 

Appelons  x,  j^  z  les  coordonnées  du  point  M.  On 
sait  que  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  O'  et  du 


(  '44  ) 

centre  O  de  la  sphère  osculatrice  sont  respectivement 

a-H-Ra'     et     arn- Ra'  — Ta' -r  > 

as 


Les  coordonnées  du  milieu  O'^  de  MO  sont  donc 

Ra'       Ta"  rfR 


2  1     as 


et  les  droites  O'T'  et  O'O"  ont  leurs  cosinus  directeurs 
proportionnels  respectivement  à 

_.  (It!        ,  d^  ,      •*    «      m  «  »R 

a-+-R -5- -Ha'-7-     et  à      Ra'-hTa'-y-, 
as  as  as 


M        ,  rfR  \ 

-,-  4-  a'  -.-  I  =  o 


Nous  voulons  montrer  que 

^  a  ^a  -h      ~ds       '^    ds  ) 
et  que 

On  le  vérifie  de  suite  en  se  servant  des  relations 


I 


Ts       "^  R  ""  T 


Pour  pousser  plus  loin  Panai ogie  entre  les  deux  pro- 
priétés énoncées  au  début  de  cette  Note,  cherchons  une 
expression  de  Tare  élémentaire  dfs  de  la  courbe  C  des 
centres  de  courbure,  au  moyen  du  rayon  R|  de  la  sphère 
osculatrice. 

En  appelant  Ç,  t^,  X^  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure  O',  on  a 


(  i45) 

Or 

^  =  x-h  Ra', 


ce  qui  donne 


d^  ,dR^  da' 

as  as  as 


et,  en  tenant  compte  des  relations  (i), 


^  _    ,  dR       Rg'^ 
ds"^   ds         T 


Portant  ces  valeurs  dans  l'expression   (2)  de  -1-^»  il 


vient 


dà^  _  /ff^V      5! 
ds^  ~  \W/  "^  T» 


Mais  le  carré  R^  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice 
s'exprime  par 


par  suite, 

ou  bien 

(3) 


^«  _  R| 
ds^  ""  T* 

d^  _  ds 
Ri  ""T* 


Soit  MN  celle  des  normales  à  la  courbe  C  qui  est 
tangente  à  la  sphère  osculatrice,  c'est-à-dire  qui  est 
perpendiculaire  a  OM^  MN  n'est  autre  chose  que  la  di- 
rection conjuguée  à  C  sur  la  sphère  osculatrice,  ce  qui 
revient  à  dire  que  MN  admet  une  enveloppe  y;  y  est 
donc  Tune  des  développées  de  la  courbe  C,  et,  par  suite, 

en  désignant  par©  l'angle  NMO',  ou  son  égal  O'OM  ,  on 
a,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

ds        , 


(  >46) 
(3)  donne  donc 

Soit  cr<  Tare  OM  du  cercle  OO'M  décrit  sur  OM 
comme  diamètre.  On  a 

(j,  =  R,9, 
d*où 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  courbe  gauche,  la  diilercn- 
tielle  dv  de  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure  ri  est 
pas  égale,  en  général,  à  la  diilérentielle  r/(7i  de  Tare  de 
cercle  normal  O'iVI  dont  ce  lieu  est  Tenveloppe.  Elle  no 
le  devient  que  si  dK^  =  o,  c'est-à-dire  Ki  =  const. 

Donc  : 

Les  courbes  gauches  pour  lesquelles  le  rayon  de  la 
sphère  osculatrice  est  constant  sont  les  seules  dont  la 
courbe  des  centres  de  courbure  soit  une  déi^eloppée  par 
rapport  au  cercle  OO'M  ayant  pour  diamètre  le  rayon 
de  cette  sphère. 

A  ce  titre,  ces  courbes  otirent  de  Tintérèt  :  elles  for- 
ment une  transition  entre  la  courbe  gauche  quelconque 
et  la  courbe  plane. 

Nous  allons  voir  que  ces  courbes  pour  lesquelles  le 
rayon  de  la  sphère  osculatrice  est  constant  ofTrent 
d^autres  caractères  géométriques  remarquables. 

Appliquons,  en  effet,  leur  surface  polaire  sur  le  plan, 
comme  nous  l'avons  fait  précédemment  dans  le  cas  gé- 
néral ^  le  rayon  OM  de  la  sphère  osculatrice  devient 
Oi  Mo,  et,  comme  ce  rayon  est  constant,  deux  cas  se  pré- 
sentent : 

i"  Ou  bien  F,  se  réduit  à  un  point  ^ 

2"  Ou  bien  Fj  est  un  cercle  de  centre  Mo. 

Kxamitions  ces  deux  cas  avec  quelque  détail. 


{  '47  ) 

Dans  le  premier  cas,  V  est  aussi  réduit  à  un  point  et, 
par  suite, 

La  courbe  C  est  une  courbe  sphérique. 
Le  triangle  rectangle  OMN  donne  alors 


OM  =00'xON, 
c'est-à-dire 

R2  =  00'xON. 
Donc: 

Y  et  G  sont  deux  courbes  inverses  l'une  de  l'autre 
par  rapport  au  centime  O  de  la  sphère. 

Il  résulte  de  là  que  la  tangente  O'T'  à  C  doit  être 
dans  le  pla»i  normal  OMN  comme  la  tangente  à  y^   et 

que  T'O'N  =  O'NM,  c'est-à-dire  queO'T'est  tangente 
au  cercle  OO'M  de  diamètre  OM.  On  retrouve  ainsi, 
dans  le  cas  particulier  d'une  courbe  sphérique,  la  pro- 
priété que  nous  avons  énoncée  en  commençant  cette 
Note.  On  peut,  d'ailleurs,  de  ce  cas  particulier,  déduire 
immédiatement  la  même  propriété  pour  le  cas  général 
d'une  courbe  gauche  quelconque,  en  remarquant  que 
quatre  éléments  consécutifs  de  cette  courbe  appartien- 
nent à  la  sphère  osculatrice. 

Soit  O'"  le  point  de  rencontre  de  la  droite  polaire  00' 
avec  la  sphère  sur  laquelle  est  tracée  la  courbe  G  ;  le 
point  O"^  et  Tare  de  grand  cercle  O'^'M  sont  le  centre  de 
courbure  sphérique  et  le  rayon  de  courbure  sphérique 
de  la  courbe  G.  L'arc  de  grand  cercle  O'^'M  et  l'arc  O'M 
du  cercle  OO'M  (arc  qu'on  peut  appeler  le /•oj/'o/i  de 
courbure  vrai)  ont  même  longueur.  Si  donc  on  appelle 
rfo-a  la  différentielle  de  l'arc  O'^'M,  ou,  ce  qui  est  pareil, 
la  différentielle  de  la  développée  sphérique,  on  aura 

d^2  =  d<si  =  ûfa. 


(  .48) 
Ainsi,  dans  le  cas  d*iiiit*  courbe  sphuriquo  : 

Le  rayon  de  courbure  sphérique  et  le  rayon  de 
courbure  vrai  ont  même  longueur^  la  développée 
sphérique  et  la  courbe  des  centres  de  courbure^  qu*on. 
peut  appeler  la  dévelopjiée  vraie,  ont  aussi  même  Ion- 


gueur. 


Le  lieu  du  centre  O^  du  cercle  00' M  est  homothé- 
tique  de  la  courbe  G  par  rapport  au  point  O.  Donc  ce 
lieu  est  normal  au  plan  du  cercle  00' M. 

Il  en  résulte  que  : 

G  et  G  sont  tracées  sur  une  surface  canal  S  ayant 
pour  diamètre  OM  le  rayon  de  la  sphère; 

mais  c'est  une  surface  canal  toute  particulière,  car  elle 
est  tangente  à  une  sphère  ;  ou  encore,  les  sphères  qui 
admettent  S  pour  enveloppe  passent  toutes  par  un  point 
iixe  O;  G  est,  d'ailleurs,  une  ligne  de  courbure  de  S. 

La  surface  canal  S  est  le  lieu  du  cercle  00' M  de  dia- 
mètre OM.  Réciproquement  : 

Si  pour  une  courbe  gauche  G,  le  lieu  S  du  cercle 
OO'M  normal  à  cette  courbe  et  décrit  sur  le  rayon  de 
la  courbe  osculatrice  comme  diamètre  est  une  surface 
canal,  cette  courbe  est  sphérique. 

On  peut  l'établir  analytiquement,  mais  c'est  une 
chose  évidente,  car  le  point  O,  diamétralement  opposé 
au  point  M  sur  la  surface  canal,  doit  décrire,  comme  ce 
point  M,  une  trajectoire  F  normale  au  plan  du  cercle 
OO'M-,  et,  comme  cette  trajectoire  est  tangente  au  plan 
00' M,  elle  ne  peut  être  qu'un  point-,  le  point  M  reste 
donc  à  distance  constante  d'un  point  fixe  O  et  la  courbe 
G  est  sphérique. 

Pour  terminer  ce  qui  est  relatif  aux  courbes  sphé- 
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riques,  remarquons  que  la  développée  y  est   ici  une 
ligne  géodésique  sur  le  cône  de  sommet  O,  car  le  plan 
osculateur  TMN  à  y  est  perpendiculaire  au  plan  OMN, 
lequel  est  tangent  au  cône  considéré. 

Passons  maintenant  au  second  cas,  celui  dans  lequel 
Fi  est  un  cercle  de  centre  M©.  Alors  G'^  coïncide  avec  Fi . 
Ainsi  : 

Quand  on  applique  sur  le  plan  la  surface  polaire 
d^une  courbe  dont,  la  sphère  osculatrice  a  un  rayon 
constant,  r  are  te  de  rebroussement  de  cette  sur jace  et  la 
courbe  des  centres  de  courbure  se  transforment  en  un 
seul  et  même  cercle. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  sphérique,  la  transformée  G, 
reste  quelconque.  Il  est  donc  à  remarquer  que  la  courbe 
spliériquequi  semblerait  devoir  être  un  cas  particulier 
de  la  courbe  dont  la  sphère  osculatrice  a  un  rayon  con- 
stant en  est,  au  contraire,  un  cas  tout  différent  qu'il 
faut  traiter  à  part,  comme  nous  l'avons  fait. 

Puisque  G'^  coïncide  avec  F|,  on  a 

MoO;==MoO„ 
c'est-à-dire 

On  retrouve  ainsi  ce  théorème  connu  : 

Une  courbe  gauche  dont  la  sphère  osculatrice  a  un 
rayon  constant  est  une  courbe  à  courbure  constante,  et 
son  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon  de  la  sphère 
osculatrice.  V arête  de  rebroussement  de  la  surface 
polaire  coïncide  donc  ax^ec  le  lieu  des  centres  de  cour- 
hure. 

Ge  résultat  met  encore  en  relief  la  différence  très 
grande  qu'il  y  a  entre  la  courbe  dont  la  sphère  oscula- 
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trice  a  un  rayon  constant  el  la  courbe  sphérique,  puis- 
que cette  dernière  n*a  généralement  pas  son  rayon  de 
courbure  constant. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  : 

Si  la  courbure  d  *une  courbe  gauche  est  constante, 
il  en  est  de  ntéme  du  rayon  de  la  sphère  osculatrice,  et 
l*on  a  R  =  Rf. 

Cela  résulte  immédiatement  de  la  relation 

Voyons  ce  qu'est,  dans  le  cas  particulier  qui  nous 
occupe,  Taréte  de  rebroussement  F  de  la  surface  polaire, 
ou,  ce  qui  est  pareil,  la  courbe  C  des  centres  de  cour- 
bure. 

Pour  obtenir  F  il  suffit,  partant  d'une  origine  quel- 
conque 0),  située  sur  F| ,  de  donner  à  ce  cercle,'autour  de 
ses  tangentes  successives,  des  rotations  élémentaires  dé- 
iinies  par  une  loi  quelconque^  dans  ce  mouvement,  le 
centre  Mo  du  cercle  F|  décrira  précisément  la  courbe  C. 
Or,  étant  parvenu  à  un  point  quelconque  0|  de  F^,  le 
point  Mo  décrit  autour  de  la  tangente  0|N«  un  élément 
perpendiculaire  au  plan  MoO<F,  déterminé  par  la  por- 
tion de  F,  non  encore  déformée. 

Donc  le  lieu  des  positions  successives  de  la  partie 
non  déformée  de  F<  est  une  surface  canal  S  dont  Taxe 
n'est  autre  chose  que  la  courbe  C  décrite  par  le  point  Mo; 
F  (îst  une  courbe  tracée  sur  cette  surface  canal  tangen- 
tiellement  aux  positions  successives  du  cercle  F<,  et 
comme  les  plans  de  deux  cercles  F^  consécutifs  se  cou- 
pent suivant  une  tangente  commune  0|]\<,  c'est-à-dire 
comme  ces  deux  cercles  n'ont  qu'un  point  commun  0<, 
2  est  une  surface  canal  à  arête  de  rebroussement  réelle 
et  unique  F.  Enfin,  les  rotations  successives  du  cercle  F, 
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autour  de  ses  tangentes  n'altérant  TangLe  de  contingence 
de  ce  cercle  que  d'une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  cet  angle,  F  a  la  même  courbure  que  F,*,  F  est 
donc  une  courbe  à  courbure  constante  comme  C  et  sa 
courbure  est  la  même  que  C. 

Inversement,  considérons  le  cercle  de  centre  0|  et 
de  rayon  0«  Mo  dont  le  plan  est  normal  h  F,  c'est-à-dire 
est  perpendiculaire  à  0<N4  5  ce  cercle  n'est  autre  que  le 
cercle  osculateur  à  G  en  Mo  et  il  engendre  une  deuxième 
surface  canal  S'  d'axe  F  et  d'arête  de  rebroussement  C; 
celte  arête  de  rebroussement  est  unique,  parce  que  deux 
cercles  osculateurs  successifs  d'une  courbe  gauche  ne  se 
rencontrent  qu'en  un  point. 

On  peut,  en  définitive,  énoncer  le  théorème  suivant 
dont  la  première  partie  est  une  proposition  classique 
due  à  Monge  : 

Si  une  courbe  gauche  a  sa  courbure  ^  constante,  le 

lieu  de  ses  centres  de  courbure  a  aussi  sa  courbure 
constante  et  égale  à  celle  de  la  proposée.  Chacune  de 
ces  deux  courbes  est  V arête  de  rebroussement  unique 
d\ine  surface  canal  de  rayon  R  ayant  pour  axe  l'autre 
courbe  et  admet  pour  cercles  osculateurs  les  cercles 
générateurs  de  la  surface  canal  sur  laquelle  elle  est 
tracée. 

Par  exemple,  la  courbe  des  centres  de  courbure  d'une 
hélice  circulaire  est  une  seconde  hélice  qui  a  même 
courbure  que  la  première,  et  chacune  de  ces  deux  hélices 
est  l'arête  de  rebroussement  unique  d'une  surface  qui 
admet  l'autre  hélice  comme  axe. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente  : 

Si  Von  considère  une  surface  canal  S  à  arête  de 
rebroussement  unique  F,  cette  arête  est  à  courbure  con- 
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stante  et  fille  admet  pour  cercles  osculateurs  les  cercles 
générateurs  de  la  surjace  canal,  IJaxe  C  de  cette  sur- 
face est  l* arête  de  rebroussement  unique  d  *une  deuxième 
surjace  canal  5/  de  même  rayon  que  la  première,  ayant 
comme  axe  V arête  de  rebroussement  de  la  première  et 
comme  cercles  osculateurs  les  cercles  générateurs  de  S'. 

Terminons  par  quelques  généralités  relativement  aux 
courbes  gauches  quelconques. 

Pour  une  courbe  quelconque,  la  surface  lieu  du 
cercle  00' M  n'est  généralement  pas  l'enveloppe  d'une 
sphère;  mais  C  est  encore  une  ligne  de  courbure  sur 
cette  surface,  comme  dans  le  cas  d'une  courbe  sphérique, 
puisque  les  tangentes  menées  à  cette  surface  normalement 
àC  admettent  une  enveloppe  y*,  quant  à  la  dévelop- 
pée Yi  elle  est  encore  une  ligne  géodésique  sur  la  surface 
polaire  de  C,  puisque  le  plan  TMN  osculateur  à  v  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  OIMN  à  la  surface  po- 
laire; du  reste,  les  autres  développées  de  C  sont  aussi 
des  lignes  géodésiques  sur  la  surface  polaire. 

Y  et  C  sont  liées  encore  par  la  relation 


00'xON  =  OM    =Rf; 

ce  sont  donc  deux  courbes  inverses,  avec  pôle  et  puis- 
sance d'inversion  variables. 

Remarquons  enfin  que  la  relation  obtenue  plus  haut 

d^  =  Rj  é/cp, 
laquelle  devient,  pour  le  cas  d'une  courbe  plane, 

da  =  <x>  X  o 

montre  que,  dans  ce  cas,  la  vraie  valeur  de  Rf  d<f  n'est 
autre  que  la  différentielle  d<T  de  l'arc  de  la  courbe  des 
centres  de  courbure. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  t.  GLUGNET, 

Ingénieur  des  Manufactures  de  l'État. 


Théorème.  —  Si,  d^un  point  lo  de  Vaxe  d'une  co- 
nique (^fig»  1)5  comme  centre,  on  décrit  une  circonfé- 
rence de  rayon  quelconque,  les  cordes  dHntersection 
MMi,  M'M'^  du  cercle  et  de  la  conique  sont  à  égales 
distances  du  pied  K  de  la  normale  menée  par  to. 


Fig.  I. 


Fig.  2. 


En  effet,  soit  une  tangente  quelconque  RS  à  la  cir- 
conférence {fig'  2),  on  peut  la  considérer  comme  en- 
gendrant un  cône  d'axe  wS  quelconque,  passant  par  w 
et  situé  dans  le  plan  de  la  figure. 

De  même,  la  conique,  en  tournant  autour  de  son 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Avril  1891.)  ii 
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axe  0)0,  engendre  une  surface  de  révolution  du  second 
ordre. 

L'intersection  de  ces  deux  surfaces  se  projette  sur  le 
p1anOo)S  des  axes,  suivant  une  conique,  dont  on  a 
deux  diamètres  conjugués  à  Taide  des  sphères  limites. 

L'une  de  ces  sphères  est  déterminée  par  le  cercle  co  R 
et  donne  le  diamètre  [jl[ji'.  L'autre  sphère  est  déterminée 
par  le  cercle  coRyi  tangent  à  la  conique,  et  fournit  le 
second  diamètre  K  cp  cp  <  K| . 

Or  K  est  le  pied  de  normale  cdK  et  KK|  passe  au 


ilieu  de  \k^' 


milieu 


c.    Q.    F.    D. 


Corollaire.  —  Si  d'un  point  to  de  Taxe  d*une  co- 
nique on  décrit,  comme  centre,  une  circonférence  tan- 
gente au  sommet,  le  pied  de  la  normale  coK,  menée  de 


ce  point  à  la  conique,  est  à  égales  distances  de  la  tan- 
gente au  sommet  et  de  la  corde  d'intersection  MM|  dû 
cercle  et  de  la  conique  (fig*  3). 

Remarque  /.  — ^  Ce  corollaire  donne  une  construc- 
tion très  rapide  de  la  normale.  Il  suffit  de  décrire  le 
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cercle  tangent  en  A;  de  tracer  la  corde  MM|  ('),  et  de 
mener  par  I,  milieu  de  A[jl,  la  perpendiculaire  IK  à 
Taxe. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  le  pied  K  de  la  nor- 
male, on  en  déduit  la  détermination  de  la  corde  MMi 
d'intersection  de  la  conique  et  du  cercle  de  centre  to  et 
de  rayon  loA. 

Et  en  particulier  la  corde  réelle  MM^  {Jig*  4)?  lorsque 


(»)  On  peut,  d'ailleurs,  déterminer  géométriquement  cette  corde 
MM^.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  la  surface  de  révolution  engen- 
drée par  la  conique  autour  de  son  second  axe  OB  et  la  sphère  de 
grand  cercle  wA.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe 
projetée  suivant  un  cercle  sur  un  plan  parallèle  au  pian  projetant  (oO. 

Ce  cercle,  dont  on  a  déjà  le  point  a,  se  détermine  à  l'aide  d'une 
parallèle  H  quelconque. 

D'où  le  point  m  et  la  corde  MM,  {fig'.ct). 


Cette  construction  s'applique  également  au  cas  où  le  cercle  n'est 
pas  tangent  au  sommet.  Il  suffit  alors  de  prendre  deux  parallèles 
pour  déterminer  le  cercle  de  projection  dont  le  diamètre  de  front 
donne  les  deux  cordes  cherchées. 
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les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique  sont 
imaginaires. 

Remarque  II,  —  La  construction  qui  précède  permet 
de  construire  rapidement  la  développée  de  la  conique. 

Fig.  4-  Fig.  5. 


Remarque  IIl.  —  Si  Ton  mène  la  perpendiculaire 
Cet!)  à  AB,  en  son  milieu,  les  normales  issues  de  e  et 
de  (0  ont  leurs  pieds  en  H  et  K,  sur  les  parallèles  aux 
.axes  passant  par  C  {fig*  5). 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


Remarque  IV.  —  Le  théorème  et  le  corollaire  pré- 
cédents sont  évidents  lorsque  la  conique  se  réduit  à 
deux  droites  qui  se  coupent  {fig*  6  et  7). 
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Remarque  V .  —  Soit  une  parabole  de  foyer  F  et  de 
paramètre  p  {fig»  8).  On  a  encore,  si  coK  est  la  nor- 
male, 

AX  =  Xfjt. 

Fig.  8. 


Maïs 

AX  =  Ad)  —  Xw  =  Ati)  —  p 

et,  par  suite, 

Afx  =  aAX  =  îAo)  —  2/?  =  AR  —  2/?. 

Cette  relation 

Afi  =  AR  —  2p 

détermine  la  corde  d'intersection  du  cercle  w  A  et  de  la 
parabole.  Mais  elle  montre  en  outre  que 

AR~A|ji  =  fjLR  =  2/?  =  4AF. 

D'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  flèche  de  Varc  intercepté  par  une 
parabole^  dans  toute  circonférence  tangente  en  son 
sommet,  est  constante  et  égale  au  double  du  para- 
mètre. 


(  -ss) 

Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  la  position  limite  de 
Ja  corde  Mi\I|  est  obtenue  lorsque  AR  lui-même  est  égal 
à  ip. 

Dans  ce  cas,  le  cercle  est  osculateur  et  Ton  retrouve 
ainsi  le  paramètre  pour  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
au  sommet. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  INTÉGRALES  EN  SÉRIES  ; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


En  posant 


on  a 

a-\-bm 


J>«  M  -I-  vit* 
an  +  bafTi 


'"'"'"»  k=n-l 


(bm)^ 


k  =  i 

k  =  n-l 


Jbom)^ 

I 

k=i 


-  1  t!I& -*'(-) -^- 


OU 


=  _(i  — Q)^"'^"     [ô«4>(«)(a-H^^0m)-  ^»S*(«^(ûo-H6oe/n)] 

I  .  '2  .  3  ...  (Al  —  I  ) 

Jq 


Comme 


4»('*Hao-H  bom  ^  z)z'^-^  dz  1. 


fin 
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on  obtient,  en  prenant  m  =  i , 


,  k  —  n  —  i. 

\  Y{x)dx^   /     ^{x)dx^    >     -^-^ -j^Y^k-'L) (^a) 


*  =  1 

*  =  /!— 1 

6Î 


A  =  l 


= î r   Y^n-\) (^a -^  h  —  z)  z^-'^  dz 

1.2.3.  ..(/i  —  i)|^      ^0 

/^'^  =        (i  — Q)"~^ 1-^„  p(n_i)  (^  _^  ^a)  —  a'l  Fi«-i^  {6o-h.6ao)] 

i.2.3...(n  — 1)|_      Jo 

—    r  °F^«-iJ(«o-h6o-'Z)'S""*<^'2    . 

Cette  formule,  pour  a  +  è  =  ao  +  io  =  <^^  donne 


A  =  n— 1 


k—n-\ 


-  2 '^^S^^"- <«•>-*■■ 

(i)    (  *=« 

At=(-i)»-i        T'^rr    .J(«-c)''F"'-')[a  +  9(c-a)l 

—  («0—  c)»  F^«-i^[ao-^  9(c  —  ao)]5 
I  =  {—'^Y-'^ r    Y^^-'^'>{z){z  —  cY-^àz   (1); 

\  I.2.3...(/l—  i)J^ 


(')  Nous  supposons  ici  que  les  fonctions  Y{x),  F'(j7),  ...,  F('»-')(a:)  sont  finies 


(  i6o  ) 
d*où  l'on  déduit,  pour  c  =  ûf  -h  ao{b  =  Uo,  bo=  a), 


A=«  — 1 


fn^)'-=    2  rxiTT;?^'*-"  (''<•) 


'*•  ^=1 


*=«  — 1 
(a)      <  *=• 


Ai 


l  .2.3  ..  .  (/l  —  l) 

X  [a«  Fi«-i)  (ao-+-  6a)—  a?  F(«-i^(a-h  Oao)] 
J„.  i.a.3...(/i  — i) 


et  pour  c  =  o, 


A=rt  — 1 


%J  £1  ^BiiB      I.2*iJ..>/l 


2  7yT^«»p'*-'(«»)-^*- 


*=i 


(3)        ^  (Théorème  de  Bernoulli.) 

1.2.3  . . .  (/i  — i) 
x[a»F(«-iJ(ea)— aSFt»-i)(eao)] 

=  .■2.3...(n-,)JL.  F'-H^) -»-<».. 

Si    Ton   pose,    dans   la  formule  (a),  i  =  io  =  c?   on 
trouve 


et  continues  entre  x  =  Oo  et  x  —  c,  aussi  entre  ^  =  a  et  j?  =  c,  par 


suite  entre  a?  =  a^  et  a:  =  a. 


(  ^6i  ) 

I.2.3...(/l  —  l)^ 

i.2.3...(,2^i)|_      J,  ^    H-  ;^ 


ou,  en  mettant  a  —  c  et  Uq —  c  au  lieu  de  a  et  ^o, 

[(a  — c)*— («0— c)*l 

V  \U/  )  ViJU  =  7\^     ■ 

«0 


— (ao  -  c)«  F(«-iJ[c -h  e  («0- c)]  ! , 
I  *       1.2.3  ...(/i  —  i)     • 


[r 


En  faisant  successivement  dans  cette  série  c  =  «o  et 
c  =  o,  on  obtient  les  formules  bien  connues 


;5)        y  F(^)(^^=  2  feâ^''^"''(^'>)-^^«' 


[ 


^5=  \     ^)/  ' .  (a__ao)«F(«-t>[ao+e(a-ao)] 

1.2.3  ...  (71  —  I)  ^ 

I  /•''~''° 

=  r ; /  Ft»-i^(a  — ^)^«-i^^; 

I.2.3...(/l  — i)  Jq 

d'où,  pour  /z  =  I ,  sî  F(  j:)  est  une  fonction  finie  et  con- 
tinue entre  a:  ^=  a^  et  j:=  a, 

Jf     F(ar)(^a7  =  (a  —  «o)  F[ao4-  6(a  —  ao)] 

(')  Les  fonctions  F(a7),  F' (a?),  ...,  F('»-*)(a?)  sont  supposées 
finies  et  continues  entre  x  —  c  tX.  x  ~  a^y  aussi  entre  a?  =  c  et  a?  =  a, 
par  suite  entre  x  —  a^  tX  x  —  a. 
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et 


I  . '2 ,  J  .  .  .  (  n  —  I  )  "^ 

= 1 f    F^n-i)fa^z)z^-^âz 

d'où,  pour  7ï  =  I, 
/     F(a:)()^  =  aF(Oa)-aoF(eao)=   /     F{x)dx—J      F(a;)dx. 


Remarque.  —  Si  Ton  applique  la  formule 

f    F(a7)():r  =  aF(0a) 
aux  intégrales 

i.2.3...(/i  —  i)Jç 
OÙ 

1        j^ 

x  =  y^=  z'f,        F(a;)  — yu)(ao-f-a  — a7)a?«-S 

on  obtient 

1 .  'jt .  i  . . .  (  /t  —  I  )  "^ 


1 .2.3  . .  .(/i—  i)<7 


/(«)(ao+Oja) 
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ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES  PROPRIÉTÉS  DES  CONIQUES 
D'APRÈS  LEUR  DÉFINITION  ('); 

Par  M.  L.  MALEYX. 


XIII.  Normales  à  une  conique  passant  par  un  point 
donné  dans  son  plan,  théorème  de  Joachimstahl.  — 
ExaminoQS  le  cas  de  Tellipse,  la  question  se  résoudra 
d'une  manière  analogue  pour  les  autres  courbes. 

Soit  O  une  ellipse  dont  les  axes  2a,  ib  sont  dirigés 
suivant  OX,  OY,  et  à  laquelle  nous  voulons  mener  une 
normale  par  le  point  M  {fig»  76). 

Fig.  76. 
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Soit  MP  une  de  ces  normales  ;  P  son  point  d'incidence, 
que  nous  définirons  par  ses  distances  PH,  PK  aux 
deux  axes  ;  nous  représenterons  ces  distances,  ou  coor- 
données, par  j^  X  respectivement.  Nous  définirons 
aussi  la  position  du  point  M  par  les  distances  analogues, 
^,  a;  y^  x^  p,  a  étant  susceptibles  de  signes. 

Menons  la  tangente  PS  en  P,  cette  droite  rencon- 
trant OX   en  S;    les  deux   triangles  rectangles  MPQ, 

(')  Voir  t.  X  (1891),  p.  i:?5. 


->  ■- 
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PHS  sont  semblables  comme  ayant  leurs  côtés  perpen- 
diculaires :  on  en  déduit 

MO       OS  — OH  Û  — y       OS  — a? 

— -S  = ou  - — ^  = • 

PQ  PU  a  — a?  y 

Mais  les  points  H,  S  étant  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  A,  A',  on  a 

ÔX  =  OSx  OH,        d'où        OS  =  2! ; 

X 

remplaçant, 

a» 

y  —  p        X  a*  —  X* 

X  —  a             y  xy 

D'après  le  n°  II  du  présent  Chapitre,  on  a 


substituant, 

(i) 

y     P  _  «*.r 

a?  —  a        h^x 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(a* —  h^)xy  -\-h^^x  —  a'*'%y  =  o 
ou 

Si  nous  construisons  les  parallèles  à  OY,  OX^  situés  à 
des   distances  du  point  O  respectivement  représentées 

P«^  ^nr^i' ^ïzrp' l^^^facteurs x-^^ï^^^ , j  +  ^^ 

représentent  les  distances  du  point  P  à  ces  deux  paral- 
lèles. 

Il  résulte  de  la  relation  (2)  que  le  produit  de  ces  di- 
stances est  constant,  et,  d'après  le  premier  des  théorèmes 
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d' Apollonius,  que  le  point  P  se  trouve  sur  une  hyper- 
bole équilatère  ayant  ces  parallèles  pour  asymptotes. 

La  relation  (i)  étant  visiblement  satisfaite  pour  le 
point  M  et  pour  le  point  O,  ces  deux  points  appartien- 
nent à  l'hyperbole  équilatère.  On  peut  construire  cette  ^ 
courbe  dont  on  connaît  les  asymptotes  et  deux  points  ^ 
ses  points  communs  avec  Tellipse  feront  connaître  les 
points  d'incidence  des  normales  issues  de  P,  qui  sont  en 
général  au  nombre  de  quatre. 

On  peut  conclure  du  théorème  du  numéro  précédent, 
que  :  trois  des  points  d'incidence  des  normales  menées 
d'un  point  à  une  conique  et  le  point  diamétralement 
opposé  au  point  d'incidence  de  la  quatrième,  dans  cette 
conique^   appartiennent  à  un  même  cercle;  c'est  là  le 

THÉORÈME    DE  JoACHlMSTAHL. 

XIV.  Lieu  géométrique.  — Etant  données  deux  co- 
niques C  et  Cl,  ainsi  que  deux  directions  D  et  !)<, 
dans  le  même  plan  ;  par  un  point  M  du  plan  on  mène 

Fig.  77. 


Di 


deux  parallèles  y  la  première  à  la  direction  D,  rencon^ 
trant  la  conique  C  aux  points  V  et  Pi ,  la  deuxième  à 
la  droite  D|,  rencontrant  la- conique  Ci  aux  points  Q 
et  Qi  ;  on  demande  de  déterminer  le  lieu  du  point  M 
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par  la  condition  que  le  produit  MP  X  MP|  ait  avec  le 
produit  MQ  X  MQ<  un  rapport  donné  a  {fig.  77  ). 

Soient  R  vX  Rf  les  points  où  la  parallèle  à  D4  passant 

par  M  rencontre  la  conique  C,  pour  tous  les  points  du 

plan,  et,  d'après  le  théorème  de  Newton,  on  a,  p  étant 

un  nombre  fini, 

MP  X  MPi  _ 

MHx  MHi  ~  ^' 
Si,  en  outre,  M  est  un  point  du  lieu,  on  a  aussi 

MP  X  MPi 


MgxMQi 


=  a. 


Divisant  membre  h  membre,  on  en  conclut  que,  pour 
tous  les  points  M  du  lieu, 

MQ^<JV1Q_,  _  g 
MHx  MHi  '"  a' 

D'après  cette  égalité,  le  rapport  involutif  d^un  point 
M  du  lieu,  par  rapport  aux  couples  de  points  de  ren- 
contre d'une  droite  de  direction  donnée  avec  les  coni- 
ques C  et  C|,  est  constant,  et  il  en  résulte,  d'après  le 
théorème  du  n"  VII  du  Chap.  II,  que  le  lieu  est  une  co- 
nique passant  par  les  points  communs  des  deux  pre- 


mières. 


XV.  Si  deux  cônes  ont  pour  directrice  une  même 
conique^  ils  se  coupent  suivant  une  seconde  courbe 
plane,  qui  est  une  autre  conique  (*).  —  Soient  S  et  Si 
les  sommets  des  deux  cônes  ayant  pour  directrice  la  co- 
nique O  {fig'  78);  unissons  S|S  par  une  ligne  droite 


(*)  Depuis  ma  rédaction,  je  me  suis  aperçu  que  la  démonstration 
géométrique  de  ce  théorème  se  trouvait  dans  le  Cours  de  Géomé' 
trie  descriptive  de  M.  Ch.  Brisse,  II"  Partie,  p.  92. 
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coupant  le  plan  de  la  directrice  en  P.  Par  la  droite  SS4 
faisons  passer  un  plan  variable  coupant  celui  de  la  di- 
rectrice suivant  la  droite  PAB  et  les  deux  cônes  suivant 
les  deux  couples  de  génératrices  SA  et  SB,  Si  A  et  84  B. 
Ces  deux  couples  de  génératrices  se  coupent  aux  points 
A,  B,  o>,  0)4  ;  les  points  A,  B  décrivent  la  directrice,  les 
points  ct),  (i>4  la  seconde  partie  de  l'intersection  qu'il 
faut  démontrer  être  plane. 

Fig.  78. 


Or  la  droite  w^  w  est  la  polaire  de  P  par  rapport  aux 
deux  droites  «04 S,  (o^S^  \  il  eu  résulte  que  les  points  e, 
VI,  où  elle  rencontre  PS4  et  PB,  sont  conjugués  harmo- 
niques de  P  par  rapport  aux  couples  de  points  S  et  S4 , 
A  et  B 5  le  point  e  est  fixe,  puisque  P,  S  et  84  le  sont, 
et  quant  à  r,  il  décrit  la  polaire  MN  de  P  par  rapport  à 
la  conique;  les  points  co,  (04  sont  donc  situés  dans  le 
plan  eMM  qui  est  fixe,  et,  en  conséquence,  la  courbe 
qu'ils  décrivent  est  plane. 

XVI.  Note.  —  Le  théorème  de  Pappus  nous  a  servi 
aun®  VI,  Chap.  II,  pour  établir  un  théorème  important 
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par  ses  conséquences,  soit  pour  fournir  une  construc- 
tion relativement  simple  des  points  communs  d'une  co- 
nique et  d'une  droite,  soit  pour  établir  d'une  manière 
immédiate  le  théorème  de  Desargues. 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  montrer  comment,  du 
même  théorème  de  Pappus  se  déduit  le  principe  de  des- 
cription d'une  conique  par  le  point  d'intersection  de 
deux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  et  c'est  là  le  but  de  la  présente  Note,  par  la- 
quelle nous  allons  terminer  notre  étude. 

Lemme  I. —  Considérons  un  faisceau  de  trois  droites 
issues  dUm  point  S  (Jig*  79)7  et  une  sécante  qui  les 
rencontre  en  a^  b^  c\  le  rapport  des  segments  ca^  cb 


est  égal  à  celui  des  aires  des  triangles  Sarn^  Sbm 
ayant  pour  bases  les  rayons  Sa,  S  J,  et  pour  sommet  un 
point  m  quelconque  situé  sur  lerayonSc, 

En   effet,  les  deux  triangles  Sac,    Sic,   considérés 

comme  ayant  leur  sommet  en  S,  ont  même  hauteur  et 

sont  proportionnels  à  leurs  bases  ;  et,  si  on  les  considère 

comme  ayant  leurs  sommets  en  a  et  £,  ils  ont  même 

base  et  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs,  d'où  les 

égalités 

ca  ^  Sac       ap 

cb        Sue       bq  ' 
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ap  et  bg  étant  les  perpendiculaires  menées  de  a  et  & 

sur  Se. 

D'ailleurs,  les  deux  triangles  amS,  bmS  ont  aussi 

même  base  et  pour  hauteurs  ap  et  bq  respectivement  ; 

dès  lors, 

ap  __  ma  S 

bq        mb  S 
et,  par  comparaison  avec  les  égalités  précédentes,  on  a 

ca        maS 
cb       mb  S 

ce  qu'on  voulait  démontrer. 

Lemme  II.  —  Le  rapport  anhannonique  des  quatre 
points  a,  i,  c,  d,  ou  une  droite  coupe  les  rayons  d'un 

faisceau  S.abcd  {fi g'  80),  soit  -r-  •  ^r  '  ^st  égal  au  rap- 


port des  rapports  des  distances  de  deux  points  m  et  n 
piis  arbitrairement  sur  les  rayons  Se,  Srf,  aux  rayons 

SaetSb,  respectii^ement y  soit  —  :  -^1  mp^  np^  étant 

perpendiculaires  sur  Sa^  et  inq,  nq^  perpendiculaires 

sur  Si. 

En  effet,  et  d'après  le  lemme  I,  on  a 

ca  __  maS 
cb       mbS 
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da       na  S 
db  ^'  7d7^  * 


divisant  membre  à  membre, 


ou 


ca 

da 

maS    naS 

cb 

'  db  ~ 

mbS  *  nos* 

ea 

da 

maS    mbS 

cb 

'  db 

waS  '  nbS 

mais  les  couples  de  triangles  maS  et  //«S,  mhS  et  nhS 
ont  mêmes  bases  et  sont  proportionnels  à  leurs  hau- 
teurs^ donc,  substituant  aux  rapports  de  ces  triangles 
ceux  de  leurs  hauteurs  dans  la  dernière  égalité,  on  a 


ca  ^  da  __^  mp    np\ 
cb  '  db  ~~  inq  '  nqi 


c.  Q.  F.  D. 


Soit  actuellement  une  conique  ABDMNC  :  construi- 
sons deux  faisceaux  ayant  pour  sommets  deux  points  A 


et  C  de  la  conique,  et  dont  les  rayons  homologues  se 
coupent  sur  cette  courbe  en  R,  D,  M,  N  (/ig',  81)^  il 
s'agit  de  montrer  qu'ils  sont  homographiques,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  faisceaux  A.BDMN,  C.BDMJN,  ont 
môme  rapport  anliarmonique.  Pour  le  démontrer,  cou- 
pons l(îs  deux   faisceaux  par  la  transversale  a ,  0,  et  des 


/ 
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points  M  et  n  abaissons  M/7,  Nyy^  perpendiculaires  sur 
AB,de  même.  M<7,  N^/,  sur  DC;  Mr,  Nr,  sur  BC^  M5, 
N^i  sur  AD;  il  sufiit  de  montrer  l'égalité  des  deux  rap- 

1  .  va     oa        Y  a      û  a 

|)orts  anliarmoniques  -^  :  tô  ^*t  -Vô,  :  <t7t,' 

Or,  d'après  le  leninit;  précédent, 

et 

yV     oV  _  Aï_r     iN  ri  , 

dès  lors,  il  suffit  d'établir, 

ou 

ce  qui  est  évident  d'après  le  théorème  de  Pappus, 
ABCD  constituant  un  quadrilatère  inscrit,  et  d'après  les 
égalités 

M/?  xM^  =  aMrxM5 
et 

lues  sous  les  formes 

Myp  .  Mr   _      _  N/?,      Nri 

(Fin.) 
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RÉALISATION  ET  USAGE  DBS  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MAtllE 

au  CoUôgc  Staoislas,  à  Sainlc-Barbe ,  à   l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  TKcolc  Monge  ('). 


22.  Les  pf*riodes  de  la  quadratvice  d^tine  courbe 
algébrique  peuv^ent  encore  disparaître  en  devenant  in- 
finies, —  Lorsqu'un  anneau  de  la  courbe  réelle  se  trans- 
forme en  une  branche  parabolique,  Paire  correspon- 
dante devient  infinie  et  la  quadratrice  perd  une  période, 
parce  quY*lle  n'est  plus  exprimable. 

Il  en  est  de  même  lorsque  Tune  des  deux  branches  de 
la  courjje  réelle,  qui  comprenaient  des  anneaux  fermés 
de  conjuguées,  passant  à  Tinfini,  ces  conjuguées  devien- 
nent paraboliques. 

C'est  ainsi  que  la  quadratrice  d'une  conique  perd  sa 
période  et  devient  algébrique  lorsque  cette  conique  se 
transforme  en  parabole.  Si  l'on  considère  cette  parabole 
comme  dérivée  de  l'ellipse,  l'aire  de  celte  ellipse,  qui 
formait  la  période  réelle  de  la  quadratrice,  est  devenue 
infinie  et  a  disparu.  Si,  au  contraire,  on  considère  la  pa- 
rabole comme  dérivée  de  l'hyperbole,  une  des  branches 
de  cette  hyperbole  a  passé  à  l'infini,  l'aire  commune  des 
conjuguées  de  cette  hyperbole  a  grandi  indéfiniment  et 
la  période  imaginaire  est  devenue  infinie. 

Il  en  serait  évidemment  de  même  si  des  anneaux  de 
l'enveloppe  imaginaire  d'un  lieu  devenaient  parabo- 
liques. 


(  ')  Voir  t.  I\,  p.  5oH. 
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Mais  la  théorie  des  quadratriees  des  courbes  parabo- 
liques offre  aujourd'hui  des  difficultés  inabordables. 

Ces  courbes  présentent,  avec  les  courbes  pourvues  de 
points  doubles  à  distance  finie,  cette  analogie  géomé- 
trique que  ni  les  unes  ni  les  autres  n'ont  jamais,  eu 
égard  à  leur  degré,  le  nombre  maximum  de  tangentes 
parallèles  à  une  direction  donnée,  et  peut-être  est-ce  là 
le  point  de  vue  où  il  faudrait  se  placer  pour  en  faire 
Tétude,  car  toute  réduction  dans  ce  nombre  de  tangentes 
en  amène  forcément  une  correspondante  dans  le  nombre 
des  anneaux  fecmés,  mais  il  n'y  a  rien  de  fait  à  cet  égard. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  plus  des  courbes  para- 
boliques. 

Au  contraire,  ce  que  nous  nous  proposons  est  de 
chercher,  d'abord,  le  nombre  des  périodes  de  la  quadra- 
trice  de  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m  et  de  voir 
ensuite  comment  elle  pourrait  les  perdre  toutes  succes- 
sivement, les  coefficients  de  Téquation  de  la  courbe 
n'étant  alors  liés  entre  eux  que  par  le  moindre  nombre 
possible  de  conditions.  En  d'autres  termes,  nous  vou- 
lons déterminer  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m, 
dont  la  quadrature  serait  algébrique. 

23.  D'une  réduction  accessoire  d'une  nouvelle  unité 
dans  le  nombre  des  périodes  de  la  quadratrice,  au 
moment  de  la  formation  d^un  point  double  à  distance 
finie  dans  la  courbe  correspondante,  —  Cette  réduc- 
tion se  produit  nécessairement  au  moment  de  la  forma- 
tion d'un  point  double  qui  fait  évanouir  la  représentation 
géométrique  d'une  période,  parce  que  deux  anneaux, 
entre  lesquels  était  compris  celui  qui  vient  de  se  réduire 
à  un  point  unique,  viennent  se  confondre  en  un  seul 
circuit,  en  forme  de  huit,  où  il  n'est  plus  possible  de 
distinguer  les  deux  anneaux  l'un  de  l'autre,  la  condition 
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de  coiitîuuilé  obligeant  le  point  décrivant  [«:r,  r  ]  à  par- 
courir les  deux  boucles  en  avançant  toujours  dans  le 


même  sens. 


II  suffira  d'établir  le  fait  dans  le  cas  le  plus  général ^ 
parce  que  les  périodes  de  la  quadratrice  de  la  courbe  la 
plus  générale  de  degré  m  devant,  dans  tous  les  cas  par- 
ticuliers, rester  les  mômes  fonctions  des  coefficients,  si 

Fi  g.  20. 


l'on  peut  constaLiT,  dans  un  cas  absolument  général^ 
([ue  la  formation  d'un  point  double  entraîne  la  dispari- 
tion de  deux  périodes  dans  la  quadratrice,  on  pourra 
conclure  à  la  même  coïncidence  dans  tous  les  cas  parti- 
culiers. 

Supposons  que  la  courbe  ait  toutes  ses  asymptotes 
réelles  et  que  ce  soit  un  anneau  fermé  de  la  courbe 
réelle  qui  doive  s'évanouir  :  menons  à  cet  anneau  deux 
tangentes  parallèles  qui  n'aient  la  direction  d'aucune 
asymptote  :  les  conjuguées  du  lieu  qui  toucheront  l'an- 
neau considéré  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes 
parallèles  seront  nécessairement  fermées,  quelque  loin 
qu'ils  s'étendent  d'ailleurs,  parce  que  la  conjuguée  à  la- 
quelle  ils   appartiendront,    n'ayant    pas   d'asymptotes^ 

n'aura  pas  de  branches  infinies;  les  produits  par  y/ —  1 
des  aires  de  ces  deux  anneaux  formeront  deux  périodes 
imaginaires  de  la  quadratrice  du  lieu. 

Mais  au  moment  où  l'anneau  de  la  courbe  réelle  s'é- 
vanouira eu  un  point  isolé,  les  deux  anneaux  de  la  con- 
juguée se  rejoindront  au  point  isolé  et  s'y  couperont 
sous  un  angle,  au  lieu*  de  s'y  loucher,  de  sorte  que  les 
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deux  périodes,  précédemment  distinctes,  se  fondront  en 
une  seule  égale  à  leur  différence. 

Il  en  serait  évidemment  de  même  si  Tanneau  qui  de- 
vrait s'évanouir  appartenait  à  une  conjuguée  et  était,  au 
contraire,  compris  entre  deux  anneaux  fermés  de  la 
courbe  réelle.  Seulement  les  deux  tangentes  à  la  courbe 
au  point  double  seraient  alors  réelles,  au  lieu  d'être 
imaginaires. 

Ainsi  la  formation  d'un  point  double  doit  entraîuer 
une  réduction  de  deux  unités  dans  le  nombre  des  pé- 
riodes. Le  même  fait,  au  reste,  se  reproduirait  dans  les 
mêmes  conditions  si,  un  huit  s'élant  déjà  produit,  il  se 
formait  un  nouveau  point  double  sur  son  pourtour.  Seu- 
lement, au  lieu  de  deux  boucles,  il  s'en  présenterait  trois, 
en  continuité  entre  elles. 

Fig.  21. 


Les  trois  boucles  seraient,  en  tous  cas,  de  même  na- 
ture, c'est-à-dire  toutes  les  trois  réelles  ou  toutes  les  trois 
imaginaires. 

En  résumé,  on  doit  admettre  que  la  formation  de  p 
points  doubles  dans  une  courbe  entraine  une  réduction 
de  2/?  unités  dans  le  nombre  des  périodes  de  sa  quadra- 
trice. 

24.  Des  autres  conditions  dans  lesquelles  peuvent  se 
produire  des  réductions  dans  le  nombre  des  périodes. 
—  D'autres  réductions  peuvent  être  amenées  par  beau- 
coup d'autres  circonstances  :  ainsi  une  période  repré- 
sentée par  Taire  d'un  anneau  en  forme  de  huit  disparaîtra 
lorsque  les  aires  des  deux  boucles  seront  égales;  deux 
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périodes  représentées  par  les  aires  des  deux  anneaux 
fermés  de  la  courbe  réelle  se  réduiront  à  une  seule  si 
ces  aires  sont  égales,  et  il  en  sera  de  même  si  les  anneaux 
fermés  de  conjuguées,  compris  entre  des  branches  dis- 
tinctes de  la  courbe  réelle,  présentent  la  même  aire,  etc. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  quadratrice  de  la 

courbe 

j4  ^-  ^4  =  a^ 


ne  comporte  que  deux  périodes-  et  -y/--i,  w  dési- 
gnant l'aire  de  Tanneau  de  la  courbe  réelle,  compris 
entre  les  droites  x  =  ziz  a  et  y  =  ±  a.  Mais  aussi,  dans 
cet  exemple,  la  courbe  réelle,  ses  conjuguées  à  abscisses 
et  à  ordonnées  réelles,  et  Tenveloppe  imaginaire  de  ses 
conjuguées  se  confondent  géométriquement. 

Mais  dans  ces  dernières  circonstances,  la  disparition 
de  chaque  période  manquante  tiendra  à  la  présence 
d'une  relation  particulière  entre  les  coefficients  deTéqua- 
tion  de  la  courbe^  tandis  que  la  relation  unique  qui  in- 
troduit chaque  point  double  entraîne  une  réduction  de 
deux  unités  dans  le  nombre  des  périodes,  de  sorte  qu'à 
égalité  dans  le  nombre  des  périodes  restantes,  la  courbe 
dont  l'équation  contiendra  encore  le  plus  de  paramètres 
indépendants  sera  celle  pour  laquelle  la  disparition  des 
périodes  manquantes  sera  déterminée  exclusivement  par 
la  formation  de  points  doubles  en  nombre  suffisant, 
c'est-à-dire  en  nombre  p^  s'il  a  disparu  2/>  périodes. 

2d.  Du  nombre  maximum  de  points  doubles  et  du 
nombre  maximum  de  périodes  non  cycliques»  —  Si 
une  courbe  de  degré  m  se  résout  en  deux  autres,  l'une 
de  degré  {m  —  </),  et  l'autre  de  degré  ^,  n'ayant  ni  l'une 
ni  l'autre  de  {)oinls  doubles,  le  nombre  des  points  dou- 
bles de  la  courbe  composée  sera 

qim  —  q)\ 
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si  à  son   tour  la  courbe  de  degré  q  se  résout  en  deux 
autres,   de  degrés  (y  —  r)  et.r,  n'ayant  pas  de  points 
doubles,  la  courbe  décomposée  présentera 

(m—q){q^r)-{-{m  —  q)r'^r{q  —  r)±L{m — q)q-+-r(q-r) 

points  doubles. 

Il  en  résulte  que,  plus  une  courbe  de  degré  m  se  seg- 
mente en  courbes  de  degrés  moindres,  n'ayant  pas  de 
points  doubles,  plus  elle  présente  de  points  doubles. 

Le  nombre  maximum  de  points  doubles  que  puisse 
présenter  une  courbe  de  degré  m  correspond  donc  au  cas 
où  file  dégénère  en  m  droites,  et  ce  nombre  est 

m(m  —  i) 


Il  reste  alors  a  m  coefficients  indépendants  dans  1  équa- 
tion de  la  courbe,  au  lieu  de 


(m -4- i)C/?n- a) 


les  coefficients  de  la  courbe  satisfont  donc  alors  à 

(An-hi)(/n-f- 2)                          m(m  —  \) 
■■  — i  —  im  =  

2  2 

conditions. 
Mais  de  ces  ^^^^     conditions,  il  y  en  a  (m  —  i) 

qui  expriment  que  les  m  périodes  cycliques  sont  nulles, 
puisqu'elles  le  sont  en  efïet,  et  les 

m(m  —  i)      ,            .       (m  —  i){m  —  i) 
— -^ —(m  —  i)=  

2  2 

autres  expriment  chacune  la  présence  d'un  point  double 
dans  la  courbe. 
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Si  Fon  supprimait  les  (m  —  i)  conditions  qui  expri- 
ment que  les  m  périodes  cycliques  sont  nulles,  lesquelles 

peuvent  s  exprimera  part,  Jcs ; conditions 

restantes  exprimeraient  encore  la  présence  d'autant  de 
points  doubles,  et,  les  (m  —  i)  premières  étant  retirées, 
la  courbe  redeviendrait  irréductible. 

Uonc  le  nombre  maximum  de  points  doubles  d'une 
courbe  irréductible  de  degré  m  est 

(m  —  i)(m  —  a) 

et,  par  conséquent,  la  quadratrice  de  la  courbe  la  plus 
générale  de  degré  m  comporte 

(m  —  i)(/n  —  2) 

péi'jocles  non  cycliques,  et,  si  Ton  rajoute  les  (m  —  i) 
périodes  cycliques,  on  obtient  (m  —  i)'-^  pour  le  nombre 
total  des  périodes  de  toute  nature. 

Ou  conclut  de  cette  théorie  : 

i"  Qu'une  courbe  de  degré  m,  qui  présente 

(m  —  i)(m  —  i) 

points  doubles  et  que  toutes  ses  asymptotes  coupent 
chacune  en  trois  points  situés  à  l'infini  est  quarrable 
algébriquement; 

Qu'une  courbe  de  degré  m  qui  présente 

(m  —  2)(m  —  i) 

2 

points  doubles,  mais  dont  les  asymptotes  sont  queN 
conques,  est  quarrable  par  les  fonctions  circulaires  in- 
verses ou  par  les  fonctions  logarithmiques; 
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Qu'une  courbe  de  degré  m  qui  présente 


(m  —  i)(/n  —  2) 
•2 


points  doubles  est  quarrable  par  les  fonctions  circulaires 
inverses  et  par  les  fonctions  doublement  périodiques; 
2°  Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m,  quar- 
rable algébriquement,  est  celle  qui  présente 

{tn-r-i){m  —  2) 
2 

points  doubles  et  que  ses  asymptotes  coupent  chacune 

en  trois  points  à  Tinfini; 

Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m,  quarrable 

par  les  fonctions  circulaires  inverses,  est  celle  qui  pré- 

^    {m  —  i){m  —  2)       •    *     1      1.1 
sente points  doubles; 

Que  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  m,  quarrable 
par  les  fonctions  circulaires  inverses  et  par  les  fonctions 
doublement  périodiques,  est  celle  qui  présente 

{m  —  i)(/n  —  2) 
2 

points  doubles,  etc. 

Mais  il  ne  faudrait  pas  conclure,  du  mode  de  quadra- 
Mité  d'une  courbe,  au  nombre  de  ses  points  doubles, 
parce  qu<»,  comme  nous  l'avons  dit,  le  nombre  des  pé- 
riodes peut  se  réduire  dans  toutes  sortes  de  circon- 
siances.  Ainsi  la  courbe  y'*  4-  x^  =  a*  est  quarrable  par 
les  fonctions  à  deux  périodes,  c'est-à-dire  par  les  fonc- 
tions elliptiques,  et  cependant  elle  ne  présente  aucun 
point  double.  (yJ  suivre,  ) 


{     !«<>    ) 


GÉNÉRALISATION  DTN  THÉORÈME  SDR  L'ÉQUILIBRE 
DES  SURFACES  FERMÉES  ('); 

Par  le  P.  Cu.  ROBERT,  S.  J. 


Lbmme  I.  —  Étant  donnée  une  surface  fermée , 
prouvfer  que  des  forces  normales  à  cette  surface  et  pro- 
portionnelles à  ses  cléments  se  font  équilibre, 

La  force  F  appliquée  au  point  M  est  égale  a 

^dxdy  /i -♦-/>* -4-  <y* 
ou,  plus  simplement,  a 

Imaginons  un  cylindre  très  petit,  parallèle  à  Oz.  G* 

FIff.  I. 


cylindre  va  déterminer  un  second  élément  ou,  en  gii- 
néral,  un  nombre  pair  d'éléments,  puisque  la  surface  esi 
fermée. 


(')  Les  deux  Icmincs  et  les  deux  premiers  lliéorcmc»  sont  cxlraib 
(en  substance)  du  Journal  de  fJouvillc,  i"  néviv,  t.  XIII,  p    3'|3. 
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La  force  appliquée  en  M'  est 

Décomposons  chacune  des  deux  forces  en  trois  paral- 
lèles aux  axes.  Les  deux  composantes  suivant  Oz  sont 

lidiû  cosy 

et 

(1  é/toiCOSYi. 

Or  on  a 

jjLC?(ocosY  =  [Jt  doii  cosyi  ; 

car  rfwcosy  et  dio^  cosyi  représentent  l'une  et  l'autre  la 
section  droite  du  cylindre  considéré. 

Donc  les  deux  composantes  suivant  Oz  sont  égales  et 
de  sens  contraires,  donc  elles  se  détruisent. 

On  démontrerait  de  môme  que  les  composantes  sui- 
vant Ox  et  Oy  se  détruisent,  donc  la  surface  est  en 
équilibre.  c.  f.  q.  d. 

Lemme  il  —  Soient  deux  surfaces  parallèles,  A  et  A' 
deux  points  correspondants,  c'est-à-dire  situes  sur  une 
normale  commune,  dd  et  d</  les  éléments  superficiels  en 
ces  points^  et  ds  la  distance  constante  des  deux  sur^ 
faces.  Prouver  la  relation 


d(s'  —  d<j  =  d<s  ds  (  p  H-  w-,  ) 


R,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  première  sur- 
jace  au  point  A. 

Je  décompose  e/o-  en  éléments  infiniment  petits  for- 
més par  quatre  lignes  de  courbure  de  la  première  sur- 
face. 

Les  lignes  de  courbure  sont  orthogonales. 


(  >«a) 


A'B'C'I)'  donnent  les  lignes  de  oonrbnrede  la  surface 


parallèle  (car  les  normales  coïncident). 

Fig.  a. 


On  a,  dans  les  triangles  OA'IV,  OAR, 

a  -h  r/a        R  -4-  Hx 


u> 


d'où,  successivement, 


fia 

(X 

a  -■=  — 


ds 
H' 

(h 


(  '83) 


el 


(0 


Or 


d'où 


1 

/    ,         7.ds 

l     (le  même, 

• 

d^ 

=  «P, 

d^' 

=  (a-i-«?a)(?  +  rfp), 

OU 


da' —  t/d  =  a  rfp  -f-  p  rfa, 


en  négligeanl  daid^  iiiGniment  petit  d'ordre  supérieur. 
Donc 

OU,  d*après  les  formules  (i), 

fi?j'  —  C?ff  =  Cfff  û?5  f  TT  -f-  ^,  j  •  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  de  M.  Bertrand.  —  Si  Von  applique  à 
une  surface  fermée  des  forces  normales  et  propor- 
tionnelles à  '^^  (  -ir  ■+"  ïp  )  »  ces  forces  se  font  équilibre. 

En  effet,  soit  une  surface  parallèle  à  la  première.  A 
la  surface  proposée  j*applique  des  forces — ^d<T\  ces 
forces  se  font  équilibre  (lenune  I).  A  la  suiface  paral- 
lèle distante  de  ds  j'applique  des  forces  4- ijl/'/o'';  ces 
i'orces  se  font  équilibre  (lemme  I).  Donc  sur  chaque  nor- 
male j'ai  des  forces  égales  à 

c'est-à-dire,  en  vertu  du  lemme  II,  à 


^d.ds(y  +  L}^ 


(  i84  ) 

Théorème  de  M.  C  Joubeut.  —  Si  l^on  applique 
à  une  surface  fermée  des  Jorceé  normales  et  propor- 

tionnelles  à  tttt-,>  ces  forces  se  font  équilibre. 

En  effet,  à  la  proniière  surface  j^ applique  des  forces 
égales  à  • 

à  la  deuxième  surfacf>  j*applique  des  forces  égales  à 

Ctîs  forces  se  font  équilibre  sur  chaque  surface, 
d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand. 

Cherchons  la  résultante  sur  chaque  normale  :  cctle 
résultante  a  pour  expression 

qu'on  transforme  successivement  en 

,  [v^R'-^cis(ï{-hR')^  r     ' I     1         ,  fi      r 

[ié/^(R-4-R')(U-f-c^5-f-IV-4-é/5)-f.RR'(R4-^5-4-R'  +  rf*)     ) 
/ -~(R-f-R^)(R-h^5)(U^  -h  ds)  \ 
iiWÏRTdlJÏWTdT) 

ou,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 

2  [X  d<j  ds  —, .  c.  Q.  F.  D. 

Cela  posé,  voici  les  théorèmes  que  nous  nous  propo- 
sons de  faire  connaître  : 

Théorème.  —  Si  l'on  applique  à  une  surface,  for- 


4' 
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mée  des  forces  normales  et  proportionnelles  à      p, 
ces  forces  se  font  équilibre. 

m 

En  effet,  h  la  première  surface  j'applique  des  forces 
égales  à 

à  la  seconde  surface  j'applique  des  forces  égales  à 

Sur  chaque  surface  ces  forces  se  font  équilibre, 
d'après  le  théorème  de  M.  Joubert.  Je  cherche  la  résul- 
tante sur  chaque  normale.  Cette  résultante  a  pour  ex- 
pression 


l^  ^^'  /D    .     ^ox.p/    ■    ^.^  —  fA  rfff 


I 


(R-f-rf5)(R'-+-rf5)       ^       RR' 
Or 

donc  sur  chaque  normale  j'ai  la  force 

rRR^-+-(RH-RO^^  I i_  1 

^       [  RR'  {R-^ds){R'-^ds)        RR  y 

La  quantité  entre  crochets,  devient 

RR' -^  (R-h  R')  ds  —  (R  -h  ds)(R' -h  ds) 
RR' {R -h  ds){R' -h  ds) 

__  RR' -\-  {R  -h  R')  ds  —  RR'  —  {R  -h  R')  ds  —  ds^ 
~~  RR'{R-^ds){R'-^ds)  ' 

On  a  donc  sur  chaque  normale  des  forces  égales  à 

—  lida  ds^ 
R2  R'2       ' 

Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  X.  (Avril  1891.)  i3 
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t'est-à-dire  des  forces  proportionnelles  à 


C.  Q.  F.  D. 


Théorème  général.  —  Plus  généralement  une  sur- 
face fermée  quelconque  reste  en  équilibre  sous  l* action 
(le  forces  normales  et  proportionnelles  à 

TVMV  «  ' 
Nfi  désignant  l'expression 

N„  =  N„_.(K  +  R')(2-n)+RIv(f^+^). 

Considérons  d'abord  le  cas  de  /i  =  3. 

Il  y  a  sur  chaque  normale  une  résultante  égale  à 

rRR'+(R-hR')^5 I i_l 

f^^'[  RH'  (^ii  ^  ds)\K' ->r  dsy        R«H'*J' 

Je  néglige  au  numérateur  les  termes  en  ds^^  ds^^  . . ., 
et  je  ne  m'occupe  pour  le  moment  que  de  la  partie  entre 
crochets 

[RR^-+-(RH-R0g^5]RR^--(R-+-</^)»(R^H-^^)^ 

Le  numérateur  devient  successivement 

IR2R'2  H-  (R  -f-  R)  ds  RR  —  (R  =  d$Y{V^'  +  dsf, 

R2  R'2  _+-  (  R  -I-  R')  ûfj  RR'—  R2  R'2  _  a  (  RR'2  +  R'  Rt  )  ds  -  . .  . , 

(  R  H-  R')  ds  RR'  —  2  RR'(  R  -h  R')  ^*  — . .  . , 

-RR'(R-hR')rf5. 

Nous    avons  donc   sur   chaque   normale   des   forces 

égales  à 

.    ,    RR'(R-+-R')  ,    ,    R-f-R' 

-V-dsd^ -_^,^ ^^^dsdi-^^^; 
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ce  qui  vérifie  la  loi  énoncée,  vu  que 

N3=-(R-hR'). 

Vérifions  encore  pour  7z=  4- 

On  a  sur  chaque  normale  une  résultante  égale  à 

rRR^-+-(R-4-R^)^5    (ï{-^ds)-^(R'-hds)        R  -t-  RH 
'^^L  RR'  {R-hdsy{K'-hds)^  R3R'a  J 

c'esl-à-dire 

M  [RR'_l_(R_|_lV)^5]R2R'2(R_^rf5_^R'^.ç) 

|)        -,(R.4-R^)(R-^^5)3(R^.4.^^)3 ^ 

^  {  R3R'3(R4-^5)3(R'-+-C^5)3 

Le  numérateur  devient,  eu  négligeant  les  termes  en 

ce  «F     •    Ce  ô     ^     *    *    *  ^ 

R3R'3(R  _4_  R')  _  (R  4-  R)  R3R'3 

-hrf5[(R-4-R')2R2R'2-h'2R3R'3-(R-r-R')(3R8R'2H-3R2R'3)], 
ds  R2R'2 [—  -iCR  -4-  R')2  -f-  2RR'], 
ds  R2R'2(—  2R2—  2R'2—  4RR'-+-  2RR'); 

Jonc,  après  réduction,  là  fraction  devient 

_  2^^(R2  +  R'2-hRR^) ,  • 

—  '  R4R'4  ' 

ce  qui  est  conforme  à  la  loi  énoncée,  vu  que 

N4=  — 9.(R2-4-R'2+RR'). 

Il  reste  à  montrer  que  la  loi,  étant  supposée  vraie  pour 
n  —  I ,  est  vraie  pour  n. 

Je  suppose  donc  qu'une  surface  fermée  reste  en  équi- 
libre si  on  la  soumet  à  des  forces  dirigées  suivant  la 
normale  en  chacun  de  ses  éléments  et  proportionnelles 
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à  brt-ip'/i-i^  J^  ^**  ^V^^  '^  surface  est  encore  en  ëqui- 

libre  sî  les  forces  sont  proportionnelles  à  ^^  ^,^^  • 

En  effet,   raisonnant  comme  dans  les  cas  précédents, 
j'aurai  sur  chaque  nortnale  une  résultante  égale  a 

^    "^l  RIV  (R-^_rf^y.-i(K'-i-^*)/*-i       R«-iR'«-0' 

en  désignant  par  ]\(R_-^ «'J.  R  ■+- f/«*)  le  numérateur  N,|_<  dans 
lequel  on  a  remplacé  R  et  IV  par  R -f- J5  et  R'H-  ds] 
c'est-à-dire 

(  [R«-R'«-i  -H  (R-H  R')rf*R«-2R'«-«]N|f_-^^^'  '^'-^'"> 

^    ^     ^       {  R«-UV«-i(H-h^5)«-'(R'-he/5)«-i 

Je  ne  m'occupe  pour  le  moment  que  du  numérateur. 
Le  développement  de  N^,)^'^''*''^'^''''  par  la  formule  de 
Taylor  à  deux  variables  donne 

/(R  -f-  ds,  R'  +  ds)  =/(R,  R')  +  (  Arf,  +  _^,  ds^  f 
c'est-à-dire 


-rîC-^-'-^V*- 


Passant  au  dénominateur,  et  développant  (R  +  rf^)""* 
et  (R'-f-  ds)^"^  par  la  formule  du  binôme,  on  a 

(R   -4-  ds)''-^  rr.  Rn-l  -}-(n—  l)  R«-2  ^5-f-^^~'^^^""^^R/»-3  rf*«  +  .  .., 

1*2 

(R'  -f-  ds)n  -1  =  R'«   1  H-  (/i  -  I  )  R'«-2  rf.ç  -h  (^-^)(^-Z?:}  R'n-s  ^^ï-h  .... 


(  189) 
Les  premiers  termes  du   produit 

sont  donc  ' 

R/i-l  R'/i-l  _|_(^_  i)  (Rn-2R'At-l  H_  R'n-2^n-l)ds 

-{-(,..)ds^  -\- 

Cela  posé,  je  reviens  à  la  formule  (a).  Au  numéra- 
teur les  termes  finis 

R«-i  R'n-i  N«-i  —  N«_i  R«-i  R'«-i 

se  détruisent,  et  le  coefficient   du  terme  en  ds  a  pour 
expression 

V    ^R    ^    a'R  / 

^  _^  (  R  ^_  R')  R«-l  R'«-S  Nn_i  —  N„_,  (ai  —  I  )  Rn-i  R'«-2  (  R  h-  R'). 

La  formule  (a)  peut  donc  s'écrire  (en  négligeant  les 
termes  en  ds^  au  numérateur  et  ceux  en  ds  au  dénomi- 
nateur), 

R»-.R',-,  [n„-,(R  +  R')(2  -  n)  +  RR'  (^  -*-  %i)] 
c'est-à-dire 


R,R'» 


G.  Q.  F. D 
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EXTENSION  AUX  PSEIIDO  SURFACES  DU  THÉORÈME  DE  MALIIS 
RELATIF  A  LA  MARCHE  DES  RAYOXS  LUMINEUX; 

Par  m.  l'aihik  ISSALY. 


Théouème.  —  Si  (les  rayons  lumineux  sont  normaux 
à  une  pseudo-surface,  ils  jouissent  encore  de  la  même 
propriété  après  un  nombre  (/uelcom/ue  de  réflexions 
et  de  réfractions. 

Il  suffit  d'établir  le  ihéorème  pour  le  cas  de  la  réfrac- 
tion, celui  de  la  réllexîon  pouvant  être  considéré  comme 
correspondant  à  une  réfraction  d'indice  n  =  —  i . 

Nous  suivrons,  en  cela,  la  même  méthode  que  M.  Dar,- 
boux,  pour  le  cas  des  surfaces  (Leçons  sur  les  surfaces, 
n«  450). 

A 


Soit  (Fv)  une  pseudo- surface   quelconque   tanî»ent(; 
en  M  au  plan  (P)  et  que  nous  envisageons,  mùmc  phy- 
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siijueinent  (nos  reclierclies  antérieures  sur  la  surface  de 
l'onde  nous  y  autorisent,  croyons-nous),  comme  la  li- 
mite de  séparation  de  deux  milieux.  Soient  MN  la  nor- 
male au  plan  (P),  et  (S),  (S')  les  deux  courbes  généra- 
trices de  (Fv),  respectivement  tangentes  aux  axes  Mx, 
Mj  situés  dans  ce  plan.  Associés  à  la  normale  MN,  ces 
axes  constituent  le  trîèdre  mobile  MNorj^,  auquel  nous 
supposerons  la  surface  (1%)  médiatement  rapportée. 

Choisissons  comme  trîèdre  de  référence  un  trièdre 
trirectangle  quelconque  OXYZ  ou  (T)  et  désignons 
par  (a,  p,  y),  (a',  j3',  y'),  (av,  ^vî  Yv)  1<^s  cosinus  direc- 
teurs, par  rapport  à  ce  trièdre,  des  rayons,  incident  et 
réfléchi,  MA,  MA'  et  de  la  normale  MN. 

•        • 

Pour  que  la  loi  de  Descartes,  -: —  =  n,  soit  vérifiée, 

il  faut  et  il  suffit  que  la  diagonale  S  du  parallélogramme 
construit  sur  les  longueurs  i  et  «,  respectivement  por- 
tées sur  MA  et  MA',  coïncide  avec  le  prolongement  de 
MN. 

Cela  étant,  si  Ton  projette  sur  les  arêtes  du  trièdre  (T) 
les  trois  longueurs  précédentes,  on  aura 


a  -f-  /ia'=  8a 


vj 


Or,  pour  tout  déplacement  sur  la  pseudo-surface  (Fy) 
(lu  pied  de  la  normale  MN,  on  a  la  relation  évidente 

(2)  av  d\  -H  Pv  c^Y  -4-  Yv  =  o> 

en  même  temps  que  les  conditions 

dX  =  a  ds  -h  a'  ds', 
) 

da'  ^  âa 
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propres  à  caractériser  la   pseudo-surface  (Fv)  et  dans         j 
lesquelles  («,  &,  c),  («',  &',  c')  désignent  les  cosinus  di- 
recteurs de  Mo:  et  de  Mj. 

Substituant  les  valeurs  (i)  dans  la  relation  (2),  il 
vient 


(3)    (arfX-f.pe;YH-YrfZ)-+-/i(a'rfX-+-P'c/YH-Y'rfZ)  =  o. 

Ceci  posé,    prenons    deux  points   (correspondants) 
fixes  Ml  et  Mj,  le  premier,  sur  MA,  à  la  distance  p,  le 

deuxième,  sur  MA',  à  la  distance  —  ^  du  point  M.  Les 

coordonnées  de  ces  points  pourront  être  représentées 

par  les  systèmes 

Xi=  X  —  pa, 

(M,)  {  Y,=  Y-pp, 

Z,  =Z  —  py; 

X'i  =  X  -+-  £-  a', 
(M)  Jy',  =  Y  +  |§', 

Si  maintenant  on  admet  que  le  rayon  incident  MA 
soit  normal  en  M<  à  une  pseudo-surface  déterminée 
(Fv,),  on  aura,  pour  tout  déplacement  infinitésimal  de 
M,  sur  (Fv,), 

(4  )  a  û?X,  -f.  p  é/Y,  H-  Y  ^i  =  o, 

et  comme 


dXi  =  d\  —  adp  —  p  da 


il  s'ensuit  que 

(  ••))  «  d\  +  p  rfY  -H  Y  ^Z  :r:  dp. 
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Remontant  A  l'équation  (3),  on  en  tire 


(6) 


a'dX-h^'dY-hYdZ=—d(^\ 


D'autre  part,   des  coordonnées  du  point  M'^  on  dé- 
duit 

dX\  =dX-i-a'd(^)-i-t  doL\ 

\nj       n 


syslème  de  valeurs  qui,  eu  égard  à  (6),  entraine  comme 
conséquence 

(7)  0L'dX\  +  ^'dY\  -+-  Y  dZ\  =  o. 

En  rapprochant  cette  dernière  relation  des  relations 
analogues  (2)  et  (4),  on  voit  qu'elle  exprime  que  le 
rayon  réfracté  MA'  est  normal  en  Mj  à  une  nouvelle 
pseudo-surface  (F^J,  pseudo-surface,  d'ailleurs,  par- 
faitement déterminée,  elle  aussi,  puisque,  à  chaque 
point  M^  (  Fv,  )»  correspond  un  point  unique  M'j  de  (  FyJ. 
Le  théorème  généralisé  que  nous  avions  en  vue  se 
trouve  donc  par  là-même  établi. 


SUR  LES  PERIODES  DES  INTEGRALES  ELLIPTIQUES  ; 

Par  m.  V.  JAMET. 


On  connaît  la  relation 

271  / — 


WWj  tOiOJ 


k^ 


qui  existe  entre  les  périodes  2  w,  w'  et  2(o<,  iù\  des  inté- 


(  ■>)<  ) 

(■lli(ilii|ii(-s  ()(.'  piTiilière  vt  Je  socondt;  espèci',  au 
I!  fc.  Celle  iclalioii  tire  son  origine  de  coiisiJéra- 
piireiiii'iit  analytiques;  mais  il  ii'est  pas  sans  in- 
du consister  (jii'on  la  rencontro  quand  oti  vrul 
II'  le  vuluini:  de  rellipsoïde  au  tiioyiru  des  coul- 
es elli{>tiqni-s. 

'ons  d'abord  comment,  au  moyen  de  ces  cooriton- 
l'i'Xpression  de  ce  volume  va  se  rt'-duiie  à  une  iii- 
a  double. 


tioiide  l'ellipsoïde,  <n'i  l'onsu|>j)ose  rt^/j>c>i). 
peut  «.'xpii mer  les  eoorilount'cs  il'un  |«iiril  (x,y,z] 
te  snrfare  par  les  formules  siiivaiitc-s 


- 

7' 

,, 

,.(r  +  ,i)(,:  +  v) 

(r-«)(f 

I  obtiendra  lous  les  points  possibles  de  celle  sur- 
u  faisant  vaiier  [jl,  par  exemple,  cjnlrc  —  net  —  /', 
L-  —  i  el  —  c.  Ceci  l'ésiilte  du  mode  de  séparation, 
jonnii,  des  racini's  i]r-  ré(|ualion  du  troisicnii; 
onp 

^'    _^_  __y-_  .,.    ='    _  , 

iC|U'essiuii  d'un  élément  de  surface  de  l'cllipsoKlL' 
produit  dus  dillërunlielles  des  arcs  des  deux  lignes 
urbtire,  qu'on  obtient,    l'une  en  faisant  varier  |i 

sant  V  invariable,  l'autre,  au  contraire,  en  suppo- 
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sant  V  variable  et  jjl  constante.  Soit  rfo-  cet  élément.  On 
trouve 

en  posant 

/(p)  =  (p-+-«)(p  +  ^)(?  +  c). 

On  calculera  le  volume  infiniment  petit  du  cône  qui 

a  pour  directrice  le  contour  de  d^  et  pour  sommet  le 

centre  de  la  sphère,  en  multipliant  Texpression  de  rfo- 

par  le  tiers  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 

à  l'ellipsoïde    au   point  ([x,  v).   Soit  p  cette  distance. 

On  a 

I 


P  = 

/  x'^        y'^        z^ 


7^2  yl 


C2 


Xfj,  z  désignant  les  coordonnées  cartésiennes  du  point 
de  contact.  Mais,  à  cause  des  formules  (i), 

x^       y^       z^  _   [XV 
a^~^  W^  "c^  ~  abc  ' 

Donc  l'élément  de  volume  d'un  ellipsoïde  a  pour 
mesure 

y/ —  I     (  (JL  —  V  )  Û?|JL  c?v 

^^    v//(l^)/(vT' 

Mais,  à  chaque  système  de  valeurs  de  [x,  v  correspon- 
dent huit  points  de  l'ellipsoïde;  donc  son  volume  total 
est  égal  à 


2  y  abc    I r  r    *  (  [X  —  v  )  d]x  e/v 


Posons  maintenant 

[X  =  —  b  sn^cp  —  c  cn^cp  =  —  c  — {b  —  c)  sn^cp, 
V  =  —  c  —{b  —  c)  sn2(]>, 
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SUR  LE  THéOKÈME  GÉNÉRAL  RELATIF  A  L'EXISTENCE  DES 
INTÉGRALES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ORDI- 
NAIRES (*); 

Par  m.  Emile  PICARD, 
Membre  de  l'Institut. 


1 .  Envisageons  le  système  des  n  équations  du  premier 

ordre 

du.. 


dw 

Les  fonctions  f  sont  des  fonctions  continues  réelles 
des  quantités  réelles  x,  w,  i',  . .  . ,  <v  dans  le  voisinage 
de  Xo,  Wo,  Va,  . .  . ,  iVo.  Elles  sont  définies  quand  x^  u, 
i',  . . .,  (V  restent  respectivement  compris  dans  les  inter- 
valles 

(j7o —  fij  XQ-i-  a), 

{Uq--  bj  Uo-{-  b), 
(ç,^  —  6,  Po  -H  6), 


(Wo— 6,  W0-+-6), 


a  et  &  désignant  deux  grandeurs  positives. 
De  plus,  on  suppose  que  l'on  puisse  déterminer   n 

(0  Celte  démonstration  si  remarquable  a  été  publiée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  XIX;  1891). 
Nous  avons  cru  devoir  la  reproduire  en  faveur  des  candidats  à  la 
Licence  et  à  l'Agrégation. 

Ann,  de  Mathémat.j  3*  série,  t.  X.  (Mai  1891.)  i4 


(  Ml8  ) 
(|iiahtttés  [iosiliv(!s  A,  It,  .  . . ,  1^,  tt^llc» 

\/ir.a\.- .v')-/(r,H..,  ... 

<A.|«'-„l+B.|..'_..l  +  ...+ 


*l, 


(où  \i\  désigne,  suJv.iiit l'usage,  la  valeur  absolue  (lus), 
X  ainsi  que  les  u,v,  . . . ,  w  restant  daus  les  intervalli-s 
iiidi(]ué.s.  Il  en  sum  évidemment  ainsi,  en  particulier, 
si  lus  fonctions  f  ont  des  dérivées  parlielles  du  pirinicr 
ordre,  restatil  Qnies,  par  rapport  à  u,  v,  . . . ,  w. 

Ces  hypotlièses  très  générales  étant  faites,  on  veut 
démontrer  qu'iV  existe  des  fondions  u,  v,  . .  .  ^  %v  de  x, 
continues  dans  le  voisinage  de  Xq,  satisfaisant  aux 
éf/uations  différentielles  et  se  réduisant  respective- 
ment, pour  X  ^  Xn,  à  «D,  (■{,,  .  .  . ,  Wo. 

%  Nous  proeéderons  par  approximations  suucessivii. 
Considérons  d'abord  le  système 


nous  en  tirons,  par  quadratures,  les  fonctions  «,, 
c,,  ...,ic,,  en  les  déterminant  de  manière  qu'elles 
prennent  pour  Xa  les  valeurs  «o,  c,,,  , .  . ,  Wt,-  On  foriiic 
ensuite  les  équations 


■l). 


et  l'on  détermine  U3,  fj,  . . . ,  <Vj  parla  condition  qu'elles 
prennent  rcspeetivemeut  pour  Xo  les  valeurs  Ug,  Cg,  ... 
ii'o.  On  continue  ainsi  indélînimcnt.  Les  fonctions  (i„,^i, 


(   »99) 
^/«-i?  •  •  • ,  ^Vm-i  seront  liées  aux  suivantes  Um'^  ^nn  •  •  •  > 
iVffi  parles  relations 


1        — /U^î  ^m-\t  ^m-  Il  •  •  • ,  ^in-\)i 
• • ? 

j         — Jn\^i  ^m—li  ^m—iy  •  •  •>  ^^m—l)i 

et,  pour  JC  =  J^oî  on  a 

Nous  allons  établir  que,  m  augmentant  indéfiniment, 
Wwj  ^m^  •  •  -9  ^^m  tendent  vers  des  limites  qui  représen- 
tent les  intégrales  cherchées,  pourvu  que  x  reste  suffi- 
samment voisin  de  Xo . 

Soit  M  la  valeur  absolue  inaxima  des  fonctions  J\ 
quand  les  variables  dont  elles  dépendent  restent  dans 
les  limites  indiquées.  Désignons  par  p  une  quantité  au 
plus  égale  à  a  :  si  x  reste  dans  l'intervalle 

on  aura 

\ui—  UoKMp,         ...,         |w,  —  tVo|<Mp. 

Par  suite,  si  Mp<^è,  les  quantités  m<,  v^i,  ...,  \Vi 
resteront  dans  les  limites  voidues,  et  il  est  évident 
qu'alors  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  autres  sys- 
tèmes de  valeurs  i^,  ^'j  .  .  . ,  fv.  Désignant  par  o  une 
quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer  que  .r 
reste  dans  l'intervalle 

En  posant 

llm —  U,n^i  =  U,rt,  .  .  . ,  W„t —  (ï^m-i  =  W,„, 
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on  peut  écrire 


du 
dx 


m 


=  /l  (^»  W/n-l»  •••»  ^m-\)'-f\  (^,  W/n-ï>  •••>  «'/«-î) 


(m  = 


2j  •••)'-' 


=  Jni^i  f^m-li  •••>  W^m-i) — Jn(^f  t^m-l*  •••>  «'/^i-j) 


Or  on  a 


|Ui|<M8, 


|Wt|<M8. 


Les  équations  précédentes,  pour  m  =  a,  démontrent 

que  I  U|  |,  I  Va  |,  .  . . ,  |  Wq  |  sont  inférieurs  à 


(A  +  B 


L)M8«, 


et,  d'une  manière  générale,  de  proche  en  proche,  on 
voit  que  |  Um  |)  •  •  • ,  |  W„i  |  sont  inférieurs  à 


Oi 


M  8(  A  -f-  B  -+-. . .-+-  Lyn-i  8"»-ï. 

Mo  -h  Ui  4-  Uj  -+- . . .  4-  Um  ; 


u 


m 


par  suite,  u^y  Vmt  •  •  •  ?  ^m  tendront  vers  une  limite,  si 

(A-hB-h...-hL)8<i. 

En  prenant  8  assez  petit,  cette  condition  sera  véri- 
fiée. Nous  voyons  donc  que  Um^y^mt  •  •  •  9  Wm  tendront 
vers  des  limites  déterminées,  z/,  i^,  . . . ,  (v,  fonctions 
continues  de  x  dans  l'intervalle 

(a7o —  8,  a?oH"  8), 

0  étant  la  plus  petite  des  trois  quantités 


^'     M' 


B 


L' 


a,  t',  . . . ,  wp  seront  représentées  par  des  séries  qui  con- 
vergent à  la  manière  d^une  progression  géométrique 
décroissante. 


(  2«ï  ) 

On  a  d'ailleurs 


et,  puisque  les  m„j,  {^mt  •  •  m  ^m  diffèrent  de  leurs  li- 
mites d'aussi  peu  qu'on  veut,  pour  m  assez  grand,  quel 
que  soit  x  dans  l'intervalle  indiqué,  on  aura,  à  la  limite, 

u=   I     fi{XjUjÇj.,.,w)da:-\-iio; 

et,  par  suite, 

du       -  , 

et  de  même  pour  les  autres  équations.  Les  fonctions  m, 
Vj  . . . ,  (P  sont  donc  les  intégrales  cherchées. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1889). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES 

ÉLÉMENTAIRES; 

Par  m.  E.  GROSSETÉTE, 

Professeur    au    lycée    de    Nevers. 


On  donne  deux  droites  concourantes  OA,  OB  et  un 
point  P  pris  dans  leur  plan  :  i°  construire  sur  OA  un 
point  M,  tel  que  les  deux  cercles  S  et  S' passant  par  les 
points  V  etM.et  tangents  à  la  droite  OB  se  coupent  sous 
un  angle  co;  2°  étudier  la  variation  de  V angle  sous  le- 
quel se  coupent  les  deux  cercles  S,  S'  quand  le  point  M 
se  déplace  sur  la  droite  OA  ;  3®  soient  Q  et  Q'  les  deux 
autres  points  d'intersection  des  deux  cercles  S,  S'  avec 
la  droite  OA  ;  démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au 
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triangle  VQ^Q'  est  tangent  à  une  droite  qui  reste  fixe 
quand  le  point  M  décrit  la  droite  OA. 

1°  Supposons  le  problème  résolu  et  prenons  la  figure 
inverse  de  la  figure  chereliée  en  choisissant  le  poinl  P 

2 

comme  pôle  d'inversion  et  pour  puissance  PO  .  Les 
droites  OA,  OB  ont  pour  inverses  deux  cercles  a,  fc pas- 
sant par  P  et  O;  les  inverses  des  deux  cercles  chercliés 
S  et  S' sont  deux  droites  se  coupant  sous  un  angle  (u, 
tangentes  a  la  circonférence  b  et  ayant  leur  point  d'in- 
tersection m  sur  la  circonférence  a.  L'inverse  du  poinl 
ni  est  évidemment  le  point  M  cherché  sur  OA.  Or  m  est 
situé  à  la  fois  sur  la  circonférence  a  et  sur  la  circonfé- 
rence concentrique  à  &,  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  J 
sous  Fangle  w.  Ces  deux  cercles  se  coupent  générale- 
ment en  deux  points  m,  m\  auxquels  correspondent  d<'ux 
points  M,  M'  à  l'intersection  de  OA  et  des  rayons  P/;/, 
P//i'.  Il  y  aura  donc,  eu  général,  deux  solutions. 

Si"  Eludions  la  variation  de  l'angle  co  lorsque  le  poinl 
M  se  déplace  surOA,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  m  se 
déplace  sur  la  circonférence  a,  d'abord  à  Textérieur  de 
la  circonférence  è,  en  partant  du  point  O.  On  voit  sans 
peine  que  l'angle  to  décroît  constamment  depuis  deux 
droits  jusqu'à  un  angle  co^  défini  par  la  relation 

.    w,           a 
sin  --  = , 

dans  laquelle  a  et  [ï  désignent  les  distances  du  point  V 
aux  deux  droites  OA  et  OB  et  /  la  longueur  de  la  droite 
(|ui  joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires.  Pour  celle 
valeur,  le  point  m  est  situé  en  jji  sur  la  ligne  des  centres 
des  circonférences  a  et  h.  Le  point  M  correspondant  est 
situé  à  l'intersection  de  OA  et  de  P[jl  en  N,  de  sorte 
((ue,  pendant  que  M  décrit  la  droite  ON,  Tangle  lo  varie 
depuis  d(;ux  droits  ins(|u'à  l'angle  (o,. 
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Le  point  m  se  déplaçant  ensuite  sur  l'axe  [jlP,  auquel 
cas  son  correspondant  M  se  déplace  sur  NA,  l'angle  co 
croit  depuis  la  valeur  minimum  (Oj  jusqu'à  deux  droits. 
Le  problème  n'est  pas  possible  lorsque  m  décrit  Tare  PO 
intérieur  à  la  circonférence  a. 

3°  Soient  Q  et  Q'  les  deux  autres  points  d'intersec- 
lion  des  deux  cercles  S,  S'  avec  la  droite  OA.  Leurs  cor- 
respondants dans  la  figure  inverse  sont  les  seconds  points 
d'intersection  des  tangentes  menées  de  m  à  la  circonfé- 
rence b  avec  la  circonférence  a\  désignons-les  par  ^,  q' , 
Le  cercle  circonscrit  au  triangle  PQQ'  a  pour  inverse  la 
droite  (]q' .  Or  :  Etant  donnés  trois  cercles  ayant  deux 
à  deux  le  même  axe  radical,  si  Von  inscrit  à  l'un 
d'eux  c  une  suite  de  triangles  nhcy  dont  les  côtés  ab,  ac 
touchent  respectivement  les  deux  autres  c'  et  c",*  le  troi- 
sième côté  bc  de  ce  triangle  en\^eloppera  un  quatrième 
cercle  ayant  le  même  axe  radical  que  les  deux  autres 
(  i^oiV  Gha.sles,  Géométrie  supérieure,  n"  757).  Ici  le 
triangle  a  considérer  mqq'  est  inscrit  dans  la  circon- 
férence :  a  l'un  de  ses  côtés  qm  est  tangent  au  cercle  b\ 
l'autre  mq'  est  tangent  au  cercle  b\  ces  trois  cercles  ont 
même  axe  radical  5  donc  qq'  enveloppe  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  autres.  Ce  cercle  a  pour  in- 
verse une  droite  passant  par  O.  Donc  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  PQQ'  reste  tangente  à  cette 
droite  quand  le  point  M  décrit  la  droite  OA. 

A'.  B.  —  M.  Farjon  nous  a  adressé  une  solulion  analogue. 


ERRATA. 


Page  12,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  uyt,  lisez  fbidt. 
Page  14,  ligne  6  en  remontant,  au   lieu  de   Z.=  Klogô',   lisez 
7,  =  logé'. 
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K  DES  SCIENCES  UtTHEDiTIDUBS 
(CONCOIHS  DE  I8«9). 
)imm\  DE  HATIIÉMtTfQlES  SPÉG1UES; 
Par  m.  GIÎNTY. 


cône  du  second  dfigrt-  C  et  deux  qua- 
fCrilfif  dans  ce  cône  ;  oh  considère  une 
b!e  S  inscrite  dans  le  même  cône  ri 
drit/ues  données  A  et  A'  en  des  points 


If  ne  la  droite  aa'  passe  par  un  point 

lieu  de  la  droite  d'intersection  des 
la  surface  S  aux  points  eiet  ol'; 
■  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe  V 
•  surface  S  se  compose  de  deux  qita- 
Hes; 

î  lieu  de  la  droite  qui  passe  par  les 
t  de  ces  deux  quadriques,  lorsque  le 
:e,  en  restant  parallèle  à  un  plan  tan- 

riqucs  (A)  fil  (A')  inscriles  dans  un 
degré  (C)  sont  inscrites  dans  unsecoiiil 
lîs  se  coupent  suivant  deux  conîtjues; 
l  {Q')  de  ces  courbes  et  les  plans  des 
act  avec  l'un  ou  l'autre  des  cônes  cir- 
pent  suivant  une  niftrac  droite  et  for- 
Li  lianiiontijiie. 

ces  (A)  el  (A'j  sont  lioinologiques  de 
î    dilléieitles    :    on    peut    prendre   pour 
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centre  d'iioniologie  l'un  ou  Tautre  des  sommets  O  et  O' 
des  cônes  (C)  et  (C)  et  pour  plan  d*homologie  Tun  ou 
l'autre  des  plans  (Q)  et  (Q'). 

Cela  résulte  immédiatement  des  propriétés  bien  con- 
nues des  ombilics  et   deà    cordes   communes  des    co- 


ni 


ques 


III.  Si  nous  considérons  trois  quadriques  (A),  (A') 
et  (A")  inscrites  dans  le  cône  (C),  les  centres  d'iiomo- 
logie  de  ces  quadriques  prises  deux  à  deux  (autres  que 
le  point  O)  sont  situés  sur  une  ligne  droite  que  nous 
appellerons  axe  d'homologie  des  trois  quadriques. 

Les  équations  tangentielles  de  ces  trois  surfaces  pou- 
vant se  mettre  sous  la  forme 

CI  —  X[ji=o,        d  —  Xv  =  o,        9  —  Xp  =  o, 

l'axe  d'homologie  est  représenté  par  les  équations 

[X=:V=p. 

Le  théorème  reste  vrai  si  Tune  des  quadriques  est 
remplacée  par  un  plan  (P).  La  conique,  suivant  laquelle 
ce  plan  coupé  le  cône  (C),  peut,  en  effet,  être  consi- 
dérée comme  une  quadrique  infiniment  aplalie  inscrite 
dans  ce  cône.  Le  centre  d'homologie  de  la  quadrique  (  A  ) 
et  du  plan  (P)  est  alors  le  sommet  d'un  cône  circonscrit 
à  (A)  et  contenant  la  conique  en  question. 

IV.  Les  plans  des  courbes  d'intersection  deux  à  deux 
des  quadriques  (A),  (A')  et  (A")  passent  trois  à  trois 
par  une  même  droite. 

Les    équations  ponctuelles  de   ces    trois  quadriques 

étant 

S-f-/2=o,        S-+-//i*=o,        S -+- /i' =  o, 

les  plans  des  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  deux 
à  deux  passent  trois  par  trois  par  l'une  ou  l'autre  des 
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atie  droitus  représculécs  jiar  les  L'ijuaiioi 


V.  Le  lliéoi'èmt!  Il,  le  théorème  IV  et  sa  réciproqut', 
i  est  évidente,  conduisent  itnmédîateinenl  au  corul- 
re  suivant  : 

il  unotjuadrique  (S)  inscrite  dans  lecône  (C)  loucliir 
)  et  (A')  aux  points  a  et  a'  respectivement,  les  plans 
igents  en  a  et  a!  se  coupent  sur  l'un  ou  l'autre  des 
us  (Q)  et  (Q')  et  la  droite  «a'  passe  par  le  centre 
LOinologio  O'. 

VI,  Lesquadriques  (S)  inscrites  dans  le  cône  (C)  et 
igcntcs  à  (A)  et  (A')  forment  ainsi  Jeux  séries,  l'une 
i  correspond  au  plan  (Q)  cl  l'autre  au  plan  (Q')-  Je 

que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  (P)  par  rapport  aux 
idriques   (S)  d'une  même    série  (Q)  est   une  qua- 
que. 
^'intersection  du  lieu  en  question  avec  le  plan  (I') 

la  courbe  (p),  lien  des  points  de  contact  avec  ce 
u  des  quadriques  (S)  de  la  série  considérée  qui  lui 
Il  tangentes. 

soit  (a)  la  courlie  de  contact  de  ces  mêmes  qua- 
ques  avec  (A);  les  courbes  («)  et  (p)  sont  situées  sur 

même  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  d'iiomo- 
icO"de  laquadrique  (A)  et  du  plan  (P). 
Dr  les  tbéorèmes  qui  précèdent  conduisent  très  sini- 
mcnt  à  la  construction  suivante  de  la  conique  {a) 
ivi-.Hi:  et  TiE  CoMDEnorsse,  Traité  de  Géoméliie, 
iiâctOyS).  Le  plan  (Q)  coupe  le  plan  (P)  suivant 
i  droite  (</);  celle  droite  et  la  polaire  réciproqui" 
■  rapport  à  (A)  de  l'axe  d'homologie  O'O"  détermi- 
il   un    plan    qui    coupe   celte   <|nadi'i(|ue   suivant  la 
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courbe  clitTchée  (a),  qui   est  aîiisî  une  conique.    La 
courbe  {p)  est  donc  aussi  une  conique. 

En  remplaçant  le  plan  (Q)  par  le  plan  (Q'),  on  ob- 
liendraît  de  même  les  coniques  (a')  et  (^'),  lieux  des 
points  de  contact  des  quadriques  (S)  de  la  série  (Q') 
avec  la  quadrique  (A)  et  le  plan  (P). 

Donc,  en  résumé,  le  lieu  des  pôles  du  plan  (P),  par 
rapport  aux  quadriques  (S),  se  compose  de  deux  qua- 
driques (S)  et  (Y!)  :  je  di5  que  ces  deux  surfaces  sont 
doublement  tangentes. 

En  effet,  les  coniques  («)et  [al)  ont  deux  points  com- 
muns L  et  M  et  les  pians  tangents  en  ces  points  a  la 
quadrique  (A)  contiennent  le  point  O''.  Donc  les  co- 
niques {p)  et  (/;')  se  touchent  aux  deux  points  L^  etM<, 
où  les  droites  O^'L  et  0"M  percent  le  plan  (P).  La 
droite  L|M|  passe  d'ailleurs  au  point  d'intersection  K 
des  droites  (</)  et  {q')* 

D'autre  part,  les  quadriques  (S)  et  (S')  ont  une 
courbe  commune  qu'il  esl  facile  de  déterminer  ;  c'est  le 
lieu  des  pôles  du  plan  (P)  par  rapport  aux  coniques  (y) 
suivant  lesquelles  les  plans  tangents  au  cône  (C)  cou- 
pent le  cône  (C).  Ces  coniques  peuvent,  en  effet,  être 
considérées  comme  des  quadriques  infiniment  aplaties 
inscrites  dans  le  cône  (C)  et  tangentes  à  (A)  et  (A'),  et 
il  est  évident  qu'elles  appartiennent  à  la  fois  aux  deux 
séries  des  quadriques  (S).  La  courbe  commune  passe, 
(railleurs,  par  les  points  L^  et  M|  qui  sont  les  points  de 
contact  avec  le  plan  (P)  de  deux  coniques  (y).  Donc, 
enfin,  les  quadriques  (S)  et  (S')  se  touchent  en  ces  deux 
points. 

Supposons,  enfin,  que  le  plan  (P)  tourne  autour 
d'une  droite  (!')  tangente  au  cône  (C)  en  un  point  B. 
La  droite  L|  M|  décrit  une  surface  réglée  qui  a  pour  di- 
ivvlrices  rectil ignés  la  tangente  (T)  et  la  droite  d'inler- 
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seclioii  (I)  des  plans  (Q)  et  (Q');  j«  dis  que  ces  dm\ 
directrices  sont  divisées  homograpliiquement  par  les 
points  R  et  K  où  une  génératrice  les  rencontre. 

Soit,  on  effet,  D  le  point  de  contact  du  plan  tangent 
mené  par  la  droite  (T)  à  la  quadrique  (A).  Le  centre 
d'iiomologie  O"  reste  évidemment  sur  la  droite  BD; 
donc  l'axe  d'homologie  O'O"  reste  dans  un  plan  fixe  et 
sa  polaire  par  rapport  h  (A)  passe  par  un  point  fixe  M, 
({ui  est  visildement  situé  sur  une  tangente  à  la  qua- 
drique (A)  au  point  D^  la  droite  0"M  rencontre  (T)  au 
point  R. 

Au  point  R  ne  correspond  évidemment  qu*un  seul 
point  K,  et  réciproquement 5  donc,  enfin,  la  droite  RK 
décrit  une  qUadrique  (A). 

Dans  le  cas  particulier  du  problème,  la  directrice  (T) 
est  située  à  Tinfini,  et,  par  suite,  la  quadrique  (A)  est 
un  paraboloïde  hyperbolique. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  iMATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1889). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DANALYSE; 

Par  m.  k.  GKOSSKTÉTE, 

Professeur    au    lycée    de    Nevers. 


Soumt  h  et  h  las  in^^ariants  da  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

.,,,  d^z  dz       .  dz 

cix  a  y  dx  dy 

eths^h^  les  invariants  de  Inéquation  {Vj^)  obtenue  en 
appliquant  la  méthode  de  Laplace» 

Trouver  les  formes  que  doivent  avoir  les  invariants 
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Il  et  k  pour  que  l'on  ait  les  deux  relations 

l  et  m  étant  des  constantes. 

Déterminer  les /ormes  que  prennent  dans  ces  condi- 
tions les  coefficients  a,  b,c  de  l* équation  (E). 

I.  On  sait  (*  )  que,  si  Ton  désigne  par  h^  et  kt  les  in- 
variants de  Tëquatiou  (E|  ),  on  a 

ax  dy 
k\  =  h. 

Or  ici  ]i^=ilh^  ki  =  mk]  on  conclut  que  Téquation 
donnant  h  est 


'^('^^-•^)  = 


d^\og;h 
dx  dy 


Si  Ton  pose  /  H 2  =yy,  il  faudra  intégrer  Téqua- 


m 
lion 

/  X  d^  loff  h         , 

dans  laquelle  p  est  constant. 
Pour  cela,  posons 

logA  =  22,         OÙ         e^^=h. 
(i)  devient 


d^z 
dx  dy 


=  pe^^. 


C'est  une  équation  de  Liouville^  pour  l'intégrer,  nous 
poserons 

dy      "^^ 


(')  Darboux,  Théorie  générale  des  surfaces,  t.  H,  p.  28.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  Gis. 


,  i!ii  |irGiiant  la  (Itiiivéf  par  rappoit  h  j, 

rf'(J    _  iKj 
ilx  dy        dx      '  ' 
ir  suite 


Soîl-^(j)=^  ^T^j    une    soluiioii     pa 

tte  équalioii. 

Pour  avoir  la  soliitiou  général',  posons 

étant  une  nouvelle  variable;  il  viendra 

^  _„/!(£>_,, j  = 
où,  après  avoir  multiplié  par  — "^  ^'     > 

Inlégraiil  pai'  rapport  à  jr,  il  vient 
mi 

-fir)      . 
0.  '  /•'■'-)         /'(.y' 


*!  _    /'(J)9'(i)     . 


^Tr;'':-.^-«c»* 


(  =««•  ) 


umc 


h 
k 


_       /(r)?'(^) 


/?î 


Z(rÏ9'(^) 


II.  Pour  délerniîner  les  formes  que  prennent  dans 
ces  condllions  les  coefficients  a,  i,  c  de  Téquation  (E), 
nous  calculerons  les  coefficients  a',  A',  c'  de  l'équation 
réduite 


(E') 


di  z'  ,dz'       ,,  dz' 

a J7  «^  a^r  o^ 


qui  a  les  mêmes  invariants  que  la  proposée  et  qui  est 
telle  que  a'b' —  c'=  o.  Dans  ce  cas,  on  peut  déterminer 
rt',  //,  c'  par  les  formules 


a' —    l     hdx,  6'=    /      kdy, 


c'=a'b'. 


?(^)— ?(^o) 


_    nif'(r) __^_ 

/-2/n4-i  [/(r)-+-?(^)][/(r)^-?(^o)]' 

4  /''^[/(r)-^?(^)]*  /'''*  [/(r)-+-?(^)][/(r)+?(-2:o)j 


_    ?'(:^) 


/(r)~/(ro) 


/-2m-f-i   [/(7)-l-cp(ir)J[/(^o)-+-?(^)J 


En  faisant  sur  (E')  une  substitution  de  la  forme 

Z'   =    IZy 

dans  laquelle  X  désigne  une  fonction  quelconque  de  x 
et  j,  on  obtiendra  une  équation  (E)  répondant  à  la 


(  aia  ) 
icslioii.  L<!S  valeurs  Je  a,  b,  c  soiil  alors  doiiiiéus  (lai 
s  furiiiules 

"      ""*     dy     ' 

dr 

dx  dy  X  dm  dy 


COKOUaS  DADUISSIO»  i  L'ËCOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

EN  1889. 

SOLUTIUN  DE  LA  «lESTION  D'ALGÈBRE; 

I*AR  M.  LU  Capitaine  Ii\RISrKN. 

DiUenniner  un  polynôme  entier  en  x  du  seplihtif. 
'.gré  f{x),  sachant  t/ue  f(x)+  i  est  divisible  par 
7  —  i)'  et  f{x) — I  par  /(x-4-i)'.  Quel  est  le 
mihredes  racines  réelles  de  l'é<juation/{x)^Q? 

I)'a|)rès  l'énoncé,  il  faul  que  l'on  ait 


/(^M 


=  A3:»  +  ft37"  -^Cm  -H  J), 


•^^jLJ.  =  A'3-'  +  B'a7'+  C'a-  -+-  D', 

f{x)  =  a3^'^-\-bx^-\-cx*-t-  dx^-\-  cx'*-\-fx'^  +  gi:  +  h. 
En  reinarquanl,  du  suilc,  que  k^  M  =:  a^   il  faui 
eutirit!!'  les  tcrniL-s  des  deux  équations 

njf'  +  i^'-H  cx'-i-  dx^-^-cx^+fx'  +  ffx-^-  h  —  I 

03:'-)- Aj^'h-  cj-'+  rf:c'+  c3;'-4-/^'  + ^a;  +  A  —  [ 
=  (3?  +  i)n<»^'-HB'^'+G'37+  D'}. 
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On  obtient  de  la  sorte  le  système  d'équations 


G-4B  +  6a 
D  — 4C  +  6B  — 4(1 
-  4D-H6G  — 4B-(-    a 
6D  — 4G+    B  =/, 

C  — 4D 


B'+4. 
C'-i-4B'+6 
D'-h4C'+6B'+4 
4D'+    C'-^4B'+    . 
6D'-(-4C'-i-    B' 
C'+4D' 
D'=A-i. 


On  a  ainsi  quatorze  équations  du  premier  degré 
(quatorze  inconnues  a,  b,  c,  d,  e,y,  g,  h,  B,  C, 
C,  IV.  En  éliminant  les  majuscules  dans  chacu 
deux  groupes,  on  obtient  les  huit  équations 

—  35(i-aoé—  loc  — 4rf  =  e, 
84« -H  45A  H- 20c  +  6rf  =/, 
aoa-t-  ioi+   ic  -h    d  =  h-¥\, 

—  70a  — 366— i5c  — 4d  =  ^; 

—  35(1  ■+■  4oA  —  loc  -t-  4rf  =  «. 

—  84aH-4S6  — ioc-i-6rf  =  /, 

—  aoa-H  106—  4c+    rf  =  A-i, 

—  7011  + 36*  —  i5c -1- 4rf  =  ^. 

Ajoutons  et  retranchons  les  équations  telles  q 
et  (5),  nous  aurons  le  système  suivant 


45* -i-  6rf— /  = 
106+     d  —  h  = 


il'où  l'on  déduit  sans  difficulté 


1-  de  Malhèmat.,  3-  série,  t.  X.  {Mai  i8gr.) 


On  a  donc  |Kiur  le  pol^nùme  demandé 

,,     ,       Ga;'— ai.ri-4-35j-'— 35a? 
f(^)=  -,fi— 

-  -i|('ij-'-V.lj:'+35a:»— 35). 

En  posant  x^r=  z,  la  ijuaniité  enlrc  parentLcses  de- 
vient 

(J3>-ai3i+  35z  — 35) 

etnes'annulftquepourla  valeur  positivez  ^=  3,526, ...: 
les  deux  autres  racines  en  z  sont  imaginaires. 

Donc,  en  définitive,  l'équation  du  septième  degré  eu 
x,f{x)a  une  racine  nulle,  deux  racines  égales  et  àe 
signe  contraire,  d=o,ui5()  et  quatre  racines  iniagi' 
n aires. 

N.  li.  —  Voici,  sans  sorlir  <ij  doniaine  de  l'Algèbre  élémen- 
taire, une  solution  plus  simple. 


Les  express 


(1) 

étant,  par  hypothèse,  des  polynômes  entiers  du  troisième  rl^- 
gré  par  rapport  â  x,  il  en  est  de  même  des  expressions 

que  l'on  obtient  en  ajoutant  à  chacune  des  (juanlités  (i)  l'aulrr 
dans  laquelle  on  a  préalablement  changé  x  an  —  x.  Le  poU- 
nOme  /{x)  -hf{-~  ce),  qui  est  du  .«ixième  degré  au  plus,  Jevani 
d'après  cela  être  divisible  par  (i  —  i)*(3r  +  i)'  =  (a:* —  i)*,  e-! 
identiquement  nul;  en  d'autres  termes,  /(ce)  ne  saurait  ren- 
fermer aucun  terme  de  degré  pair,  et  l'on  a 

En  divisant  uhirs  '-[/(x)—  i]  par  (x  —  li'  et  observant  qiir 
le   dernier   lerim^   de   re   quotient   doit   être   égal   à    —  >.  i>ii 
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oii  il  faut  faire  X  égal  à  -v-  pour  que  la  condition  /(i)  + 1  = 

Mais  la  solution  la  plus  élégante  est  sans  contredit  la  sui 
vante,  qui  repose  sur  l'emploi  des  dérivées  et  qui  m'a  et 
communiquée  par  M.  Brisse  i 

/ix')-\-i  élanl  divisible  par(a'  — i)'et/(a')  —  i  par  (ar-i- 1)' 
leur  dérivée  commune /'(«)  est  divisible  par(;r  —  i)'(ar-+-i)' 
puisque  ^  —  I  et  3!  +  1  sont  premiers  entre  eux,  et  l'on  a 

/(».).»(»"-■)•, 

X  étant   une   constante,  puisque  y'(a')  est  du  sixième  degré 

On  détermine  X  et  jx  par  les  équations /(i)  = —  i,  /( —  t)  =  i 
D'après  l'expression  de  /'{x)  et  les  signes  de  /(i)  et  _/"(—  i, 
les  racines  sont  séparées.  E.   R. 


SUR  LE   KOMBRE   e; 

Par  m.  V.  JAMET. 


■j  Je  me  i)ropose  d'apporter  une  sitnplification  notabl< 
i  la  mélhode  créée  par  M.  Heruiiie  pour  démonlrar  qui 
le  nombre  e  n'est  rauîne  d'aucune  équation  algébrique 
t  coefficients  entiers  (i*>k/'  la  fonction  exponentielle 

'|>aris,  Gauthier-Villars,  1874). 


(ai6) 
Résumons  d*abord  les  considérations  fondamentales. 
Si  F(2)  désigne  un  polynôme  entier,  de  degré  m,  l'in- 
tégralion  par  parties  donne  l'identité 

ea  Ç    <?-aF(^)e/5=fF(o)-+-F'(o)-i-...-HFi'»>(o)]e« 

_  [F(a)-h  F'(a)-i-.  ..•+•  ?</»)(«)], 

ou  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 

(i)  ««   r    <j--F(-s)</z  =  *(o)c«--4>(a). 


D'ailleurs,  en  supposant  vraie  IVgalité 


(2) 


No-f- Nie -f-  Nje* -+-... -H  ^p€P=^  o, 


si,  dans  l'égalité  (i),  on  remplace  a  successivement  par 
(,  a,  3,  ...,/;,  et  si  Ton  combine  les  égalités  obtenues 
avec  l'égalité  (a),  on  trouvera 


(3) 


ri  =  1 


a 


e-^F(z)dz 


=  — fNo*(o)-hN,*(i)-4-Nj*(2)H-,..H-N;,<l>(p)]. 


Si  les  coefScients  du  polynôme  F(z)  sont  entiers, 
ainsi  que  les  coefficients  N,  le  second  membre  de  cette 
égalité  sera  un  nombre  entier  :  ce  nombre  sera  divisible 
par  1 ,  2,  3,  4)  . . . ,  7Z,  si  l'on  fait 

F(<5)=z«(<3-r)«(5  — 2)«...(<3— /?)«(a-^)(P  — -s)...(X--5), 

a,  p,  y,  .  . .   désignant  quelques-uns  des  nombres  i,  2, 

3,  . .  . ,  ^  —  I,  écrits  par  ordre  de  grandeur  croissante; 
c'est  dans  le  choix  de  ces  nombres  que  réside  la  simpli- 
fication annoncée.  Divisons,  en  effet,  les  deux  nombres 


(  "7) 
de  l'égalité  (3)  par  i,3,3,  ...,n.  Nous  tr 
nombre  entier,  égal  à 

Je  dis  qu'on  peut  choisir  les  nombres  a,  ^ 
dételle  sorte  quecetle  expression  soit  diCFérei 
mais  inférieure  (numériquement)  à  un  nomb 
si  petit  qu'il  soit.  En  effet,  décomposons  cl 
Intégrales  qui  figurent  dans  l'expression  c 
une  somme  de  termes,  tels  que 

J   e-^¥(z)dz^J    e-^¥{z)dz+J   e~^F(z 

+  J"  e--F(z)dz. 

Nous  voyons  alors  que  la  somme  qui  entre 
même  expression  est  une  fonction  linéaire, 
des  intégrales,  calculées  de  zéro  à  t ,  de  i  à  a,  d 
et  Gnalement  de  p  —  i  k  p;  en  outre,  l'un, 
des  coefficients  de  cette  fonction  n'est  pas 
celui  de  l'intégrale  prise  de  ;>  —  »  à/»;  en 
réduit  à  JUpCP.  Je  dis  qu'on  peut  clioisir  dus  i 
P,  Y,  ...  5  ^,  de  telle  sorte  que  tous  les  lermi 
fonction  linéaire  aient  le  même  signe.  En  el 
dérons  l'expression 


A  f  e-ïF{s)rf3+B  f  e- 


■■F(z)dz  +  G  i 


égale  à  la  somme  que  nous  voulons  étudie 
égale  et  de  signe  contraire  à  cette  somme,  d 
({ue  le  premier  de  ses  coefficients  soit  positif; 
limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  termine 
groupe  do  termes  à  coefficients  positifs,  /'  la 


I>1   ' 


II 


(2,8) 

périeure  de  Tîntëgrale  qui  termine  le  premier  groupe 
de  termes  à  coefficients  négatifs,  s  la  limite  supérieure 
de  Tintégrale  qui  entre  dans  le  terme  final  du  deuxième 
groupe  de  termes  à  coefficients  positifs,  et  ainsi  de  suite. 
Chacune  des  intégrales  de  la  somme  précédente  aura  le 
même  signe  que  son  coefficient,  si  nous  faisons  n  pair, 
et 


a  =  q, 


?^n       Y  - 


—  .V, 


\  =  v, 


V  désignant  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  qui  ter- 
mine TavaMt-dernier  groupe.  De  cette  manière,  on  est 
assuré  que  Texpression  (4)  n'est  nulle  pour  aucune  des 
valeurs  paires  de  n^  et  cela  suffit  pour  mener  la  démons- 
tration à  bonne  fin. 

En  effet,  quand  z  varie  de  tAxo  à  p^  les  produits 


et 


(a_;:)(p--^;;)...(X--^) 


zi^Z  — l)(-5  —  2)...(<5  — /?). 


restent  numériquement  inférieurs,  le  premier  à  un 
nombre  [Ji,  le  deuxième  à  un  nombre  v,  indépendants, 
l'un  et  l'autre,  de  /i,  et  si  l'on  appelle  H  la  plus  grande 
valeur  numérique  des  coefficients  A,  B,  C,  .  •  • ,  on  voit 
que  Texpression  (4)  ^st  numériquement  inférieure  à 


v^ 


or,  cette  dernière  expression  tend  v(;rs  zéro,  quand  n 
est  de  plus  en  plus  grand.  c.  q.  f.  n.  (*). 


C)  On  pourra  consulter  aussi  sur  une  simplification  delà  méthode 
de  M.  Hermite  une  Note  de  M.  Stieltjes  {Comptes  rendus,  1890). 
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THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS; 

Par  m.  E.  CARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 


1.  Introduction.  —  M.  F.  Caspary,  dans  uu  très 
intéressant  Mémoire  (  *  ),  a  exposé  une  méthode  à  la  fois 
synthétique  et  analytique  pour  l'étude  de  la  Géométrie. 
Les  principes  en  sont  dus  aux  génies  de  Cauchy  (^)  et 
de  Grassmann  (^).  L'auteur  indique  qu'ils  se  prêtent  à 
une  théorie  simplifiée  des  déterminants,  mais  il  n'en  dit 
rien  de  plus.  De  son  côté,  Grassmann,  dans  son  remar- 
quable Ouvrage  Die  ^usdehnungslehre^  néglige  celle 
théorie,  quoique  son  exposition  eûl  à  gagner  par  une 
étude  préalable  des  déterminants.  Je  serai  heureux  si, 
comme  je  pense,  l'exposition  suivante  est  jugée  plus  fa- 
cile que  les  méthodes  adoptées.  Elle  présente  certaine- 
ment l'avantage  de  faire  ressortir  le  caractère  de  pro- 
duit que  possède  un  déterminant  et  qui  est,  en  général, 
méconnu.  Enfin  elle  prépare  à  ces  méthodes  puissantes 
de  Cauchy,  Grassmann,  Hamilton,  dont  MM.  F.  Cas- 
pary, Laisant,  Tait,  ont  fait  d'intéressantes  applications, 
mais  qui  n'ont  pas  encore,  dans  la  Science  et  surtout 
dans  l'enseignement,  la  place  qu'elles  méritent.  Facili- 
ter le  présent  et  préparer  l'avenir,  tel  est  mon  but. 

2.  Définitions.  —  Le    dénominateur  commun  des 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2«  série,  t.  XIII;  sept. 
1889. 

(*)  Comptes  rendus,  t.  XXXVI  et  XLII:  Exercices  d'Analyse  et 
de  Physique  mathématique,  t.  III  et  IV. 

(')  Die  Ausdehnunf^slehre.  Berlin,  iS^i  ol  1863. 


■/; 
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valeurs  des  inconnues  xetj^  tirées  des  équations 

i    c  =:  ax  "h  by, 
^  c  =  a  X  -h  o  y 


bleau  des  coefficients 


•  De  là  le  nom  de  détermi- 


est  aV —  ba^\  il  est  déterminé  quand  on  donne  le  Ta- 

a     b 
a'    b' 

nant  donné  à  ce  Tableau.  Le  nombre  ab^ — ab'  est  la 
valeur  de  ce  déterminant  (*),  On  Tobticnt  commodé- 
ment par  une  sorte  de  multiplication.  Multiplions^  en 
eliet,  membre  à  membre  la  première  équation  (i)  par 
la  deuxième;  en  respectant  l'ordre  des  /acteurs.  Il 
vient 

(  a  )  cc'ss  aa!xx  •¥  ab*  xy  •+•  ba'yx  -+-  bb'yy. 

Si  maintenant  on  cesse  de  regarder  a:  et  j^  comme 
des  nombres  pour  en  faire  de  purs  symboles  dénués  de 
toute  signification,  et  queGrassmann  appelle  unités  (^)t 
il  suffit  de  faire  sur  ces  unités  la  convention  générale 

unique 

xy  :s^—yx 

et,  conséquemment, 

XX  =  0,       yy  =  o. 

Le  coefficient  de  xy^  dans  le  développement  (2),  est 
alors  la  valeur  aV -^  hd  du  déterminant. 

Multiplication  extérieure.  —  Celte  convention  gé- 
nérale unique  que  le  produit  de  deux  unités  change  de 
signe  quand  on  int.en^ertit  l'ordre  des  facteurs  sixSi^ 


(*)  Cette  distinction  entre  le  déterminant  et  sa  valear  peut  pa- 
raître subtile;  elle  s'impose  dans  certaines  questions. 

(')  Cauchy  emploie,  pour  désigner  ces  symboles,  le  nom  de  clefs 
anoêirophiquei ;  voir  le  Mémoire  sur  tes  clefs  algébriques  dans 
le  Tome  IV  des  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique, 
p.  35H.  K.  H. 
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pour  engendrer  les  déterminants  par  voie  de  multipli- 
cation. Cette  sorte  de  multiplication  qui  en  résulte, 
Grassmann  l'appelle  multiplication  extérieure  et  la  re- 
présente par  des  crochets  pour  la  distinguer  de  la  multi- 
plication usuelle  ou  algébrique.  Enfin,  pour  éviter 
toute  confusion,  au  lieu  d'employer  la  notation  ci-des- 
sus, je  désignerai  les  unités  par  la  lettre  x  affectée  d'In- 
dices, les  fonctions  linéaires. de  ces  unités  par  la  lettrey ; 
les  nombres,  éléments  des  déterminants,  seront  désignés 
par  les  lettres  a^b^c^  ...•  Ainsi  le  produit  extérieur 
des  quantités  j'  =  aX\  -+■  bx^^  ^=  olx^  4-  Vx2  qui  dé- 
finit le  déterminant       ,     ,,     sera 

a     h 

De  la  définition  résultent  immédiatement  les  proprié- 
lés  suivantes  pour  les  produits  extérieurs  qu'on  peut 
former  avec  n  unités  x^^x^i^  . . . ,  a:^  : 

I**  Dans  ces  produits,  les  facteurs  peuvent  être  or- 
donnés dans  tel  ordre  que  l'on  veut  par  des  échanges 
successifs  de  facteurs  consécutifs,  chaque  échange 
étant  accompagné  d'un  changement  de  signe, 

2**  Ceux  qui  contiennent  plus  d'une  fois  un  même 
facteur  sont  nuls. 

3®  Quand  on  intenter  tit  deux  facteurs  quelconques 
non  consécutifs,  le  produit  change  de  signe;  en  effet, 
pour  passer  de  [ . . .  Xp  .  • .  x^  . . .  ]  à  [ . . .  a:^  . . .  a?;, . . .  ], 
on  peut  échanger  Xp  successivement  avec  les  k  facteurs 
qui  le  séparent  de  Xqy  puis  échanger  Xp  et  Xq^  enfin 
échanger  Xq  avec  les  k  facteurs  qui  le  séparaient  d'abord 
Ae  Xp,  Le  nombre  2/r-Hi  de  ces  échanges  successifs 
étant  impair,  le  produit  a  finalement  changé  de  signe. 

Déterminants,  —  1**  Etant  donné  n  fonctions  li- 
néaires homogènes  y^,  y 21  •  •  •?  J^/i  ^'^  ^  lettres  Xi, 
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X2  7  . . . ,  ^«,  on  appelle  déterminant  de  ces  Jonctions 
te  tableau  carré  des  n^  coefficients, 

2"  La  valeur  du  déterminant  est  le  coefficient  de 
[^1 ,  J^2  » . . . ,  -2^/1  ]  dans  le  produit  extérieur  [^  ^  ^y^ , . .  •  «  J«l 

Si  Ton  appelle  D  cette  valeur,  on  aura 

ce  qui  conduit  à  la  notation  fort  commode 

qui  est  celle  des  déterminants  fonctionnels  (*  ). 

3.  Théorème.  —  Un  déterminant  change  de  signe. 
quand  on  échange  deux  lignes  entre  elles. 

Il  s'agit  de  prouver  que  si,  dans  le  produît[jK4y2  •••/«]> 
on  intervertit  deux  facteurs^  quelconques,  le  produit 
change  de  signe  et  pour  cela  il  suffit  de  démontrer  que, 
pour  deux  facteurs  consécutifs  quelconques  yp  et  j^, 
on  a 

(0  [rpyq]  =  -lyqyph 

Or  un  terme  quelconque  du  premier  produit  se  trouve 
dans  le  second  avec  cette  seule  diflérence  que  les  lettres 
X  qui  s'y  trouvent  ont  échangé  leurs  places.  L'égalité  (i) 
est  donc  démontrée  et  le  théorème  en  résulte  (comme 
au  n«2). 

Corollaires.  —  i"  Cette  règle  générale  qui  n  servi 


(*)  Cctle  définition  établit  une  différence  entre  les  lignes  et  les 
colonnes  d'un  déterminant.  Cela  me  parait  essentiel.  Quand  od 
échange  les  lignes  avec  les  colonnes,  le  déterminant  lui-môme 
change.  Sa  valeur  reste  la  même,  il  est  vrai;  mais  c'est  là  un  théo- 
rème et  il  n'y  a  pas  lieu  de  renfermer  ce  théorème  dans  la  définition 
en  s'efforçant  de  rendre  celle-ci  symétrique  par  rapport  aux  lignes 
et  aux  colonnes. 


(    223    ) 

de  définition  à  larnulliplication  extérieure  (à  savoir 
que  le  produit  de  deux  unités  change  de  signe  quand  on 
permute  les  deux  facteurs)  s^ étend  à  des  fonctions  li- 
néaires  quelconques  de  ces  unités. 

a**  Si,  dans  un  déterminant  y  on  échange  les  lignes 
avec  les  colonnes ,  sa  valeur  ne  change  pas.  En  effet,  de 
la  définition  (n°  2)  et  du  théorème  (n°  3),  il  résulte 
que  les  valeurs  de  deux  déterminants  sont  formées  des 
mêmes  termes  munis  des  mêmes  signes. 

3**  Tout  théorème  relatif  aux  lignes  s'applique  éga- 
lement aux  colonnes,  et  réciproquement. 

4.  Théorème.  —  On  a 


a-^  a' 

b-^b' 

c-{-c' 

a 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

a, 

bi 

Ci 

= 

«1 

b. 

Cl 

-h 

ai 

bi 

Cl 

«2 

b. 

Ci 

az 

bi 

Cl 

Ui 

bi 

Ci 

C'est  ce  qu'exprime  la  formule  évidente 

5,  Développement  d'un  déterminant  suivant  les  élé- 
ments d^une  ligne. 

Soit  à  développer  suivant  les  éléments  de  la  première 
ligne  le  déterminant  défini  par  les  formules 

y  =  axi  H-  bxi  -f-  cx^j 
y  =  a'xi  ■+■  b'Xi  -h  c'a^a, 
y"  =  a'xi  -h  b'xi  -h  c" x^. 
On  a 

[yy]  =  [(a':ri4-  b' x^-^-  c'x^){a''xi-h  b^x^-h  c^Xi)]. 

Dans  le  développement  de  ce  produit,  le  terme  en 
f'^2«^3]5  par  exemple,  provient  de 

(b'Xi^  c'x3){h''xi-hc"xs). 


\ 


("<  ) 

me  est  dotii 

qu'on  obtient  en  suf)priuiaDt  la  ligne^  et  la  colonnu  x, 
qui  se  croisent  sur  l'élément  a.  On  a  ainsi 

Je  multiplie  en  aidant  le  premier  membre  par_^,  lu 
second  par  l'expression  égale  ax,  -+■  £xg+  cxj,  et  \v 
développe  le  second  membre  en  tenant  compte  des  ga- 
ntés de  définition  de  la  multiplication  extérieure.  Il 
vient 


[^yy]=«f^,j[-.-.-^.i 


\xiXtXi\  [xtxi]  [a^iaJj]  [a:|j:,J 

C'est  l'expression  de  la  règle  connue  ;  [--— {  est  le 
déterminant  mineur  de  l'élément  a. 

On  obtient  une  généralisation  de  ce  ihéorème  en  sé- 
parant le  produit 

en  deux  autres, 

in-yp]'   [yp*i---yn\- 

6.  J'ai  donné  en  substance  la  partie  la  plus  élémen- 
taire de  la  théorie  des  déterminants.  C'est  à  dessein  que 
j'ai  négligé  quelques  détailn  auxquels  on  suppléera  sans 
peine.  La  oiultiplleatlon  dtrs  déterminants  se  traite  aussi 
d'une  l'uçon  intuitive  par  la  même  méthode. 
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DÉMONSTRATION  NOUVELLE  DTN  THÉORÈME 
SUR  LES  NORMALIES; 

Par  m,  h.  ADER, 
Élève  à  rÉcole  Polytechnique. 


En  un  point  d^une  surface^  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales  sont  proportionnels  aux  carrés  des 
diamètres  d'une  conique  appelée  indicatrice;  on  peut 
déduire  de  là  le  théorème  des  tangentes  conjuguées. 
(Bertrand,  Calcul  différentiel^  p.  670.  —  Poincaré, 
Noui^elles  Annales  de  Mathématiques  ;  1 874») 

Cela  étant,  on  peut  démontrer  que,  si  la  directrice 
d'une  normal] e  passe  par  un  point  Â  d'une  surface,  les 
plans  principaux  relatifs  à  ce  point  sont  tangents  à  la 
normalie  aux  centres  de  courbure  principaux. 

Pour  cela,  démontrons  d'abord  que,  si  Ton  considère 
deux  normalies  dont  l'une  a  pour  directrice  la  section 


lï 


par  le  plan  NAT  (AN  étant  la  normale  à  la  surface  que 
nous  supposons  verticale)  el  l'autre  une  courbe  AC  tan- 
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gente  en  A  h  AT,  et  projetée  sur  le  plan  horizontal  du 
point  A  suivant  AC,  ces  deux  normalies  se  raccordent 
le  long  de  AN.  En  effet,  coupons  par  le  plan  NAT^  voisin 
de  NAT;  la  normalie  qui  a  pour  directrice  cette  section 
a  avec  la  normalie  AC  deux  génératrices  communes  :  AN 
et  la  normale  au  point  P  d'intersection  de  AC  avec  NAT,. 
Si  donc  on  fait  tendre  NAT,  vers  NAT,  k  la  limite,  les 
deux  normalies  (NAT)  et  (AC)  ont  deux  génératrices 
infiniment  voisines  communes  et  se  raccordent. 


' 


Il  suffit  donc  de  démontrer  la  propriété  énoncée  pour 
une  normalie  ayant  pour  directrice  une  section  normale. 
Or,  pour  trouver  le  point  de  contact  avec  la  normalie 
(NAT)  d*un  plan  passant  par  AN,  il  suffit  de  chercher 
la  limite  du  point  d'intersection  avec  ce  plan  de  la  nor- 
male au  point  A'  infiniment  voisin  de  A.  Si  donc  on 
considère  deux  plans  NAT, ,  NATo,  les  hauteurs  de  leurs 


(  ^^7  )' 
points  de  contact  au-dessus  du  plan  horizontal  sont  dans 

le  rapport  — -y  aa^a^  étant  la  projection  de  la  normale 

en  A',  Or  cette  normale,  étant  perpendiculaire  au  plan 
tangent  en  A',  a  sa  projection  perpendiculaire  à  la  trace 
de  ce  plan,  qui  n*est  autre  que  la  caractéristique  du  plan 


tangent  en  A,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  de  AT. 
Les  hauteurs  des  points  de  contact  de  NAT,  et  NAÏ2 

sont  donc  dans  le  rapport  ^^SBB^  B2  étant  une  perpen- 
diculaire quelconque  au  diamètre  conjugué  de  AT  ;  par 
exemple,  si  B  est  sur  Tindicalrice,  la  normale  à  cette 
courbe  est  au  point  B.  Or  si  NAT2  est  perpendiculaire  à 
NAT,  son  point  d'intersection  avec  la  normale  en  A'  se 
projette  sur  le  plan  NAT  en  y'.  Le  point  dé  contact  de  ce 
plan  avec  la  normalie  est  la  limite  de  y',  c'est-à-dire  y, 
centre  de  courbure  de  AC.  Si  l'on  suppose,  de  plus,  que 
NATi  est  le  plan  principal  correspondant  à  Taxe  a  de 
l'indicatrice,  pour  démontrer  qu'il  est  tangent  en  yi, 
centre  de  courbure  de  la  section  principale  correspon- 
dant à  Taxe  ô,  il  suffit  de  démontrer  que 

BB^      Ayi  _  Ri  _  bn 
BB,  ""  Ây  ~    p  ~  «'2|' 


(  2a8  ) 

c  est-a-dire  que  gr  =  ~  ou  BK  =  -p ,  ce  qui  est  une  pro- 
priété connue  des  coniques. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré. 

Remarque,  —  La  démonstration  donne  en  même 
temps  le  moyen  d'avoir  le  point  de  contact  d'un  plan 
langent  quelconque,  le  paramètre  de  distribution,  etc. 

CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  188). 

Solutions  par  M.  le  Capitaine  BAEISIEN. 


PREMIÈRE  SESSION. 


,*! 


Soient  Ox^  Oy  deux  axes  rectangulaires  et  une 
droite  LU  parallèle  à  Oy  dont  l* équation  est  x — a  =  o. 
On  considère  le  faisceau  des  paraboles  qui  passent  par 
le  point  O  et  qui  ont  la  droite  LL'  pour  directrice, 

1°  Trouver  le  lieu  du  foyer  et  le  lieu  du  sommet  de 
chacune  de  ces  paraboles^ 

2**  Par  un  point  quelconque  du  plan  xOy  passent 
deux  des  paraboles  considérées ^  réelles  ou  imaginaires , 
déterminer  la  région  du  plan  dans  laquelle  doit  être 
ce  point  pour  que  les  deux  paraboles  soient  réelles, 

3**  Etant  données  les  coordonnées  d'un  point  M  du 
plan  xOy^  former  V équation  qui  a  pour  racines  les 
coefficients  angulaires  des  tangentes  au  point  O  aux 
deux  paraboles  du  faisceau  considéré  qui  passent  par 
ce  point  M.  En  déduire  V équation  de  la  ligne  S  sur 
laquelle  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  les  tan- 
gentes au  point  O  aux  deux  paraboles  du  faisceau  qui 
passent  au  point  M  soient  rectangulaires. 


L 


(    229    ) 

4"  Soit  M  un  point  situé  sur  la  ligne  S,  et  soient  F, 
F'  les  foyers  des  deux  paraboles  du  faisceau  considéré 
qui  passent  par  ce  point,  démontrer  que,  lorsque  le 
point  M  se  déplace  sur  la  ligne  S,  la  droite  FF'  tourne 
autour  d'un  point  fixe, 

I.  Si  a,  ^  sont  les  coordonnées  du  foyer  de  la  para«* 
bole,  ayant  pour  directrice  la  droite  lili\  son  équation 

est 

(i)  (a?-a)2-h(^-P)î=(ar-a)», 

avec  la  condition 

(•i)  a«- ?«=««, 

qui  exprime  que  la  parabole  passe  par  le  point  O. 

Cette  condition  (2)  exprime  aussi  que  le  lieu  des 
foyers  des  paraboles  (1)  est  le  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  «. 

L^ équation  de  Taxe  étant 

(3)  r  =  P, 

pour  avoir  le  lieu  du  sommet  des  paraboles,  il  faut  éli- 
miner a  et  (3  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3).  (i)  de- 
vient, en  tenant  compte  de  (3), 

(ar  — a)  =  — (ar  — a), 

d'où 

a  =  ix  —  a; 

(2)  devient  alors 

{•IX  —  a  )'  -h  j^*  =  a* 
ou 

ix^-^jr^ —  iax  =  o. 

C'est  une  ellipse  dont  le  centre  est  le  milieu  de  OA. 
OA  est  le  petit  axe  de  longueur  a  :  son  grand  axe  est  de 
grandeur  2a. 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  l.  X.  (Mai  1891.)  16 


(  a-'io  ) 

II.  Par  un  point  (Pf^)  du  plan  passent  deux  para- 
boles déterminées  par  la  valeur  de  a  et  |3  provenanl  des 
deux  équations 

En  formant  Téquation  en  a,  on  trouve 

La  condition  pour  que  les  deux  valeurs  de  a  soieni 
réelles  se  réduit  à 

7« -f-  4 a/>  --  4 ût*  <  o, 

ce  qui  indique  que,  si  le  point  (p,  g)  est  à  riiitéricur 
de  la  parabole, 

(4)  7*-4-4«^  — 4«'=  0, 

les  deux  paraboles  passant  par  ce  point  sont  réelles. 
Elles  se  confondent  si  le  point  (py  q)  est  sur  la  parabole 
(4))  et  elles  sont  imaginaires  si  ce  point  est  à  Textérieur 
de  la  parabole. 

III.  I^a  tangente  à  Toriginc  de  la  parabole  (i)  ayant 

pour  équation 

(a  — a)/i-i-  P^-o; 

son  coefficient  angulaire  est 

u  —  a 

(5)  /'=-y- 

En  éliminant  a  et  ^  entre  cette  équation  (5)   et  les 
deux  suivantes 

a«-hp«=a«, 

on  forme  sans  aucune  diUiculté  l'équation  Gwp 

(6)  p^icj^-^  \ap)—  ^aqp  -^  q^=  o. 


(  ^3.  ) 
qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  au 
point  O  des  deux  paraboles  du  faisceau  qui  passent  par 
le  point  (p,  q).  # 

Si  ces  deux   tangentes  sont  rectangulaires ,  on  doit 
avoir  p'/^'  =  —  i ,  c'est- à-di re 

« 

La  ligne  S  de  l'énoncé  est  donc  une  parabole. 
IV.   Avec  la  condition 


la  relation 

se  réduit  à 
et  comme 

on  en  déduit 


qt=:  —  'lap 


^2=:a(a  —  a)p  -h'i^q 
ctp-h^q  =0, 


pour  les  coordonnées  du  foyer  F.  Celles  du  foyer  F' 

sont 

«? a,  _       ^P 


a'  =  --7=^=>  P' 


L'équation  de  la  droite  FF'  est  par  suite 

et  se  réduit  à 

*^"       q  ' 
La  droite  FP  tourne  donc  autour  du  point  fixe  O. 


(  ^3u  ) 


8R<:0NDB  SK9SI0N. 


1.  Détnontrer  que  les  coniques  représentées  par 
V  équation 

(A)  (i  —  m*)iP*-+- v*-i- amrr  —  r*=o, 

où  l'on  suppose  m  variable,  ont  deux  points  communs, 
et  que,  si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires, 
elles  ont  en  outre  un  foyer  commun, 

2.  Trouver  l'équation  (B)  de  la  conique  assujettie 
aux  conditions  suivantes  :  passer  par  l'origine,  être 
tangente  à  une  des  coniques  représentées  par  {A)  en 
un  point  V(x^y),  pris  sur  cette  courbe,  et  enfin  passer 
par  les  deux  projections  du  point  P  sur  les  axes  de 
coordonnées, 

3.  Trouv^er  le  lieu  des  points  de  contact  at^ec  les 
courbes,  représentées  par  A,  des  tangentes  issues  d'un 
point 

a?  =  o,       y=  h 

de  l'axe  des  y,  lorsqu'on  fait  varier  m. 

4.  Trousser  le  lieu  des  centres  des  courbes  (B)  cor- 
respondant à  une  courbe  fixe  A  quand  on  fait  varier 
la  position  du  point  P  sur  cette  courbe. 

5.  Discuter  Inéquation  (B)  en  supposant  que  l'on 
déplace  le  point  P  sur  une  des  courbes  représentées 
par  l'équation  (A);  séparer  les  parties  qui  répondent 
à  des  ellipses  de  celles  qui  répondent  à  des  hyper- 
boles, et  trouver  le  lieu  des  points  de  séparation  lors- 
qu'on fait  varier  m, 

1.  L'équation  (A)  pouvant  s'écrire 

f  A  )  r^-\-y^  =  {  mx  —  /•)2 


(  233  ) 

n'est  autre  que  Véqualion  générale  des  coniques  ayant 
pour  foyer  l'origine  et  passant  par  deux  points  de  l'axe 
des^  équidistants  de  Torigine  de  la  quantité  r  (on  sup- 
pose les  axes  rectangulaires). 

II.  L'équation  générale  des  coniques  passant  par 
Porigine,  le  point  P  et  les  projections  de  ce  point  sur 
les  axes  de  coordonnées  pe\it  s'écrire 

La  taiig(;nte  au  point  {jcfj  ')  de  cette  courbe  a  pour 
équation 

(2)  kxx*Qyy  —  kx'^—Qy*=o, 

La  tangente  au  même  point  (^J  ')  de  la  conique  (A) 
a  pour  équation 

(3)  x[x'{i  —  /n*)-t-  mr\-\'  yy'-{-  r{mx' —  r)=  o. 

En  identifiant  ces  deux  équations^  on  trouve 

\x'  _  G  _       (Aa7^«H-Cy>). 

x'{\  —  /n*)-hmr'"  i   ~"         t\mx' — r)    ' 

d'où 

A       x\\  —  m'^)-\- mr 


G  X 


I 


En  portant  la  valeur  de  ce  rapport  dans  (i)^  l'équation 
de  laconique  (B)  a  pour  expression 

(B)     (a:«— a7ar')[ar'(i  — mV)H-m/>}-f-ar'(jK*— ^y)=o. 

III*  En  faisant  x  =  o,^  =  A  dans  (3),  cette  équation 
devient 

(4)  y h-^-  r{mx' — r)  =  o. 

On  a  de  plus 


•■l 


r^ 


f  < 


(  a34  ) 
En  éliminant  m  ou  plulôt  (mx'  —  /•),  entre  (4)  et  (5), 
ona 


y  =  'J-.  x' 


r 


yjh^  —  r» 


Le  lieu  des  points  de  eontact  se  compose  de  deux 
droites  passant  par  Torigine  et  également  inclinées  sur 
les  axes.  Les  deux  droites  ne  sont  réelles  que  si  A>/'. 

IV.  Les  coordonnées  du  centre  des  courbes  (B)  sont 


X 
X  =    —y 


=  ^. 


a 


Dé  sorte  qu'en  éliminant  j:'  cl  y  entre  ces  deux  équa- 
tions et  la  relation  (5),  on  trouve  pour  le  lieu  des  cen- 
tres l'équation 

(6)  ^{x''^y^)  =  {inix  —  r)^  ; 

c'est  une  conique  liomofocale  de  la  conique  (À). 

V.  Pour  que  la  conique  (B)  soit  une  ellipse,  il  faut 

que 

x'[x\\  —  m^)-\-  /wr]>  o. 

Si  donc  le  point  (a/,  y')  se  trouve  situé  sur  Tare  de  la 
conique  (A)  limité  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  avec  les  droites 


(7) 


/  a7  =  o, 


nir 


m^—  1 


les  coniques  (B)  seront  des  hyperboles.  Sur  tout  le  restci 
de  l'arc  d'ellipse,  les  coniques  (B)  seront  des  hyper- 
boles. Aux  points  d'intersection,  les  coniques  (B) seront 
des  paraboles. 

Pour  X  =  o,  on  trouve  comme  points  d'intersection 
les  deux  points  par  lesquels  passent  les  coniques  (A). 


(  235  ) 


mr 


Pour  X  =  — z 5  on  trouve,  en  substituant  dans  (  A  ), 


m* — I 


1  —  m/ 


En  éliminant  m  entre  ces  deux  valeurs  de  x  et  y^  on 
trouve  pour  le.  lieu  des  points  de  séparation 


C'est  une  courbe  ayant  pour  asymptote  Taxe  des  x. 
Son  équation  en  coordonnées  polaires  étant 


P  = 


sin^tu 


-  > 


on  trouve  que  les  points  d'inflexion  correspondent  à 

tangcu  —  ^% 

3r 


et,  par  suite,  à 


p  =  — . 

2 


SURFACES  DE  SYMÉTRIE  DU  TROISIÈME  ORDRE 

D'UNE  QUADRIQUE; 

Par   m.    s.    MANGEOT, 
Docteur  es  Sciences,  professeur  au  lycée  de  Troyes. 


Mes  recherches  sur  les  surfaces  d^  symétrie  d'une 
quadrique,  c'est-à-dire    sur  les    surfaces   dont   chaque 


(  ^36  ) 
normale,  limitée  h  ses  deux  points  de  reneontre  avec  la 
quadriqnc,  a  son  nn'lieu  au  point  dMncidence,  m^oiit 
eonduit  à  une  méthode  générale  pour  la  détermination 
de  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  algébriques. 

Cette  méthode  a  son  point  de  départ  dans  les  résul- 
tats suivants,  que  je  me  borne  à  énoncer. 


I.  Les  surfaces  de  s^^métrie  de  la  quadrique  à  centre 
unique 


(S) 


a?'        r»       z*       .. 
a         ù         c 


rapportée  à  ses  axes,  sont  toutes  les  surfaces  dont 
Téquation  est  homogène  par  rapport  aux  trois  quanti- 
tés x^,y^,  ^'^  (*)•  I^  *"'^  ^®  '^  q"®  1^  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'une  équation  de  la  forme 


(0 


I,Axf»ynzP  =  Of 


(')  Les  cônes  sont  les  surfaces  de  symétrie  des  sphères 

(a  =  6  =  c  =  i). 

En  cherchant  à  généraliser  ce  résultat  que  les  cônes  ayant  leur 
sommet  à  l'origine  des  coordonnées  sont  les  enveloppes  des  plans 
ux  -h  vy  -h  wz  =  0,  on  est  conduit  à  ce  théorème,  qui  se  démonlre 
facilement  : 

Toutes  les  surfaces  de  symétrie  de  la  quadrique 

X        y^       z* 
abc 

rapportée  à  ses  axes,  sont  les  enveloppes  des  surfaces  de  symétrie 
particulières  définies  par  V équation  «a7«-h  vy^'H- tv-2*=  o,  où  m, 
Vj  w  désignent  des  fonctions  d'une  même  variable  t;  de  plus  les 
caractéristiques  de  ces  enveloppes  sont  des  lignes  de  symétrie  de 
la  quadrique  (  c'est-à-dire  des  courbes  dont  cliaque  plan  normal 
coupe  la  quadrique  suivant  une  conique  ayant  son  centre  au 
point  d'incidence). 


(  237) 
OÙ  les  exposants  m,  n,  p^  ...  sont  des  nombres  positifs 
quelconques,  représente    une  surface  de   symétrie    de 
cette  quadrique,  est  que  l'expression 

^       m       n       p 
a        à        c 

ait  une  valeur  constante  pour  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion. 

Lorsque  cette  constante  sera  nulle,  la  surface  sera 
ortiiopolaîre  de  la  quadrîque,  c'est-à-dire  que  les  deux 
plans  polaires  d'un  même  point  par  rapport  à  la  qua- 
drique  et  h  la  surface  seront  rectangulaires,  non  seule- 
ment quand  ce  point  se  déplace  sur  la  surface  (condi- 
tion qui  suffit  pour  la  symétrie),  mais  encore  lorsqu'il 
occupe  une  position  quelconque  dans  l'espace  (^). 

II.  Si  l'on  égale  à  une  constante  le  rapport  de  deux 
des  trois  quantités  a:**,^*,  2^,  on  obtient  les  équations 
de  toutes  les  surfaces  de  symétrie  de  la  quadrique  (S) 
qui  sont  cylindriques. 

III.  Pour  que  la  quadrique  (S)  admette  des  cônes  de 
symétrie  algébriques  autres  que  les  plans  de  symétrie, 
il  faut  et  il  suffit  :  1°  que  la  quadrique  ne  soit  pas  de  ré- 
volution ;  a"  que  le  rapport     . ,  _    .^  qui  peut  toujours 


(*)  En  interprélant  la  condition  D  =  const.,  on  peut  énoncer  cette 
proposition  : 

Pour  que  l'équation  (i)  représente  une  surface  de  symétrie  de 
la  quadrique  (S),  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  qui  ont  pour 
coordonnées  les  trois  exposants  m,  n,  p  de  chaque  terme  soient 
situés  dans  un  même  plan  parallèle  au  plan  diamétral  conjugue, 
par  rapport  à  la  quadrique^  de  Vaxe  du  trièdre  trirectangle 
OXYZ.  Lorsque  les  points  précédents  sont  dans  ce  plan  diamétral 
lui-mêmCy  ta  surface  est  orthopolaire  de  la  quadrigue. 


■1 
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Hvii  supposé  positif,  soit  commensurable,  et  alors  Téqua- 
tion  de  ces  cônes  est 

M 
si  Ton  désigne  par  j^  la  fraction'  irréductible  égale  au 

rapport  précédent,  et  par  a,  ^  deux  constantes  arbi- 
traires. Tous  ces  cônes  sont  ainsi  du  môme  degré  M +N. 

IV.  Pour  que  l'équation  entière  2  ^ri^^y^  ^)=  o?  ^^ 
f r(<^)JK9  ^)  désigne  un  polynôme  entier  et  homogène  en 
x,y,  z,  de  degré  r,  représente  une  surface  de  symétrie 
de  la  quadrique  (S),  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  cha- 
cune des  surfaces  cPr=  o  soit  elle-même  une  surface  de 
symétrie  de  la  quadrique,  et  (|ue,  en  outre,  le  degré 
d'homogénéité  D  de  chaque  fonction  ^ r*  p^r  rapport  à 
j:^,^*,  ^S  soit  le  même  pour  tous  les  groupes  y^- 

Je  vais  indiquer  brièvement  la  marche  qui  m'a  con- 
duit, en  partant  de  là,  aux  diverses  formes  que  doit  avoir 
l'équation  du  troisième  degré 

supposée  indécomposable^  pour  qu'elle  représente  des 
surfaces  de  symétrie  de  la  quadrique  (S). 

Je  laisse  de  côté  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  des 
cylindres  :  leur  détermination  est  immédiate  (II).  La 
fonction  F  renfermera  donc  les  trois  variables  x^y^  z. 

Je  cherche  d'abord  les  surfaces  de  symétrie  du  troi- 
sième ordre  qui  ne  sont  pas  des  surfaces  orlliopolaircs 
de  la  quadrique.  La  valeur  constante  de  D  étant  dillé- 
rente  de  zéro,  <po  doit  être  nul.  Je  distingue  alors  trois 
cas  : 

I®  cp;,  n'est  pas  décomposable  en  fadeurs, 

L'équalion  cp3==odoît  définir  un  cône  de  symétrie 


(  »39  ) 

proprement  dît,  ce  qui  exige  que  l'un  des  nombres  M, 

N  soit  égal   à    i,  l'autre  égal  à   2.  On    peut  prendre 

M  =  I ,  N  =  2  ;  la  fonction  03  a  la  forme  olx^z  -h  Py^^ 

et  l'on  doit  avoir 

3       2        I 

-  =-  H 

bac 

La  condition  d'invariabilité  imposée  à  D  ne  permet 
pas  de  prendre  plus  d'un  terme  pour  composer  la 
somme  cp2  4-  Çi  et  fait  connaître  la  forme  que  peut  avoir 
ce  terme,  en  même  temps  qu'une  nouvelle  relation  à 
laquelle  satisferont  a,  £,  c. 

2"  <f  3  est  un  produit  de  deux  facteurs , 

L'un  des  deux  facteurs,  égalé  k  zéro,  doit  donner  un 
plan  de  symétrie,  et  l'autre  un  véritable  cône  de  symé- 
trie. L'équation  de  ce  cône  étant   aj:z -j- jîy-  =  o,  on 

doit  avoir 

1       I        I 

c 


b       a 


Comme  précédemment,  la  fonction  ©o-f-fi  renferme 
un  seul  terme,  qui  se  détermine  aisément. 

3**  ^3  est  un  produit  de  trois  fadeurs . 

Si  la  quadrique  n'est  pas  de  révolution,  cps  ne  com- 
prend qu'un  seul. terme,  et,  en  remarquant  que  cpi  n'en 
peut  renfermer  plus  d'un,  on  a  à  examiner  les  trois  hy- 
pothèses où  le  nombre  des  termes  de  ^ 2  est  égal  à  2,  i 
ou  o.  On  reconnaît  sans  difficulté  quellei^  sont  les  asso- 
ciations de  termes  qui  peuvent  réaliser  l'invariabilité 
deD. 

Lorsque  la  quadrique  est  de  révolution  (a==  i),  en 
partant  successivement  des  diverses  valeurs  que  l'on 
peut  prendre  pour  (fi,  à  savoir  ax  H-  ^y^  olz  ou  o,  on 
en  déduit,  toujours  parla  considération  de  D,  la  forme 
qui  convient  à  <p2,  puis  à  (p^. 


(  M»  ) 

I  circcluant  les  rakuU  doiil  je  viens  de  donner  Vin- 
ion,  voici  los  diverses  formes  [jue  l'on  trouve  pour 
iiction  F.  J'ai  placé,  en  regard  de  cliacune  d'cllrs, 
ndition  ou  les  conditions  à  imposer  aux  axes  delà 
ri<jue(S). 

''ormes  de  11  ToncUon  F(x,y,x).  Ilelations  entren,  i,c. 

7'-i-Pi'î  +  Y«' 3o=      4*=     fie 

y'-^  pa:'3  +  yys a  =      at=      je 

y*-h^xU  +  fXj' 2a=        b=-   e 

j'»+piF»s  +  Y* 3n=        b  =— 3c 

"s-i-  Paj'+Y»' *«=      3*=     '!'■ 

'«+  Sar/'-t-f^ï a  =      ib  =      3c 

'«  -1-  pJ:_J''^-  •jj' a  ■=—    A=  — 3c 

^'+ pa^Kî-^Ys^' 3(1=      2fr=       c 

j^-H  P^ryaH- Y^--.. a——    b=  —  ic 

;r»+      p_^'-t-ï37^ ia  =      îb  =      4c 

i_^^      p_j,.+  ^x= a=      aA==      3c 

,1+     ^x^-t-iy 3a  =     66=     ac 

ii+     Pa!>+Y7 aa=      .{*=       c 

's  -h     ^x*-+-  Y/ a  =      ai  = —  le 

K»-+-      Par*+Yy a=     ^b=—    c 

y*+    p^a  +  Y^P 3(1=        A=     îc 

'7+    ?ys  +  t^ a  =—    b=     ic 


;«•-+-     par'-^-YJ'' 3o  =  3i  = 

'a:+       p3^>-^Vr' aû=  '*  = 

x^-^-  Pie'_>'-i- Y^'-t-  S^'^  es  . . ,  a  =        é  = 

^'+  pa''_)'-4- Y^iy'-t-  Sy'H-  Ei',. .  ■i.a=  ai  - 

a:*+ p3;*/-(- Y*j'+^7'  +  '^^'-  "  =         6  = 

^+  Pr^ ^=  ^H 

'^^   ^^' 1=     ï- 

>3+        33: 1   =  ?  H 

a  b 


(  ^41  ) 

On  peut  former,  inversement,  au  moyen  du  Tableau 
qui  précède,  les  équations  des  seules  quadriqucs  à  centre 
unique  qui  admettent  des  surfaces  de  symétrie  du  troi- 
sième ordre  non  orthopolaires  de  la  quadrique  et 
autres  que  des  cylindres.  Je  crois  bon  de  les  inscrire 
dans  un  second  Tableau,  en  faisant  suivre  l'équation  de 
chaque  quadrique  du  nombre  de  classes  de  ces  surfaces 
de  symétrie  correspondant  à  la  quadrique. 

Voici  ce  Tableau  : 


Quadriques 

qui  ne  sont  pas 

de  révolution. 

a7*-f- 2y*-f- 33*=  c?. . . .  4 

37* —    y^-h2Z^=  d. . . .  3 

w^-^  2y^-h  ^z^  =  d. . . ,  2 

237*-!-  3^*-f- 4^*=  Û? 2 

a?*—    y^-{-^z^=d 2 

6a72+3j^«-+-2^*=  d I 

6a:2-+-4^2-+-3iï2=rf i 

ix^—iy^-r     z^=d I 

3x^—3y^-\-    z^  =  d I 


Quadriques 
qui  sont 
de  révolution. 

ar'-4-    y^ —    z^=d,... 

x^-{-    yt-^'2z*  =  d 

xi-^  jï_i_3^î=  c?  ... 

207*-+- 2^^' H-      Z^=d,,.. 
237*  -H  2^*  -h3z*=  d,  .  ,  . 

3a7*-h3^2-+-    z*=û? 

3a7*-i-  3^* -h  23*=  d 


2 


A  ces  quadriques,  dans  lesquelles  les  rapports  des 
axes  sont  déterminés,  il  faut  ajouter  encore  trois  fa- 
milles de  quadriques  comprenant  chacune  des  qua- 
driques symétriques  par  rapport  à  une  seule  classe  de 
surfaces  du  troisième  ordre,  représentée  par  une  équa- 
tion binôme. 

11  reste  maintenant  à  calculer  les  formes  de  la  fonction 
F[x,jjZ)  qui  correspondent  aux  surfaces  de  symétrie 
orthopolaires  de  la  quadrique  (S).  Ici  la  valeur  con- 
stante de  D  doit  être  zéro  :  la  quadrique  ne  peut  être  que 
du  genre  hyperboloïde.  La  somme  0^-+-  cpa  est  divisible 
par  Tune  des  variables,  et  le  groupe  cp^  n'existe  pas.  La 
fonction  çp2  ne  peut  comprendre  plus  d'un  terme.  S'il 
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(  Ma  ) 
existe,  cpa  n'est  compose  également  que  d'un  seul  terme. 
Lorsque  '^2  fait  défaut,  cpa  renferme  au  plus  deux  termes. 
Le  Tableau  qui  suit  fait  connaître  les  résultats  de  ces 
calculs.  Les  rapports  mutuels  des  axes  de  la  quadrique 
sont  déterminés,  sauf  dans  un  cas.  En  regard  de  l'équa- 
tion de  chaque  quadrique,  se  trouve  celle  des  surfaces 
ortliopolaires  qui  lui  correspondent. 


37* -i-   .y^—2z^—  d 

oLX^z  -h  ^y^z  H-  Y  =  0 

ix^->riy^ —    z'^—d 

axz^  -H  ^yz^  4-  Y  =  0 

a?2-4-  iy^ —  22*  —  G? 

oLx^z  -h  ^yz   -i-Y=o 

2a?î-4-   /'—    z"^— d 

oLxz^  -f-  ^yz  -h  Y  =  0 

x^  H-  4  J^'  —  a  «*  —  d 

aa?'  z  —  ^yz^  4-  y  =  0 

52)-H  ji(^«  — ^«)=  d 

a?/^  -f-  Y  ■"  0 

En  examinant  les  résultats  inscrits  dans  les  Tableaux 
précédents  (*),  on  est  conduit  à  cette  remarque  : 

Quand  un  cône  du  second  ordre  admet  une  surface 
orthopolaire  du  troisième  ordre  qui  n'est  surface  or- 
thopolaire d'aucun  autre  cône  du  second  degré,  son 
cône  supplémentaire  admet  également  des  surfaces  ortho- 
polaires  du  troisième  ordre,  et  plus  généralement,  si  un 
cône  du  deuxième  degré  est  symétrique  par  rapport  à 
une  surface  du  troisième  ordre  sans  que  celle-ci  soit 
surface  de  symétrie  d'un  autre  cône  du  deuxième  degré, 
son  cône  supplémentaire  est  lui-même  symétrique  par 
rapport  à  une  infinité  de  surfaces  du  troisième  degré. 


1 


(*)  Les  lettres  grecques  qui  figurent  dans  ces  Tableaux,  ainsi  que 
a  lettre  d,  désignent  des  constantes  arbitraires. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE  EN  1890. 

Solution  par  M.  le  Capitaine  BARISIEN. 


PREMIERE   SESSION. 


On  donne  deux  axes  rectangulaires  jr'Ox,  yOy^ 
et  deux  points  A,  B,  symétriques  par  rapport  au 
point  O. 

1°  On  prend  sur  r  axe  des  x  un  point  quelconques^ 
et  Von  considère  la  parabole  (P)  qui  est  tangente  aux 
droites  PA,  PB  au  point  A  et  au  point  B.  Lieu  du  som- 
met et  lieu  du  foyer  de  cette  parabole  quand  le 
point  P  parcourt  Vaxe  xfOx, 

2°  Onprendj  sur  Vaxe  desy^  un  point  Q  quelconque, 
et  Von  considère  la  parabole  (Q)  qui  est  tangente  aux 
droites  QA,  QB,  au  point  A  et  au  point  B.  Les  deux 
paraboles  (P)  et  (Q)  qui  correspondent  ainsi  à  un 
point  P  pris  sur  x'Ox  et  à  un  point  Q  pris  sur  yOy 
se  coupent  aux  points  A  et  B  et  en  deux  autres  points 
C,  D.  Former  Véquation  de  la  droite  CD  et  troui^er  le 
lieu  décrit  par  les  points  C  et  D  quand  les  deux  points 
P  et  Q  se  déplacent^  Vun  sur  x:!Ox,  Vautre  sur yOy^ 
de  façon  que  V abscisse  du  premier  soit  toujours  égale 
à  V ordonnée  du  second, 

I.  Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  point  A,  et  dési- 
gnons les  longueurs  OP  et  OQ  respectivement  par  a 
et  p. 

L'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux 
droites  AP  et   BP,    aux  points   d'intersection  de   ces 


_         w 
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droites  avec  AB  est 


[bx  -h  (et  — a)y  —  ùoi][bx—  (oL-^a)}^  —  ba] 

-h  X  (bx  —  a/)'  =0. 

Pour  que  cette  conique  soit  une  parabole,  il  faut 
que  X  =  —  I,  et  la  parabole  (P)  a  pour  équation 


(I) 


a^'-l-  2b^x  —  laby  —  6' a  =  o. 


Désignons  par  p  et  ^  les  coordonnées  du  foyer  de  cette 
parabole  et  par  x  —  A'  =  o  Téquatlon  de  la  directrice. 
En  identifiant  l'équation  (i)  avec  l'équation  focale 

(a?  —  ;>)«  4- (7  —  ^  )«  =  (  j- —  A:)*, 
on  a  les  relations 


k—p  =  —, 

ab 
q  =  — > 

^iH-^ï_A-«  =  — 6«, 

d'où  Ton  déduit 

a>—  b^-\-  a«                    ab 

a^-H^'-ha» 

P  '  '                                      9               Q  — ,               A    =^ 

9.  a 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers  de  (P),  lorsque  a  varie, 
il  faut  éliminer  a  entre  les  deux  valeurs  de  p  et  q^  ce 
qui  donne 

^'(  a'  —  6*  )  —  2  a^jDçr  4-  a'ô*  =  o, 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  ayant  son 
centre  à  l'origine  et  l'une  de  ses  asymptotes  parallèle  à 
Taxe  des  x. 

L'axe  de  la  parabole  (P)  ayant  pour  équation 

ab 
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on  oblient  ie  lieu  du  sommet  eu  élimiuant  a  entre  cette 
dernière  équation  et  Téquatiou  (i).  On  trouve  ainsi 

ay^ — ih xy -\- ah'^  =^  o  \ 

Le  lieu  des  sommets  est  donc  une  hyperbole  ayant 
pour  asymptote  une  parallèle  à  l'axe  des  x^  son  centre 
à  Torigine,  et  passant  par  le  point  A. 

II.  Par  analogie  avec  la  parabole  (P),  on  trouve  pour 
l'équation  de  la  parabole  (Q), 

(2)  ^x^-^ia'^y  —  labx — «2^  =  0. 

L'équation  générale  des  conique?  passant  par  les 
points  d'intersection  de  (P)  et  (Q)  est 

I  ay^-^  '^b^x-\-iaby  —  6*  a 

(  3  )  \ 

(         -^]j.{^x^-\-'ia^y — labx — a*p)  =  o. 

L'équation  de  Â6  est 

bx —  ay  =  o. 

Désignons  celle  de  CD  par 

ux  -\-  vy  — 1  =  0, 

M  et  P',  ainsi  que  a,  étant  des  coefficients  à  déterminer. 
L'ensemble  des  deux  droites  AB  et  CD,  considérées 
comme  une  conique,  a  donc  pour  équation 

{ux  -h  vy  —  \){bx  —  ay)  =  o 
ou 

(4)  ubx^  -{-{vb  —  au)  xy  —  avy^ — bx  -^^  ay  =  o. 

Exprimons  que  cette  équation  est  identique  à  (3)*,  il 
vient  les  relations 


ub 

—  av              —  1                        i 

H-P" 

a           2(6  — aji)        2(a(x — b) 

vb  —  au, 

b'a-h  (xa^p      0. 
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De  ces  cinq  relations,  qui  se  réduisent  à  trois,  on(Ié< 
(luit 


u 


'ia{a^  -h  6a) 


V  = 


•ib{a^  -f-  bd) 


L'équation  de  CD  devient  donc 


Si  ar=:  p,  ona,  pour  cette  dernière  équation, 


(fi) 


a        b  a 


En  éliminant  a  entre   (6)  et  (i),   on  a  le  lieu  des 
points  C  et  D  qui  a  pour  équation 


h  -,-  —  a  -+-  6. 

a         b 


C'est  une  ellipse  de  centre  O  et  d^axes  Ox  et  Oy, 


8EG0NDB  SESSION. 


On  donne  une  parabole  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires Ox  et  Oj  :  cette  parabole  a  son  axe  pa- 
rallèle à  Vaxe  des  y  ;  elle  passe  par  l'origine  et  le 
point  de  l'axe  des  x^  dont  ^ abscisse  est  /;  enjin  elle 
admet  une  ordonnée  maxinia  égale  à  f. 

On  donne,  en  outre,  une  droite  passant  par  V origine 
et  par  un  point  A{x  =  l^  y  =rz  h)  : 

i"  Démontrer  que  si,  pour  une  abscisse  déterminée, 
on  porte  en  ordonnée  la  somme  algébrique  de  Cordon' 
née  de  la  droite  et  de  celle  de  la  parabole  correspon- 


(  =^47) 

dant  à  cette  abscisse,  V extrémité  de  cette  ordonnée 
est  sur  une  parabole  (P)  égale  à  la  première; 

2"  Démontrer  que  les  axes  des  coniques  qui  passent 
par  V intersection  d'un  centre  et  d'une  conique  sont 
parallèles  aux  axes  de  celle-ci; 

3°  Une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  O  A  comme 
diamètre  coupant  la  parabole  (P)  e/z  quatre  points  O, 
A,B,  C,  chercher  le  lieu  du  point  d'intersection  des 
sécantes  communes  OA,  BC  quand  on  fait  varier  /z,  et 
construire  ce  lieu  qui  n'est  pas  du  second  degré; 

4**  Chercher  la  valeur  du  rapport  -7  pour  laquelle 

le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  est  tangent  à 
la  parabole,  quel  que  soit  h. 

La  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  Taxe  des  y, 
passant  par  Torigine  et  par  le  point  de  Taxe  des  x  d'ab- 
scisse /,  et  ajant  comme  ordonnée  maxima  J\  a  pour 
équation 

(1)  x^—lX'h—jy  =  o, 

On  a  aussi  pour  l'équation  de  la  droite  OA 

(2)  hx  —  ly  =  o. 

I.  Les  ordonnées  de  la  parabole  (i)  et  de  la  droite  (2), 

correspondant  à  la  même  abscisse  S,  ont  pour  valeurs 

respectives 

4/^(/  — 5)  hs 

Zi  /  * 

De  sorte  que,  si  Ton  pose 

X  =  5, 

ifs(l~s)        hs 

^= T^ ^T 

et  si  l'on  élimine  S  entre  ces  deux  dernières  équations, 


•1 
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ou  obtient  pour  celle  de  la  parabole  (P) 


(3) 


X«-  7^(4/-^  A)X  -h  /^  Y  =  o. 
4/  4/ 


Les  équations  des  paraboles  (i)  et  (3)  ont  même 
coefficient  du  terme  en^.  Il  est  facile  de  voir  d^une  ma- 
nière générale  que,  pour  la  parabole  dont  réqualion  est 

(4)  x*H- Aa7-+- B7  =  o, 

le  coefficient  B  est  le  double  du  paramètre  de  la  para- 
bole. En  efiet,  soient  (a,  ^)  les  coordonnées  du  foyer 
et  y  —  k  =  o  Téquation  de  la  directrice  de  cette  para- 
bole. Son  équation  pourra  s'écrire 


ou 


(5) 


(a:-a)«H-(y-P)«  =  (^-^)« 


^*— 2aa7  — 2(P  —  A:)j^-t-a'-+-  P'— A:>=  o. 


En  identifiant  (4)  et  (5),  on  obtient 

2a  =  — A,        2(A-— P)=B,        aî-+.p«=A-2; 
d*où  Ton  déduit  les  valeurs  de  a,  ^  et  A" 


2  ^ 


A«~B* 
4B 


k  = 


A«-4-B« 
4B 


Or  le  paramètre  p  qui  est  la  distance  du  foyer  à  la  di- 
rectrice a  pour  valeur 


^  '1 


Donc  K  =  2p,  ce  qui  démontre  bien  que  les  paraboles 
(i)  et  (3)  sont  égales. 

II.    Soit,  en  général,  une  conique  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes,  dont  Téquation  est 


(6) 


b^x  -{-  a^y^  —  a2  b^  =  o, 
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et  un  cercle  quelconque 

(7)  a?*-4-^*-4-Ma7  + Nj^-hP  =  o. 

L'équation  générale  d'une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  de  ces  deux  courbes  est 

(8)  6«a7«±  a*7«—  a^b^-h  p(x^-\-jr^-h  Mx-h  N^  -h  P)  =  o. 

Cette  conique  a  bien  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  la 
conique  (6). 

En  particulier,  les  droites  d'intersection  de  (6)  et 
(7)  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  (7),  puisque 
les  axes  de  deux  droites  sont  leurs  bissectrices. 

m.  Les  droites  BC  et  AO  étant  également  inclinées 

sur  Taxe  de  la  parabole,  Téquation  de  BC  est  de  la 

forme 

hx  -\-  ly  -^p  =  o. 

De  sorte  que  l'équation  générale  des  coniques  passant 
par  les  points  d'intersection  de  la  parabole  P  avec  les 
droites  ÂO  et  BC  est 

4/a?' —  1(4/ -h  h)  X  -\-  l'y  -\-\hx  —  ly)(hx  -h  ly  -h  ij.)=o 

ou 

^^^  I       -a:[/(4/-4-A)~ïiAX]-f-/7(/~{xX)=0. 

Le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  a  pour  équa- 
tion 

(10)  x^-hy* — Ix—  hy  =  0. 

En  identifiant  (9)  et  (10),  on  obtient  les  relations 

4/-hXA«  __  —  X/g  _  /(4/-+-A)-+-[JL^X  _  /(fiX  — 0 
I         ~       I      "  /  "         h        ' 

Ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux,  Tune  des  trois 
rentrant  dans  les  deux  autres.  On  en  déduit  les  valeurs 


(  'j5o  ) 


4/  _ _  ni^.f.fyi.^.j/,,) 


(juation  de  la  droite  BG  est  dom 
hx  4-  ly 


4/ 


iir  avoir  lu  liou  des  points  d'intersection  de  OA  cl 
1  faut  éliminer  !i  entre  (-2)  et  (1 1),  ce  qui  donnu 
l'équation  de  ce  Heu 

Ltc  courbe  du  troisième  degré  a  une  asymptote 
M  parallèle  à  l'axe  des  j-,  rejetée  à  l'infini,  et  unu 
3tote  parallèle  à  l'axe  des  x  dont  l'équation  est 


y^ 


B/ 


rsque  /  <^  2/,  la  courbe  passe  par  l'origine,  qui  est 
jjnl  double  réel;  quand  l^=  if,  la  courbe  passe 
e  par  l'origine  qui  est  un  point  de  rebrousse inent 
conde  espèce.   Enfin,  si  f^zf,  l'origine  est  un 


Les  tangentes  à  la  parabole  (3)  en  un  point  (Ç,ri) 
ir  équation 

[8/£  -  f(4/+  A)]+  fr-m/^k)i^  /«T,  =  o. 

ir  exprimer  que  la  droite  BC  est  tangente,  il  faul 
ifier  cette  dernière  équation  avec  l'équation  (ii), 
1  donne 


(  aSi  ) 
d*où  Ton  déduit 

(-3)      Ç  =  £iA_Lî/),         ^=  _L(2/Ah_8/._/2). 

En  éliminant  h  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 
pour  le  lieu  des  points  (|,  y|)  la  droite 

Voyons  dans  quel  cas  les  coordonnées  ?  et  7\  satisfont 
à  l'équation  de  la  tangente,  quel  que  soit  h.  En  substi- 
tuant les  valeurs  (i3)  dans  l'équation 

4/ 

on  trouve 

Donc,  si  -^  =  2,  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  dia- 
mètre est  tangent  à  la  parabole,  quel  que  soit  h. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIOUE  EN  1890; 

Par  m.  le  capitaine  BARISIEN. 


On  donne,  dans  un  plan,  une  hyperbole  équilatère  H 
dont  V équation  par  rapport  à  ses  axes,  pris  pour  axes 
de  coordonnées^  est 

(l)  272  — J^2=a«. 

D^un  point  M  du  plan,    ayant  pour  coordonnées 
Xz=zp^  y  z=  q^  on  mène  des  normales  à  cette  courbe. 
Oh  demande  : 
1°  De  faire  passer  par  les  pieds  de  ces  normales 


(  »5»  ) 
î  nouvelle  hyperbole  étfuilatère,  dont  les  normaUs 
ces  points  soient  concourantes,  et  de  déterminer  leur 
nt  de  concours. 

i"  En  désignant  par  K  une  hyperbole  satisfaisant  à 
te  condition,  dans  quelle  région  du  plan  doit  être 
ce  le  point  M  pour  t/u'ily  ait  une  hyperbole  K  cor- 
pondant  à  ce  point? 

S"  Quelle  ligne  doit  décrire  le  point  M  pour  que 
Yperbolc  K  ioit  égale  à  l'hyperbole  H. 
.  B.  —  Oq  conMrvera  les  notations  indiquées, 

.  L'équation  de  l'hyperbole  équîlatère  passant  par 
pieds  des  normales  issues  du  point  M  est 

ixy  — py  —  qx  =  o. 

^'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
nls  d'intcrseclion  des  hyperboles  (i)  et  (a)  est  donc 

x^ — y*-^  ■i'kxy  —  p^y  —  q'kx  —  a*^=  o. 

Zes  coniques  sont  toujours   des   hyperboles  équila- 
Bs.  Il  s'agit  de  déterminer  X  de  façon  que  les  nor- 
les  aux  quatre  points  d'intersection  de  (i)  et  (a)  con- 
trent en  un  point  (ce,  ^)  également  à  déterminer. 
!j' équation  de  la  normale  à  l'hyperbole  (3  )  en  x,  j, 


Exprimons  que  cette  droite  passe  par  le  point  (a,  |S), 
'ienl 

.-x){-iy~i\3^  +  p\)^(^-y){-ix  +  i\y-q'k)~.<^ 

3n  développant 


(  ^53  ) 
Les  normales  à  l'hyperbole  (3)  issues  du  point  (a,  P) 
ont  leurs  pieds  à  rintersection  des  courbes  (3)  et  (4). 
Une  quelconque  des  hyperboles  (3)  étant 

(5)  x^ — y^->ri)kxy — ^^^  —  PV-9.  — «'  =  o, 

en  identifiant  (4)  et  (5),  on  exprimera  les  conditions 
de  renoncé. 

Les  équations  d'identification  sont 

aX  __  — a  __  2p  —  X(/?-f-2a) 
Elles  peuvent  s'écrire 

(6)  X,x=-i, 

(7)  2^  =  2p  — X(/?-+-2a), 

(8)  2/>  =  2a-i-X(^  -4-aP), 

(9)  poL  —  q^=  —  2a^. 

En  éliminant  X  entre  (7)et(8),  ona  l'équation 


"«>      ("-?)'-(?-! '-'-^ 


6 


A  uu  système  de  valeurs  de;>  et  ^  correspondent  donc 
deux  systèmes  de  valeurs  de  a  et  p,  relatifs  aux  points 
d'intersection  de  la  droite  (9)  avec  le  cercle  (10). 

U.  Pour  que  ces  points  d'intersection  soient  réels,  il 
suffit  d'exprimer  que  la  dislance  du  centre  du  cercle  (10) 
à  la  droite  (9)  est  plus  petite  que  le  rayon.  On  a  ainsi 

pi^qt^Sa^        3  v//?2 -h  g^ 

ou 

ou 

/?2-f-  2^* — 4«'>  o; 


(  '^54  ) 
a  et  p  ne  seront  réels,  et  par  suite  X,  que  si  le  point  M 
est  à  Tintérieur  de  Tellipse 

(il)  /?«-i-2y'  =  4  a*. 

Si  le  point  M  est  sur  IV'llipse  (i  i),  on  n^aura  qu'une 
hyperbole  K,  et  la  valeur  de  )^  correspondante  est 

Si,  enfln,  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  rellipsc(ii) 
les  hyperboles  (K)  seront  imaginaires. 

III.  Cherchons  maintenant  la  grandeur  de  Taxe  de 
riiyperbole  (3). 

En  général,  pour  une  conique  dont  Téquation  est 

Téquation  en  R^  qui  donne  les  carrés  des  demi-axes  est 

(AC  — B*)R*H-(A-f-C)FiRî-+-F{  =  o 
avec 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  A  -h  C  =  o,  et 
Ton  a 


R2  = 


F, 


v/ir^— "AC 

Or,  pour  l'hyperbole  (3),  comme 

A  =  i,        G:-:  — I,        B  =  X, 


r  =  —  aî, 


on  trouve 


(  255  ) 
Ed  exprimant  que  K=  a,  on  a  l'équation 

(12)    [2/?5rX3-hX2(^2— /?2-h4a«)-i-4a2]2  =  i6aH>^*-+-i)'. 

On  aura  le  lieu  des  points  (p^  q)^  tels  que  l'hyper- 
bole K  soit  égale  à  Thyperbole  H  en  éliminant  a,  ^  etX 
entre  les  quatre  équations  (7),  (8),  (9)  et  (12). 

L'élimination  de  a  et  P  entre  (7),  (8)  et  (9)  se  fait 
au  moyen  du  déterminant 


2     — 1\    iq  -^-\p 
i\        2       ip  —  Xq 
q        — p  là^ 


=  0, 


qui,  développé,  devient 

(i3)     X2(^2— /?2+4a2)— 6/>5rX  +  4a8  +  2(/?î— ^«)=o.       ' 

D  reste  à  éliminer  X  entre  (12)  et  (i3).  Cette  élimi- 
nation, qui  parait,  au  premier  abord,  assez  laborieuse, 
est  rendue  facile  par  l'artifice  suivant. 

L'équation  (12)  peut  s'écrire 


Multiplions  les  deux  membres  par  i  -f-  y/X2  -t-  i ,  il 
vient 

(12)'     (v/X2-f-i-hi)(/>«— ^«— 2/?9X)  =  — 4a2(X«-l-i). 

L'équation  (i3)  peut  aussi  se  transformer  de  la  façon 
suivante 

(l3)'         3(/?2— ^2—  2/?yX)  =  (/>2— ^2_4ût2)(X2+,). 

Entre  (12)' et  (i3y,  l'élimination  de  Xva  se  faire  main- 
tenant très  facilement.  Divisons  ces  deux  équations 
membre  à  membre  ;  nous  aurons 


/X2-H1 


4a^ 
/?2      ^2  — 4aî^ 


d'oii 


(  256  ) 

En  portant  cette  valeur  dans  (i3),  on  obtient 

et  définitivement 

X  [(/>'—  ^* H-  aa*)(/>*  —  q^—  i6a«—  2i6a«/)2^«  =  o]. 
Le  lieu  se  compose  donc  de  F  hyperbole  équilatère 

/?'—  y'H-  2a*=  o 

« 

et  de  la  courbe  du  sixième  degré 

qu'il  est  facile  de  construire. 

A^.  P.  — M.  Reyaès,  ancien  élève  de  l'École  Centrale,  nous  a  envoyé 
aussi  une  solution  de  la  troisième  Partie. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  NATHÉHATIQUES 
(CONCOURS  DE  1890). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES 

ÉLÉMENTAIRES; 

Par  m.  E.  GROSSETÊTE, 

Professeur    au    lycée    de    Nevers. 


On  donne  deux  droites  xOx'^  y^j'»  </"*  ^^  ^^"' 
pent  en  un  point  O,  et  sur  la  première  un  point  A, 
sur  la  seconde  un  point  B.  Une  droite  mobile  ren- 
contre xOx'  en  M  et  yOy'  en  N,  et  Von  suppose  (jue 


i 


(  >57  ) 
la  longueur  MN  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  valeur 
absolue  de  la  différence  des  longueurs  AM  etBN. 

1°  Démontrer  quil  y  a  deux  séries  de  droites  qui 
satisfont  à  cette  condition.  Trouver  combien  on  peut 
faire  passer  de  ces  droites  par  un  point  donné  P  du 
plan.  Construire  ces  droites  et  distinguer  parmi  ces 
droites  celles  pour  lesquelles  la  longueur  MN  est  la 
somme  des  longueurs  AM  et  BN  de  celles  pour  les- 
quelles  elle  en  est  la  différence, 

2°  Soit  MN  une  droite  appartenant  à  l'une  des 
deux  séries;  démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  OMN  est  une  conique  qui  a  un 
fojer  au  point  O,  et  que  l'ens^eloppe  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  OMN  est  un  cercle. 

1®  Prenons  pour  Ox  la  direction  OA  et  pour  Oj  la 
direction  OB,  et  soit  0  l'angle  AOB.  Désignons  OM 
par  Ç,  ON  par  tj,  Ç  étant  positif  dans  la  direction  0;r, 
négatif  dans  la  direction  contraire,  7|  étant  positif  dans 
la  direction  Oj  et  négatif  dans  la  direction  contraire. 
Soit  encore  OA  =  a,  OB  =  b.  On  a,  dans  tous  les  cas, 


AM  =  $  — a,        BN=7)  — 6; 
et,  dans  le  triangle  OMN, 


MN    =0M  -+-01N   —  2OM.ONCOSÔ, 

MN  étant  égal  à  la  somme,  ou  a  la  valeur  absolue  de  la 
différence  des  longueurs  AM  et  BN,  on  aura,  dans  tous 

les  cas, 

[Ç  __  a  ±(73  —  6)p  =  $«-h  V—  2{73  cosô 

ou 

(i)         2{T3(cose  ±  i)  —  2({  ±  7i)(a  ±  6)  -h  (a  ±  6)2  =  o. 

Les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  simultanément^ 
il  en  est  de  même  des  signes  inférieurs.  La  relation  pré- 

Ann,  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  X.  (Juin  1891.)  18 


(  '^58  ) 

cédente  porinel  de  conclure  que  les  points  M  et  N  tra- 
cent sur  Ox  etOj^  deux  divisions  honiograpliiques.  On 
peut  donner  à  la  relation  (i)  une  autre  forme.  Posons 


l  étant  positif  dans  le  sens  Ox  et  négatif  en  sens  con- 
traire, 7\  étant  positif  dans  le  sens  Oj^,  on  obtient 

(2)  2ûry(co%^  rt  1)  —  2x(a  —  6  cosO)-i-  9.y{b  —  a  co8  0)-4-/', 

en  posant 

ÂB   = /«  r^ai-f-ô'—aa^cosO. 

Considérons  les  deux  divisions  homographiques  tra- 
cées sur  Ox  etOj^  et  définies  par  la  relation 

(3)  2a7;^(cosO  -+- 1)  =  ix(a  —  b  cos6)  -h  i.y{h  —  a  cosO)  -4-/'. 

Soit  M  un  point  de  odOx  correspondant  à  une  valeur 
de  x^  la  valeur  correspondante  de  y  déterminera  sur 
yOy  un  point  N.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

I®  La  valeur  dej^  est  de  môme  signe  que  celle  de  x, 
alors  la  droite  MN  est  telle  que  sa  longueur  est  égale  à 

ÂM-hBM^ 

2°  La  valeur  de  j^  est  de  signe  contraire  à  x\  MN  est 
telle  que  sa  longueur  est  égale  à  la  valeur  absolue  de  la 

différence  ÂM  —  BN. 

Considérons  en  second  lieu  les  deux  divisions  homo- 
graphiques  tracées  sur  Oo:  et  Oy  et  définies  par  la  re- 
lation 

(3')  '2a7;^(cos0  —  i)  =  ix{a  —  h  cosO)  -h  2^(^  —  acosO}4-  /*. 

A  un  point  M  de  x'Ox  correspondant  à  la  valeur  x 
répond  un  point  N  sur  j^'O;^^  déterminé  par  (3'). 

1"  La  valeur  de  y  est  de  même  signe  que  celle  de  x\ 


(  ^^9) 
alors  la  droite  MN  est  telle  que  sa  longueur  est  égale  k 

la  valeur  absolue  de  la  différence  AM —  BN^ 

2°  La  valeur  dej^  est  de  signe  contraire  à  x;  MN  est 
telle  que  sa  longueur  est  la  valeur  absolue  de  la  somme 


AM  ■+-  BfS . 

Voyons  combien  on  peut  faire  passer  de  ces  droites 
par  un  point  P  du  plan.  Considérons  les  deux  divisions 
homographiques  définies  sur  OA  et  OB  par  la  relation 

(3)  2ar^(cosG  -t-i)  =  2x(a  —  ôcosO)  -^  2y(b  —  a  cos6)  -h  /*. 

Si  Ton  joint  le  point  P  aux  points  de  ces  deux  divi- 
sions, on  obtient  deux  faisceaux  homographiques  de 
même  sommet.  Les  droites  doubles  de  ces  faisceaux 
sont  les  droites  telles  que  MN  qu'on  peut  faire  passer 
par  le  point  P.  En  général,  il  y  a  deux  droites  réelles 
passant  par  le  point  Pet  correspondant  à  la  formule (3). 
La  formule  (3')  en  donnerait  deux  autres.  Construisons 
les  droites  passant  par  le  point  P  et  correspondant  à 
la  formule  (3)  ou  à  la  formule 

(i')      2Çïi(cosO  -h i)  —  2(5  -f-  7)  )(a  4-  6)  -f-  (a  -+■  fe)«  =  o. 

Pour  cela,  déterminons  sur  O^  et  Oy  trois  couples 
de  points  homologues  :  au  point  O,  considéré  comme 
appartenant  à  O/,  correspond  sur  Ox  un  point  a  (fig-  i) 

situé  à  une  distance  de  0  égale  à ;  de  même,  au 

point  O  de  Ox  correspond,  sur  Oy,  un  point  ^  situé  à 

une  distance  de  O  égale  aussi  à ;  au  point  à  l'in- 

fini  sur  Ox  correspond,  sur  Oy^  un  point  situé  à  une 

distance  de  O  égale  à r»  En  joignant  P  à  ces  trois 

couples  de  points  homologues,  on  obtient  trois  couples 
de  rayons  homologues  des  deux  faisceaux   homogra- 


(  26o  ) 

phîques.  Sî  Ton  faît  passer  une  circonférence  par  le 
point  P,  elle  coupera  les  rayons  homologues  en  (a,  a'), 
(i,  ô'),    (c,  c').    Les   droites  a' 6,   ah'  d'une  part,  et 


Fig.  I. 


(ac')  et  {a' c)  se  couperont  en  deux  points.  La  droite 
qui  joindra  ces  deux  points  pourra  rencontrer  la  cir- 
conférence en  deux  points  e^f\  les  droites  Pe,  P/  se- 
ront les  rayons  doubles  cherchés.  On  trouve  PM  et 
PN'.  L'un  d'eux  PN  est  une  droite  de  la  première  série, 
puisque  AM  et  BN  sont  de  même  signe,  l'autre  PN'  est 
de  la  seconde  série  puisque  BN'  et  AM'  sont  de  signes 
contraires.  On  verrait  de  la  même  manière  la  con- 
struction et  la  situation  des  rayons  doubles  correspon- 
dants à  la  relation  (3'). 

Soit  MN  une  droite  appartenant  à  Tune  des  séries, 
et  C  un  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN;  cherchons 
le  lieu  du  centre  C  de  ce  cercle.  Prenons  la  figure  po- 
laire réciproque  du  cercle  C  par  rapport  à  un  cercle  di- 
recteur ayant  O  pour  centre  et  i  pour  rayon.  C,  passant 
par  le  centre  O  du  cercle  directeur,  aura  pour  figure 
polaire  réciproque  une  parabole  ayant  pour  foyer  0  et 
pour  directrice  la  polaire  cpcp'  du  centre  C  par  rapport 
au  cercle  directeur;   au  point  M  du  cercle  C  corres- 


(a6i  ) 

pond  une  tangente  à  la  parabole,  la  polaire  de  M  par 
rapport  au  cercle  directeur-,  elle  passe  par  un  point  \l 
de  OM,  tel  que,  si  l'on  désigne  0|x  par  j:,,  on  a 

Le  symétrique  de  O,  par  rapport  à  cette  tangente, 
est  le  point  (f,  où  OA  rencontre  la  directrice  de  la  para- 
bole. Soit  Ocp  =  x',  on  aura 

x'  =  '2Xi  ; 
donc  $  et  a/  sont  liés  par  la  relation 

De  même,  en  appelant  yt  la  distance  de  l'origine  O  à 
la  polaire  «^  de  N  et  par  j^  la  distance  Ocp'  de  O  au  point 
où  la  directrice  rencontre  yOy^  on  aura 

7)7i  =  1         et        y  =  271  ; 
donc 

7)/'=  2. 

Or  5  et  T)  vérifient  la  condition 

2$T^(cos6  ±1)  —  2($±73)(ailz6)-i-(adz6)«  =0; 
donc  on  aura,  entre  j/  etj',  la  relation 

(4)      (^^^^ya;'y—(yztx'){a±b)-h'2{cos^±i)=o, 

ce  qui  prouve  que  la  directrice  de  la  parabole  trace  sur 
deux  droites  fixes,  Ox,  Oy^  deux  divisions  homogra- 
phiquesjpar  suite,  la  directrice  enveloppe  une  conique. 
Cette  conique  est  un  cercle.  En  efiet,  considérons  la 
directrice  çcp'  qui  trace  sur  x'Ox^  y'Oy  des  divisions 
homographiques  définies  par 

— 7— j  a?y— (a7'-H7')  (a  H-  6)  -h  2(cos0+  i)  =  o. 


(    262    ) 

Les  valeurs  de  x',  y  correspondantes  aux  poinls  de 
contact  de  la  conique  avec  Ox  et  Oj  sont 

^  2(cOsO-}-l) 

Oa  =  a=:  — ^^ 7: — , 

Ces  points  sont  à  égale  distance  de  O.  Si  la  conique 
est  un  cercle,  le  point  de  contact  y  de  <py'  avec  ce  cercle 

doit  être  tel  que 

cpY  =  ça,        c'y  =  9' p. 

Par  suite,  ©(p'=  acp  -h  p^p'^  et  réciproquement,  si  cette 
condition  est  remplie,  les  droites  (pf^  restent  à  une 
distance  constante  du  point  o),  intersection  des  perpen- 
diculaires a(i>  et  P(i)  à  Ox  et  Oy.  Or 

,  r    ,        2(COSO-|-I)1 

^9-^^-^=[^-       a  +  6      J- 
Si  la  conique  est  un  cercle,  on  devra  avoir 


??'  =  açp  -H  pcp', 

[,         ,      4(cosO-f-  i)"!»         „        „  f    f       A 

ou 

; — )  a?'y--(a7'-+-y(a-+-6)-+-2(co90-M)==  o, 

qui  n'est  autre  chose  que  la  relation  (4')  ^  laquelle  sa- 
tisfont x'  eiy-^  donc  <pç'  enveloppe  un  cercle. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  cpcp'  enveloppe  un 
cercle  lorsqu'on  considère  la  deuxième  relation  qu'on 
déduit  de  (4)- 

Si  donc  on  prend  la  figure  polaire  réciproque  de  cv 


(  =»63  ) 
cercle  par  rapport  au  cercle  directeur  de  centre  O,  à 
Tenveloppe  da  la  directrice  correspondra  le  lieu  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN.  Ce  lieu 
est  donc  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point  O  et 
}X)ur  directrice  la  polaire  de  o),  c'est-à-dire  une  perpen- 
diculaire sur  la  bissectrice  0(o  de  Tangle  des  axes. 

Cela  posé,  pour  avoir  Tenveloppe  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  OMN,  il  suffit  de  chercher  sur  la 
figure  polaire  réciproque,  Tenveloppe  des  paraboles 
ayant  même  foyer  et  telles  que  la  directrice  soit  con- 
stamment tangente  à  un  cercle. 

Considérons  alors  deux  paraboles  voisines  ayant  pour 
foyer  O  {fig*  2)  et  pour  directrices  deux  tangentes  au 
cercle  (O.  Soit  M  un  point  d'intersection;  ce  point  est  tel 
que  MO  =  MH  =  MH',  MH  et  MH'  étant  les  dislances 

Fig.  2. 


de  M  aux  deux  directrices.  Si  Ton  suppose  que  la  se- 
conde parabole  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  pre- 
mière, le  point  de  contact  <p  de  la  directrice  «pH  avec  le 
cercle  (o  sera  la  limite  du  point  d'intersection  C  des 
deux  directrices,  car  les  directrices  enveloppent  le 
cercle  w.   Lorsque  les  deux  directrices  se  rapprochent, 
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langle  diminue  de  plus  en  plus;  alors  MH'  tend  vers  la 
môme  limite  que  MH^  or  MU  tend  à  dev(»nir  la  perpendi- 
culaire menée  par  le  point  cp  k  Cil;  cette  droite  passera 
par  Oi),  ce  qu'on  pou V ait  du  reste  prévoir  (*),  et  le  point  M 
tendra  vers  une;  position  limite  M',  telle  que  M'©  =  M'O. 
Or  M'^  est  la  distance  du  point  M'  à  la  circonférence  u). 
On  peut  donc  dire  que  le  lieu  du  point  M'  est  le  lieu 
géométrique  des  points  tels  que  leur  distance  à  un 
point  fixe  et  à  une  circonférence  fixe  est  la  môme.  On 
sait  que  ce  lieu  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  fixe  O.  l./envuloppe  des  paraboles  est  donc  une 
conique  ayant  pour  foyer  le  point  O. 

Si  maintenant  on  prend  la  figure  polaire  réciproque 
de  cette  conique,  on  trouve  un  cercle;  donc  les  cercles 
circonscrits  au  triangle  OMN  enveloppent  un  cercle. 

c.  Q.  F    D. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1890). 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES 

SPÉCIALES; 

Par  m.  Maurice  LIROUX, 
Élève  au  lycée  de  Lille. 


On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P  dans  son 
plan. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  S  inscrites 
dans  le  triangle  ABC  et  vues  du  point  P  sous  un  angle 
droit, 

(')  M  est  toujours  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  HCir,  laquelle 
passe  par  le  centre  o). 
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Démontrer  que  les  coniques  sont  vues  sous  un  angle 
droit  d^un  autre  point  P';  montrer  que,  si  Pse  déplace, 
la  droite  PP'  passe  par  un  point  fixe  I  et  que  le  pro- 
duit IP .  IP'  est  constant , 

La  démonstration  géométrique  de  cette  question  re- 
pose tout  entière  sur  la  proposition  suivante  :  Les  cer- 
cles de  Monge  relatifs  aurr  coniques  inscrites  dans  un 
cjuadrilalère  ont  même  axe  radical,  et  sur  ce  théorème 
de  Steîner  :  Les  directrices  des  paraboles  inscrites  dans 
un  triangle  passent  par  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle. 

Transformons  par  polaires  réciproques  en  prenant  le 
point  P  pour  pôle. 

Les  coniques,  vues  du  point  P  sous  un  angle  droit,  se 
transforment  en  des  hyperboles  équilatères  circonscrites 
à  un  triangle^  d'après  un  théorème  connu,  ces  hyperboles 
passent  par  un  quatrième  point  fixe  5  donc  les  coniques, 
dont  elles  sont  les  transformées,  sont  tangentes  à  une 
quatrième  droite  fixe  :  elles  sont  donc  inscrites  dans  un 
quadrilatère. 

Si  nous  considérons  les  cercles  de  Monge  relatifs  à  ces 
coniques,  ils  ont,  d'après  le  premier  théorème  rappelé, 
même  axe  radical;  et,  comme  les  diagonales  du  quadri- 
latère sont  des  coniques  indéfiniment  aplaties,  leurs 
cercles  de  Monge  sont  les  cercles  décrits  sur  elles  comme 
diamètres;  ces  cercles  se  coupant  en  un  point  P  se  cou- 
peront en  un  autre  point  P'  fixe  :  c'est  le  second  point 
cherché. 

Si  nous  remarquons  que  le  centre  du  cercle  de  Monge 
coïncide  avec  le  centre  de  la  conique,  nous  voyons  que, 
pour  obtenir  le  lieu  des  centres  des  coniques,  il  suffit 
d'élever,  par  le  milieu  de  PP',  la  droite  perpendiculaire 
à  FF. 
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Aux  quatre  droites  du  quadrilatère,  joignons  la  droite 
de  rinfini  :  il  n'y  a  qu'une  conique  qui  est  inscrite  dans 
ces  cinq  droites  ;  donc  une  seule  parabole  pour  chaque 
position  du  point  P. 


Or  le  point  P  est  un  point  de  la  directrice  de  cette  pa- 
rabole, le  point  P'  en  est  un  autre  ^  donc  PF  qui  est  la 
directrice  passera,  en  vertu  du  théorème  de  Steiner, 
par  le  point  de  concours  des  hauteurs  des  quatre  trian- 
gles que  Ton  peut  former  avec  le  quadrilatère,  et,  en 
particulier,  du  triangle  ABC. 

Supposons  tracée  la  quatrième  droite  DEF  du  quadri- 
latère; considérons  les  cercles  décrits  sur  les  diagonales 
BE  etCF  comme  diamètres  :  ils  passent  par  P,  l^  et  par 
le  pied  d'une  hauteur. 

Or,  le  cercle  décrit  sur  BE  comme  diamètre,   donm* 

PI.PI'  =  B[.6I  =const. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  donne  le 
moyen  de  construire  la  quatrième  droite  du  quadrila- 
tère. Faisons  passer  un  cercle  par  le  poini   P,   par  un 
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sommet  B  du  triangle  et  par  le  pied  &  de  la  hauteur  cor- 
respondante ;  ce  cercle  coupera  le  côté  AC  en  un  second 
point  E  qui  appartient  à  la  droite  cherchée;  on  agira 
de  même  avec  une  autre  hauteur  du  triangle  et  Ton 
joindra  les  deux  points  obtenus. 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  PRECEDENTE  ; 

Par  m.  LEMAIRE. 


Soit  le  triangle  ABC,  P  un  point  de  son  plan,  S  une 
conique  inscrite  dans  le  triangle  et  vue  du  point  P  sous 

un  angle  droit  DPE.  Joignons  PC  -,  soit  C|  le  point  ou  la 
perpendiculaire  en  P  à  cette  droite  coupe  AB.  et  C|  Bi 
la  seconde  tangente  issue  de  C<  à  la  conique. 

Les  trois  couples  de  droites  (PD,  PE),  (PC,  PCj), 
(PB,  PB|)  forment  une  involution^  les  rayons  de  deux 
couples,  étant  rectangulaires,  il  en   est  de  même  des 

rayons  PB  et  PBi  du  troisième  couple.  L'angle  PBP| 
est  donc  droit,  et  la  droite  B<  C%  fixe;  cette  droite  passe 

d'ailleurs  par  le  point  A|  de  BC,  tel  que  APA<  soit  droit. 

Les  coniques  S  sont  donc  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère fixe. 

Le.  lieu  de  leurs  centres  est,  d'après  le  théorème  de 
New^ton,  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales 
AAi,  BB<,  CC<  de  ce  quadrilatère. 

P  est  l'un  des  deux  points  communs  aux  cercles  dé- 
crits sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

L'autre  point  P',  commun  à  ces  cercles,  jouit  de  la 
même  propriété  que  P. 

En  effet,  les  tangentes  menées  de  P^  à  la  conique  S 
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forment,  avec  les  deux  couples  de  droites  (P'B,  P'B() 
et  (P'C,  VC^)^  une  involution^  les  rayons  de  ces  deux 
couples  étant  rcctangul aires ,  il  en  est  de  même  des 
rayons  du  troisième,  c'est-à-dire  des  tangentes  à  S  issues 
de  F. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  P  se  déplace  dans  le  plan 
du  triangle,  PP'  passe  par  un  point  fixe. 

En  effet,  soit  B'  le  point  commun  au  cercle  BPB^  et  à 
AC,  et  C  le  point  commun  au  cercle  CPC«  et  à  AB. 

BB'  et  ce  sont  hauteurs  du  triangle  ABC;  soit  I  leur 
point  commun. 

BC  et  B^C  étant  antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  I, 

on  a 

IB.IB'=IG.IG'. 

Par  conséquent  I  est  sur  Taxe  radical  des  deux  cercles. 
Aussi  PP'  passe  par  le  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs du  triangle  ABC. 
On  a  d'ailleurs 

IP.IP'=IB.!B'=const. 

Si  P  décrit  une  courbe,  P'  décrira  une  transformée  de 
cette  courbe  par  rayons  vecteurs  réciproques  . 

Transformons  la  figure  par  polaires  réciproques  en 
prenant  pour  cercle  directeur  un  cercle  quelconque  0. 

Les  coniques  S  se  transforment  en  coniques  S|  passant 
par  trois  points  fixes  et  déterminant  sur  une  droite  fixe 
Pi  un  segment  vu  d'un  point  fixe  O  sous  un  angle  droit. 

Nous  voyons  donc  que  ; 

1  °  Les  coniques  Sj  passent  par  un  quatrième  point  fixe. 

2"  Il  existe  une  seconde  droite  P'^  telle  que  les  seg- 
ments déterminés  sur  elle  par  les  coniques  S|  soient  vus 
de  O  sous  un  angle  droit. 

3®  Si  la  droite  P<  se  déplace,  le  point  de  rencontre 
de  P|  et  de  P'^  décrit  une  droite  fixe. 
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Remarque,  —  Si  la  droite  P<  est  la  droite  de  riiifîni 
du  plan,  les  coniques  S<  ne  sont  autre  chose  que  les 
hyperboles  équilatères  passant  par  trois  points  fixes. 

On  retrouve  la  propriété  de  ces  hyperboles  de  passer 
par  un  quatrième  point  fixe. 


REMARQUES  SUR  LE  MÊME  PROBLÈME  ; 

Par  m.  marchand, 

Professeur  au  lycée  de  Versailles. 


I. 

La  méthode  des  caractéristiques  de  Chasles  permet 
de  retrouver  tous  les  résultats  géométriquement  et  de 
se  rendre  compte  du  degré  de  difficulté  de  quelques-uns 
des  problèmes  les  plus  simples  que  l'on  .peut  se  pro- 
poser sur  les  coniques  S.  Je  m'appuierai  sur  ces  résul- 
tats connus  :  «  Lorsque ,  dans  un  système  de  coniques 
satisfaisant  à  quatre  conditions,  il  y  a  [x  coniques  qui 
passent  par  un  point  donné,  et  v  qui  touchent  une 
droite  donnée,  on  dit  que  [jl  etv  sont  les  caractéristiques 
du  système.  Le  lieu  du  pôle  d'une  droite  donnée  par 
rapport  à  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  [jl 
et  V  est  une  courbe  de  Tordre  v.  Si  Ton  examine,  en 
effet,  en  combien  de  points  ce  lieu  peut  couper  la  droite 
donnée,  on  voit  qu'il  ne  peut  la  rencontrer  qu'autant 
que  cette  droite  contient  son  pôle,  c'est-à-dire  qu'au- 
tant que  cette  droite  est  tangente  à  l'une  des  coniques 
du  système;  et  comme,  par  hypothèse,  ce  contact  ne 
peut  se  produire  que  dans  v  cas,  le  lieu  est  du  degré  v.  » 
(G.  Salmow,  Sections  coniques;  i^  édition,  p.  670  et 

67,.) 
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On  est  ramené  A  déterminer  la  earactéristique  v  des 
coniques  S.  Si  l'angle  w  est  quelconque,  il  suffit  de  cher- 
cher combien  il  y  a  do  coniques  tangentes  à  une  droite 
quelconque  PQ  passant  par  le  point  P.  On  voit  qu'il  y 
en  a  deux,  tangentes  respectivement  à  HC,  CA,  AB,  PQ 
et  à  Tune  des  deux  droites  passant  par  P  et  faisant  un 
angle  o)  avec  PQ.  La  caractéristique  est  a  ;  le  lieu  du 
centre  est  une  conique  S.  On  trouve  aussitôt  six  points 
de  cette  conique,  savoir  les  six  points  de  rencontre  avec 
les  trois  côtés  du  triangle  DEF  obtenu  en  joignant  les 
milieux  des  côtés  du  triangle  ABC.  En  effet,  une  co- 
nique S  ne  peut  se  réduire  à  deux  points  que  si  l'un  de 
ses  points  est  un  des  sommets  du  triangle  ABC,  par 
exemple  A  \  en  joignant  alors  PA  et  menant  par  P  les  deux 
droites  qui  font  un  angle  co  avec  PA  de  part  et  d'autre, 
on  obtiendra  deux  points  A|  et  A,  situés  sur  BC,  et 
chacun  d'eux  associé  avec  A  donnera  une  conique  satis- 
faisant aux  conditions  de  l'énoncé.  Les  intersections  de 
AA|  et  de  AAa  avec  EFsont  deux  points  du  lieu. 

Si  l'angle  est  droit,  les  deux  droites  faisant  de  part  et 
d'autre  un  angle  droit  avec  PQ  se  confondent.  La  carac- 
téristique est  i;  le  lieu  du  centre  est  une  droite  A;  on 
construit,  comme  il  a  été  dit  précédemment,  ses  intersec- 
tions avec  les  trois  côtés  du  triangle  DEF. 

Enfin,  si  l'angle  to  devient  nul,  on  est  ramené  au  lieu 
des  centres  des  coniques  inscrites  à  ABC  et  passant 
par  P.  Il  semble  qu'il  n'y  ait  qu'une  conique  inscrite 
au  triangle  ABC  et  tangente  à  une  droite  PQ  en  P; 
mais  ici  encore  la  caractéristique  reste  égale  à  deux, 
comme  on  le  voit  en  prenant  au  lieu  de  PQ  une  droite 
quelconque  H  ne  passant  pas  par  P^  il  y  a  en  effet  deux 
coniques  tangentes  à  quatre  droites  BC,  CA,  AB,  H  et 
passant  par  un  point  donné  P.  Considérant  l'angle  nul 
comme  la  limite  d'un  angle  w  quelconque,  on  voit  que 
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Jes  deux  points  de  rencontre  du  lieu  du  centre  avec  £F 
viennent  se  confondre  au  point  de  rencontre  de  PA  et 
de  EF.  Donc  le  lieu  F  du  centre  relatif  à  ton  angle  nul 
est  une  conique  inscrite  au  triangle  DEF,  qui  se  trouve 
déterminée  par  trois  points  et  les  trois  tangentes  en  ces 
points. 

Il  est  maintenant  facile  d'établir  que  toutes  les  co- 
niques S  lieux  des  centres  sont  bitangentes  entre 
elles.  En  effet,  appelons  I  et  J  les  points  circulaires;  la 
droite  PI  faisant  avec  elle-même  un  angle  indéterminé, 
le  centre  de  la  conique  inscrite  à  ABC  et  tangente  en  P 
à  PI  appartiendra  au  lieu  géométrique,  quel  que  soit  w; 
de  même  pour  PJ.  Toutes  les  coniques  S  ont  donc  deux 
points  communs  et  ces  points  sont  nécessairement  ima- 
ginaires •,  en  effet,  si  le  centre  O  de  la  conique  ABCPI 
était  réel,  la  conique  aurait  plus  de  quatre  tangentes 
réelles,  savoir  :  BC,  CA,  AB  et  les  droites  symétriques 
par  rapport  à  O  ;  elle  serait  réelle  et  le  point  de  contact 
avec  une  tangente  passant  par  I  serait  imaginaire,  ce  qui 
n'a  pas  lieu.  Les  coniques  S  ne  peuvent  avoir  aucun 
autre  point  commun,  car  à  un  centre  donné  O  corres- 
pond une  seule  conique  inscrite  à  ABC,  et  par  suite  un 
angle  <o  bien  déterminé.  Alors  deux  coniques  S  étant 
deux  coniques  réelles  qui  n'ont  en  commun  que  deux 
points  imaginaires  conjugués  sont  nécessairement  bitan- 
gentes, que  Tangle  soit  quelconque,  droit  ou  nul. 

On  peut  dire  que  le  lieu  du  centre  est  une  conique 
bi tangente  à  la  conique  fixe  F  aux  points  ou  cette  co- 
nique est  rencontrée  par  la  droite  fixe  A.  La  droite  A  et 
la  conique  F  ont  été  déterminées,  mais  il  est  facile  de 
déterminer  plus  complètement  la  conique  F.  Si  l'on 
mène  une  droite  K  parallèle  à  AB  et  équidistante  de  AB 
et  du  point  P,  cette  droite  sera  tangente  à  la  conique  F 
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et  son  point  de  contact  avec  F  se  déterminera  facile- 
ment. En  eilét,  pour  que  le  centre  d^une  conique  S  soit 
sur  la  droite  K,  il  faut  que  Tune  des  deux  tangentes 
menées  de  P  à  S  soit  parallèle  à  A6;  la  seconde  tan- 
gente sera  i^une  des  deux  droites  qui  passent  par  P  et 
font  avec  AB  des  angles  -f-  co  et  —  oj.  A  ces  deux  coni- 
ques correspondent  deux  centres  situés  sur  K,  qui  se 
confondront  en  un  seul  lorsque  Tangle  cj  deviendra 
nul,  c'est-à-dire  lorsque  le  lieu  du  centre  sera  la  co- 
nique F.  Donc  F  est  tangente  à  K  et  le  point  de  contact 
sera  le  centre  d'une  conique  inscrite  à  ABC  et  tangente 
en  P  à  une  parallèle  à  AB  ;  le  cas  particulier  du  tliéorème 
de  Brianchon,  relatif  au  quadrilatère  circonscrit,  don- 
nera le  point  Q  de  contact  avec  AB;  la  droite  QP  ren- 
contre K  au  point  cherché.  On  a  ainsi  pour  F  six  tan- 
gentes parallèles  deux  a  deux  avec  leurs  points  de 
contact.  On  en  tire  aussitôt  le  centre,  et,  en  appliquant  la 
méthode  de  construction  d'une  conique  par  le  théorème 
de  Pascal,  deux  diamètres  conjugués  et,  par  suite,  les 
axes. 

Si  le  point  P  vient  sur  un  des  côtés  du  triangle  ABC, 
sur  BC  pour  préciser,  on  est  ramené  à  trouver  le  lieu 
du  centre  des  coniques  de  deux  faisceaux  tangentiels 
déterminés  par  BC,  CA,  AB  et  par  les  deux  droites  me- 
nées par  P  et  faisant  respectivement  avec  BC  des  angles 
-h  o)  et  —  o).  On  a  deux  droites  qui  se  confondent  pour 
Cl)  =  o,  de  sorte  que,  la  conique  F  se  réduisant  à  une 
droite  double,  on  peut  toujours  la  considérer  comme 
inscrite  au  triangle  DEF. 

II. 

Il  parait  bien  facile  de  trouver  la  caractéristique  |x  : 
«  2V  —  [x  coniques  du  système  se  réduisent  à  un  couple 
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de  droites  et  5  ui  —  v  à  un  couple  de  points  (Salmon, 
p.  673).  »  Comme  on  a  trouvé  facilement  qu'il  y  avait 
six  coniques  S  se  réduisant  à  deux  points,  2  [jl  ^ —  v  =  6  ; 

d'où  [jL  =  4-  Pour  w  =  - )  [JL  =  2. 

Pour  me  limiter,  je  me  bornerai  à  chercher  le  degré 
du  lieu  des  foyers  des  coniques  S  lequel  dépend  seule- 
ment de  la  caractéristique  v.  n  L'ordre  du  lieu  des  foyers 
des  coniques  du  système  (  jjl,  v)  est  3v,  el  le  lieu  passe 
par  des  points  I  et  J  qui  sont  d'ordre  v  (voir  Salmon, 
pour  la  démonstration,  p.  671).  » 

Lorsque  l'angle  w  est  quelconque  le  lieu  des  foyers 
des  coniques  S  est  d'ordre  3v  =  6.  Une  courbe  d'"ordre  6 
est,  en  général,  déterminée  par  vingt-sept  points^  il  est 
facile  d'obtenir,  dans  le  cas  actuel,  un  nombre  supérieur 
de  points.  On  sait  d'abord  que  I  et  J  sont  deux  points 
doubles.  On  voit  aussi,  en  considérant  comme  plus  haut 
les  deux  coniques  AAi  et  AA2  réduites  à  deux  points, 
que  les  points  A,  et  A2  appartiennent  au  lieu  géomé- 
trique et  que  le  point  A  est  un  point  double.  Les  tan- 
gentes au  point  double  A  s'obtiennent  facilement  comme 
limite  de  ce  théorème  :  «  Les  tangentes  menées  d*un 
point  à  une  conique  ont  mêmes  bissectrices  que  les 
droites  qui  joignent  ce  point  aux  deux  foyers.  »  Consi- 
dérant la  conique  AA<  comme  la  limite  d'une  conique 
qui  s'aplatit  de  manière  à  se  réduire  à  une  droite,  on 
voit  que  la  tangente  AA'  au  point  A  au  lieu  du  foyer 
doit  faire  avec  AB  le  même  angle  que  fait  A  A,  avec  AC, 
dans  le  sens  convenable. 

On  a  déjà  cinq  points  doubles  dont  trois  accompagnés 
de  leurs  tangentes,  ce  qui  fait  i5  -f-  6  =:  21  conditions  ; 
en  outre,  les  six  points  A^,  A2,Bi,  Ba,  Cj,  C2,  ce  qui  fait 
vingt-sept  conditions. 

Enfin,  si  l'on  considère  la  conique  inscrite  à  ABC  el 
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tange]ite  vu  P  à  PI,  ses  quatre  foyers  soûl  des  poinb 
du  lieu.  De  mémo,  si  l'on  prend  PJ,  on  aura  quatre 
points  du  lieu,  ee  qui  donnera  en  tout  aj  -{-  8  =  35  con- 
ditions. 

Si  Ton  prend  deux  angles  co  et  cj' diilërents,  on  a  deux 
courbes  du  sixième  degré  admettant  en  commun  les 
cinq  points  doubles  A,  B,  C,  I,  J  ainsi  que  les  huit  points 
correspondant  aux  coniques  ABC,  PI  et  ABC,  PJ.  Ces 
courbes  ne  peuvent  pas  se  rencontrer  en  un  autre 
point Q,  car  toute  conique,  inscrite  a  ABC  et  admettant  Q 
comme  foyer,  est  déterminée  par  cinq  tangentes  et  alors 
l'angle  oj  en  résulte  sans  ambiguïté.  Cela  semble  indi- 
quer que  les  huit  points  communs  donnés  plus  haut 
sont  points  de  contact.  Enellet,  deux  courbes  du  sixième 
degré  ont  trente-six  points  communs  et  cinq  points 
doubles,  plus  huit  points  simples  avec  leur  tangente 
équivalant  à5x4-l-^X-8  =  36.  Si  w  =  co',  la  démon- 
stration semble  indiquer  que  la  courbe  lieu  des  foyers  ne 
peut  admettre  aucun  point  double  en  dehors  de  A,  B, 
C,  I,J. 

On  pt^ut,  comme  dans  la  première  question,  déterminer 
les  points  de  contact  par  les  courbes  particulières  rela- 


tives  a  w  =^  o  et  a>  =  -  • 

2 


Pour  lù  ==:  o  le  lieu  est  encore  du  sixième  degré;  mais 
Ai  et  A2  se  confondant,  le  lieu  admet  BC  comme  tan- 
gente et,  de  plus,  les  deux  tangentes  au  point  double  A 
se  confondent.  La  courbe  est  tangente  aux  trois  cotés 
du  triangle  ABC  et  admet  les  trois  sommets  du  triangle 
comme  points  de  rebroussement. 

Pour  (o  =  -  le  lieu  s'abaisse  au  degré  3 ,  puisque  v  =  r, 

on  a  une  cubique   passant  par  ABC,  y  admettant  des 
tangentes  déterminées  et  rencontrant  en  outre  les  trois 
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côtés  du  triangle  ABC  en  trois  points  faeiles  A  construire. 
Comme  cette  cubique  passe  par  les  points  cycliques,  elle 
est  anallagmatique.  Le  raisonnement  fait  plus  haut  pour 
déterminer  les  points  communs  à  deux  lieux  de  foyers 
semble  d'ailleurs  établir  qu'elle  n'admet  pas  de  point 
double,  n'est  jamais  unicursale. 

Enfin,  si  le  point  P  vient  sur  un  des  côtés  du  triangle 
ABC,  le  lieu  se  décompose  en  deux  points  du  troisième 
degré  dont  chacune  est  le  lieu  géométrique  des  foyers 
des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel. 

On  obtiendrait  une  discussion  du  même  genre  en 
s'appuyant  sur  ce  résultat  connu  :  «  Si  l'on  mène,  d'un 
point  fixe,  toutes  les  tangentes  possibles  aux  courbes 
d'un  système  ([jl,  v),  le  lieu  des  points  de  contact  de  ces 
tangentes  est  une  courbe  de  l'ordre  |x  -f-  v  ayant  au 
point  fixe  un  point  multiple  d'ordre  jjl.  >♦ 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que,  tout  ce  qui 
précède  s'appliquant  dès  que  v  =  2,  on  obtiendrait  de 
même  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au 
triangle  ABC  et  tangentes  à  deux  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  ayant  même  centre  P. 
Si  les  rayons  doubles  de  l'homographie  sont  réels,  ou 
aura  des  coniques  bitangentes  en  deux  points  réels;  au 
cas  de  l'angle  droit  correspond  le  cas  de  l'involution. 
Quand  les  rayons  doubles  de  l'homographie  sont  réels, 
ils  peuvent  devenir  parallèles  à  un  ou  deux  côtés  du 
triangle  ABC,  l'un  d'eux  pouvant  même  passer  par  un 
des  sommets  du  triangle. 

Pour  terminer,  je  me  bornerai  à  la  remarque  suivante  : 
au  lieu  de  rendre  réels  les  points  doubles  de  l'homogra- 
phie, on  peut  rendre  imaginaires  deux  côtés  du  triangle 
ABC  et  l'on  est  amené  à  étudier  ce  problème  ;  lieu  des 
centres  et  des  foyers  des  coniques  S  admettant  un  point 
A  comme  foyer  et  une  droite  BC  comme  tangente.  Par 
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application  du  principe  de  correspondance  de  Chasles, 
on  trouve  facilement  que  le  lieu  du  foyer  devient  alors 
une  conique. 


RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  INAGINAIRES 

M  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximiliei^  MARIE 

au  Collège  Stanislas ,  à  Sa i nie-Barbe ,  à    l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  rÉcole  Monge  ('). 


26.  Détermination  de  la  courbe  la  plus  générale 
du  troisième  degré  quarrable  algébriquement.  —  Les 
trois  asymptotes  de  cette  courbe  doivent  la  couper  cha- 
cune en  trois  points  situés  à  l'infini,  par  conséquent 
elle  doit  avoir  trois  diamètres  rectilignes,  respective- 
ment conjugués  des  cordes  parallèles  à  ses  trois  asym- 
ptotes 5  ces  diamètres  seront,  d'ailleurs,  les  médianes  du 
triangle  des  asymptotes;  la  courbe  doit,  en  outre,  avoir 
un  point  double,  lequel  ne  pourra  se  trouver  qu'au 
point  de  rencontre  des  trois  diamètres. 

Son  équation,  rapportée  à  l'une  des  médianes,  prise 
pour  axe  des  x,  au  point  double,  pris  pour  origine,  et  à 
la  parallèle  à  l'asymptote  parallèle  aux  cordes  conju- 
guées de  Taxe  des  x^  prise  pour  axe  des  jk,  est 


__  ax      /x  -h  : 
~~  3my/^    X  — 


3m 


m 


a  désignant  la  moitié  du  côté  du  triangle  des  asymptotes 
qui  est  parallèle  à  Taxe  des  j  ,  et  m  le  tiers  de  la  mé- 
diane correspondant  à  ce  côté  pris  pour  base. 

(')  Voir  t.  X,  p.  172. 
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La  quadratrice  est 


-; —  (x  -\-'^m)J(x  —  m)ix  -h  3/yi). 
6m 

La  courbe  représentée  par  Téquation 


3/n 


m 


^  ax      fx 
^~  JmY  ~x 

a  la  figure  ci-jointe. 

Je  lui  ai  donné  le  nom  de  trèfle,  à  cause  de  sa  (orme  : 

toutes  ses  conjuguées,  qui  sont  du  sixième  degré,  saut 

Fig.   22. 


le  folium  de  Descartes,  sont  également  quarrables  algé- 
briquement. On  savait  depuis  longtemps  que  le  folium 
était  quarrable  algébriquement,  mais  on  n'avait  pas 
l'explication  du  fait.  On  vérifiera  aisément  que  les  trois 
asymptotes  de  cette  courbe  la  coupent  aussi  chacune  en 
trois  points  situés  à  l'infini  ^  seulement  deux  d'entre 
elles  sont  imaginaires. 

Cet  exemple  est  très  propre  à  faire  toucher  du  doigt 
bien  des  choses  que  j'ai  énoncées  comme  évidentes, 
parce  qu'elles  le  sont  en  effet,  mais  qui  paraissent  avoir 
été  peu  comprises. 
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La  dénions tralion,  entre  autres,  de  ce  théorème  que 
la  formation  d*uii  nouveau  point  double  dans  une  courbe 
algébrique  entraîne  une  réduction  de  deux  unités  dans 
le  nombre  des  périodes  de  la  quadratrice,  cette  démon- 
stration d^un  fail,  pourtant  si  imprévu,  n'a  excité  au- 
cun intérêt,  parce  que  l'analyse  pure  ne  peut  pas  four- 
nir, par  elle-même,  une  notion  exacte  de  la  continuité 
et  que  les  analystes  cultivent  généralement  très  peu  la 
Géométrie. 

Il  est  facile  de  montrer  combien  étaient  mal  fondées 
les  préventions  avec  lesquelles  ma  démonstration  a  été 
reçue. 

Menons   au  trèfle  ïaT'UiU'VcV  deux    tangentes 


parallèles  DE,^D'Ë^  dont  la  direction  soit  celle  d'une 
droite  comprise  dans  l'intérieur  de  Tangle  A,  par 
exemple,  du  triangle  BAC  des  asymptotes  ;  une  parallèle 
à  ces  deux  tangentes  et  comprise  entre  elles  ne  coupera 
la  courbe  qu'en  un  seul  point  réel;  les  deux  tangentes 
DE,  lyE' comprendront  donc  entre  elli's  une  conjuguée 
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du  trèfle  ;  cette  coiljuguée  sera  fermée  de  toutes  parts, 
ce  qui  était  prévu,  les  trois  asymptotes  de  la  courbe 
réelle  étant  réelles.  Soit  C  la  caractéristique  de  cette 
conjuguée  ou  le  coefficient  angulaire  commun  de  DE, 
lyE';  la  conjuguée  C  passera  au  point  double  O*,  les  élé- 
ments du  lieu  en  ce  point  O  seront  fournis  par  Téquation 

ox  3  m 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  A  la  conjuguée 
C,  au  point  O,  seront  donc,  d'après  une  formule  connue, 

2  a* 


a  3/n* 


mv/3       ^^i^_c 
m  v^S 

En  conséquence,  les  branches  de  la  conjuguée  consi- 
dérée se  couperont  au  point  O  sous  un  angle  et  elles 
formeront  une  boucle  en  forme  de  huit;  cette  conjuguée 
aura  une  forme  telle  que  celle  qu'indique  la  figure;  si 
TAlgèbre  entendait  la  continuité  autrement  que  moi, 
si  elle  la  comprenait,  par  exemple,  comme  l'ont  com- 
prise MM.  Cauchy  et  Puiseux,  dans  leur  théorie  de  la 
série  de  Taylor;  ou  si  l'Algèbre  considérait  le  chemin 
ONHMO  comme  fermé,  sous  le  prétexte  que  le  point 
mobile  [^,  ^"^J,  parti  de  O,  serait  revenu  en  O,  c'est- 
à-dire  que  la  fonction  y  et  sa  variable  x  seraient  en 
même  temps  revenues  à  leurs  valeurs  initiales,  mais 
sans  que  les  dérivées  initiales  et  finales  de  tous  les 
ordres,  de  la  fonction  jj^,  fussent  les  mêmes  au  départ  et 
à  l'arrivée,  l'intégrale 


/ax      /x 
3  m  y/    a 


3/w 


X  —  m 


admettrait  pour  période  le  produit  par  y/ —  i   de  l'aire 
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do  la  boude  IIMONH;  elle  admettrait  de  même  pour 
période  le  produit  par  y/ —  i  de  Faire  de  la  boucle 
OJVrii'JN'O;  mais^  cette  intégrale  étant  algébrique  n'a 
pas  de  périodes;  donc  T Algèbre  entend  la  continuité 
comme  je  Tai  entendue  partout  dans  la  théorie  de  la  sé- 
rie de  Taylor,  comme  dans  la  théorie  des  intégrales. 

Maintenant,  pourquoi  la  quadratrice  du  trèfle  est-elle 
algébrique»,  quoique  ses  conjuguées  soient  toutes  fer- 
mées, sauf  celles  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles 
aux  trois  directions  asymptotiques  et  qui  sont  des  fo- 
liums?  C*est  parce  que  les  deux  boucles  de  Tune  quel- 
conque d'entre  elles,  même  des  trois  qui  sont  des  fo- 
liums,  entourent  des  aires  égales,  comme  on  le  vérifierait 
aisément,  puisqu'on  a  la  formule  de  quadrature  et  que 
c'est  le  produit  par  y/ —  i  de  la  dillérence  de  leurs  aires 
qui  forme  la  période^  parce  que  la  continuité  exige  que 
les  deux  boucles  soient  parcourues  dans  le  sens  indiqué 
par  les  Ilèches,  ou  dans  le  sens  contraire. 

Quant  à  la  raison  pour  laquelle  les  deux  aires 
ONHMO  et  ON'H'M'O  sont  égales,  dans  le  cas  actuel, 
elle  est  facile  à  donner  :  si  l'on  déformait  infiniment  peu 
la  courbe,  de  manière,  d'une  part,  à  supprimer  le  point 
double,  qui  serait  alors  remplacé  par  un  petit  anneau 
réel,  et,  de  l'autre,  à  faire  en  sorte  que  les  trois  asym- 
ptotes cessassent  d'être  d'inflexion,  en  premier  lieu,  la 
conjuguée  ONHMON'H'M'O  se  segmenterait  en  deux 
anneaux  séparés,  compris,  l'un  entre  la  branche  UU'et 
l'anneau  réel,  qui  aurait  remplacé  le  point  double,  Tautre 
compris  entre  ce  même  anneau  réel  et  la  branche  VV; 
en  second  lieu,  les  aires  enveloppées  par  les  deux  an- 
neaux de  la  conjuguée  cesseraient  d'être  égales;  mais, 
en  troisième  lieu,  la  quadratrice  de  la  courbe  ne  com- 
portant que  deux  périodes  ellipti(jues,  la  différence  des 
deux  aires  en  question,  lorsqu'elle  réexisterait,  ne  pour- 
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rait  èlre  que  Taire  correspondant  à  Tune  des  trois  pé- 
riodes cycliques. 

La  réapparition  du  point  double,  non  accompagnée 
de  l'annulation  des  trois  périodes  cycliques,  aurait  alors 
pour  effets,  d'abord,  de  réduire  à  néant  la  période  ellip- 
tique réelle^  en  second  lieu,  de  réduire  à  une  seule  ap- 
parence les  deux  figures  de  la  période  ultracyclique 
imaginaire;  en  troisième  lieu,  de  supprimer,  par  sous- 
traction, la  partie  commune,  elliptique,  des  deux  repré- 
sentations de  la  période  ultracyclique  imaginaire;  enfin 
de  ne  laisser  subsister,  à  la  place  des  deux  figures  de  la 
période  ultracyclique  imaginaire,  qu'une  forme  acces- 
soire de  Tune  des  périodes  cycliques. 


Sur  la  rectification  des  courbes  planes. 

Les  intégrales  rectificatrices  de  l'enveloppe  réelle  et 
de  l'enveloppe  imaginaire  réalisée  d'un  même  lieu  ont 

les  mêmes  périodes,  au  facteur  y/ —  i  près. 

La  période  réelle  de  la  rectiticatrice  d'une  hyperbole 
est  la  différence  entre  la  longueur  totale  de  cette  hyper- 
bole et  la  longueur  totale  de  ses  asymptotes  (les  extré- 
mités ayant  mêmes  abscisses)  5  la  période  imaginaire  de 

la  même  rectificatrice  est  le  produit  par  y— -i  de  la 
diflérence  entre  la  longueur  totale  de  l'hyperbole  sup- 
plémentaire et  la  longueur  totale  des  asymptotes  com- 
munes. 

Ces  deux  derniers  théorèmes  s'étendent  aux  courbes 
de  tous  les  ordres,  en  y  considérant  les  différents  cycles 
fermés,  composés  de  branches  convenablement  groupées 
des  deux  enveloppes  et  de  leurs  asymptotes  communes. 

Les  démonstrations  de  ces  théorèmes  se  trouvent  dans 
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le  Totniî  II  de  ma  Théorie  des  fonctions  de  t^afiables 
imaginaires;  i^les  n'ont  pas  élé  données  aux  Confé- 
rences. 

27.  Précis  d*une  théorie  rationnelle  des  fonctiom 
circulaires  directes  et  inverses,  —  Si  Ton  pose 


y  sera  par  définition  le  sinus  de  S  et  S  Tare  dont  le  sinus 
est  j^*,  j:  =  y^j  — y^  sera  le  cosinus  de  S  et  S  l'arc  dont 

le   cosinus  est  j:  =  y/i — j*;  -  sera  la  tangente  de  S, 

-  en  sera  la  cotaiiceiite,  -  la  sécante  et  —  la  cosécaiite. 
On  aura  évidemment 

sin'S -+- cos»S  =  I,        langS=  — =>         •••• 

COS  id 

x  ci jr  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
cercle  x^  +J^  =  i  ou  de  Tune  de  ses  conjuguées,  il  sera 


toujours  facile,  par  la  théorie  des  aires,  de  savoir  ce 
que  sera  S,  quand  môme  x  et  ^seraient  imaginaires. 

Supposons  d'abord  }'  réel    et  moindre  que  i,JCS(Ta 
aussi  réel  et  moindre  que  i  ;  le  point  |  x,  y]  appartieii- 
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dra  au  cercle  :  soit  M  ce  point, 


H  /     dy\/i—y^ 

f     dys/i—y^ 

0 

=  2  aire  OAMP  —  2  aire  OPM 

=  2  aire  secteur  AOM  -+-  2 A:ir  =  S. 

Si  y  est  imaginaire  sans  partie  réelle,  x  sera  réel  et 
plus  grand  que  i ,  le  point  [x,  ^]  appartiendra  à  la  con- 
juguée à  abscisses  réelles  du  cercle  :  soit  M  ce  point, 

2  /    dy  ^i  — jr^  sera  imaginaire  sans  partie  réelle,  et 

représentera  le  produit  par  y/ —  1  de  Taire  OAMP^  d'un 

Fi  g.  a5. 


autre  côté,  — y  \/^  — y'^  représentera  le  double  du  pro- 
duit par  ^ — I  de  Taire  du  triangle  OMP;  par  consé- 
quent j  ou  S  représentera  le  double  du  produit 

pary^ — I  de  Taire  du  secteur  AOM,  et  Ton  pourra  y 
ajouter  un  nombre  entier  de  fois  27c,  parce  que,  avant 
de  faire  parcourir  Tare  AM  au  point  [x,  y],  on  pourra 
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lui  faire  parcourir,  autant  de  fois  que  l'on  voudra,  la  cir- 
conférence ABCDA,  dans  un  sens  ou  dans  Tautre. 

Fi  g.  26. 


Sij  et  X  ont  respectivement  pour  valeurs  a' -h  PV~"  * 
et  a  -f-  j3  y— -I  j '^  point  [r,  j]  appartiendra  k  la  conju- 
g  née  C  =  Ç-  du  cercle  :  soit  M  ce  point,  a  et  a!  seront 

les  coordonnées  du  point  N  milieu  de  la  corde  réelle 
MNM'  de  la  conjuguée,  c'est-à-dire  OQ  et  QN,  p  sera 
égal  à  —  JNR  et  j3'  à  -f-  RM,  de  sorte  que  x  et  j  auronl 
respectivement  pour  valeurs 

y  ^  QNh-HM/~; 
mais  la  flgure  donne  les  analogies 


QN  _  ON  RM  _  MN 

îiT  ~  OÙ         ^^         Ot  ~  OB  ' 


c'est-à-dire 


et 
d'où 


QN  =  sin(2AOB)co8(2BOM  v/^) 

RM  v/— I  =  cos(2  AOB)  sin  (2BOM  /^)  ; 

y  ^       sin(2A0B)coft('2B0M  \/^) 
-h  ros(2A0B)sin(2B0M  \/^)\ 


(  s>-85  )     • 

dy 


d'un  autre  côté,  si  Ton  cherchait  la  valeur  de  /  -= 

J  V^ 
on  trouverait 

S  =  2  (AOB  -f-  BOM  v/^)  -H  ikTz-, 

on  en  conclut 

^=sinS=       sin(2A0BH-2B0Mv/=^) 

=      sin(2A0B)  cos(2BOM  v/^) 
cps(2  AOB)  sin  (2  BOM  yj'^^  ; 


y' 


on  trouverait  de  même 

a?  =  cosS  =      cos(2AOB-^2BOMv/^) 
=      cos(2AOB)cos(2BOM  \f^i) 
—  sin(2A0B)  sin(2B0M  \/^). 


La  formule 


'     dy 


don 


=  f  -M. 


ne 


'0   v/i— r' 

dS  I 


d'où 


d'un  autre  côté, 
dS  _  dS  dy T 


dy          Ji^y2          cosS 

-^  —  D(sinS)  —  cosS; 

• 
I              I           —  I 

I 

y 

1 

S    dx        cosS         y 

sinS 

d'  ' 


dy  /i  —yi 

ou 

—  =  D(cosS)  = —  sin  S. 

Il  en  résulte  par  la  formule  de  Maclaurin 

sinS  =  S --\-,.., 

1.2.3 

cosS  =  i —   —    H-..., 
1.2  ' 


quel  que  soit  S. 
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28.    Prccis  (V  une  théorie  rationnelle  des  fonctions 
exponentielle  et  logarillnnique,  —  Si  Ton  pose 


S  sera  Taire  de  Thypcrbole  éqnilatère  r  =  ->  comptée 

du  sommet  A  jusqu'à  un  point  quelconque  d'une  con- 
juguée quelconque  et  s'appellera  le  logarithme  de  x. 

Si  ^{x)  désigne  une  fonclion  de  x  assujettie  seule- 
ment à  prendre  la  valeur  i  pour  ar=  i,  on  aura  identi- 
quement 


r"*'—        r    f{^p)dx__    r"" ^{x)dx'\-x^'{x)dx  _    r    d[x^^(T]\^ 

c'est-à-dire 

Ux)-¥\.[^{x)]  =  L[x^(xj\, 

'f{x)  pouvant  prendre  une  valeur  quelconque  lorsque  j: 
n*est  pas  égal  à  i .  On  en  conclut 

L\ab)=L{a)-hL(b), 
L(|)r.L(«)-L(*), 
L{a^)=  m  La, 


Le  demi-axe  OA  de  lliyperbole  est  y/2;  par  conséquent, 
Taire  de  la  conjuguée  circulaire  est  2t:  et  la  période  de 

Tintégrale  /  —est  2  7ty/ —  i,  c'est-à-dire  que 


'' dx       r^  dx 


r   dx      r^  dx  .^^  ,     / — 

J\      ^       Jk      ^ 
Si  M'  désigne  le  point  de  l'hyperbole  diamétralemciii 


(  =^87) 


opposé  à  M, 


mais 


par  conséquent, 


j         ^  =  L(a7)  +  (2A:-hi)7c/— 


Fig.  27. 


Si  Mi  désigne  le  point  de  l'hyperbole  supplémentaire 
symétrique  de  M  par  rapport  à  Taxe  desj^, 


r^'  dx  _  f^  dx        f^'dx^ 


mais 


Jr     '  dX                TT      / 
f  •      —  = /—  I  ; 

en  eflet,  lorsque  le  point  mobile 

parcourt  la  conjuguée  C  du  lieu  xy  =3=  i.  ^  conserve  la 


(  a88  ) 
valeur  C;  mais 


a  P        /— 


(le  sorte  que 


?' 


a2  4-  ^2 
et  que,  par  conséquent, 


conserve  une  valeur  constante  C,  ou  que  ar/aH-p</fJ 
reste  constamment  nul.  Il  en  résulte  que 


J     ^      J     «-i-?/-i        J 


=  —  C  Aa  c^a  H-  J3  ^P)  —  C  y/^  f{^doL-hOL  rfp) 

reste  imaginaire  sans  partie  réelle.  Or  la  partie  îniagi- 

-—  est  —  -y/ —  I,  car, rordonnée^du|)oint 

Ml  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 

étant  imaginaire  sans  partie  réelle,  l'expression  f-x  de 

l'aire  du  triangle  à  introduire  à  la  limite  Mi,  pour  rap- 
porter le  lieu  au  même  axe  des  x  et  à  une  parallèle  aux 
cordes  réelles  de  la  conjuguée  MMi,  serait  réelle. 
11  en  résulte 

''^~  de 


=  L,.r)-+-(77.  —  J)  71/37, 


et,  de  la  même  manière, 


.( 


•*'^r/37 


X 


--  =  L(a7)-}-(aA'-t-})7t /— 1. 
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Comme  S  croît  en  progression  arithmétique,  lorsque  x 
croît    en  progression   géométrique  et  que,   d'ailleurs, 

T-  =  -  pari  de  la  valeur  i,  lorsque  x=\  et  S  =  o,  il 

en  résulte  que  les  deux  progressions  sont,  pour  x, 

i:(i-+-a)  :  (i-i-a)2: .. .  :(i-ha)«  : ..., 

et  pour  S, 

o.Qt.2a n%.  . . .  , 

a  pouvant  être  réel  ou  imaginaire. 
Si  l'on  veut  déterminer  la  base  du  système,  il  faut 

supposer  a  réel  et  prendre  /ia==i,  d'où  /i  =  -  et  la 
base  est 

Les  logarithmes  dont  il  s'agit  dans  ce  qui  précède 
sont  donc  les  logarithmes  népériens;  et,  en  conséquence, 
011  peut  poser 

pourvu  qu'il  soit  entendu  que  le»  exposants  S  se  com- 
porteront, dans  toutes  les  opérations,  comme  s'ils  étaient 
réels. 


L'équation 


dx 


Jonn< 


dS  _  1 
dx       X 


d'oij 


ou 


dx  c 

^^^x-e  , 

toutes  les  dérivées  de  x  par  rapport  à  S  se  réduisent 
donc  à  e^,  et  ont  la  valeur  i ,  pour  S  =  o  ;  il  en  résulte, 
Ann.  de  Mathémat.y  3*  série,  t.  X.  (Juin  1891.)  20 
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) 

par 

la 

formule 

de  Mi 

iclaiiriti, 

es=: 

S 

i-\ h 

1 

S* 

1.2 

~t~  •  •  •  • 

Remarque.  —  Il  n'est  pas  étonnant  que  les  fonctions 
circulaires,  directes  et  inverses,  se  ramènent  aux  fonc- 
tions exponentielles  et  logarithmi(|ues,  puisque  les  unes 
ont  leur  origine  dans  la  quadratrice  du  cerele  et  de  ses 
conjuguées,  qui  sont  des  hyperboles  cquilatères,  etles 
autres  dans  la  quadratrice  de  Tliyperbole  équilatère  et 
de  ses  conjuguées,  dont  Tune  est  un  cercle. 


SUR    LES    FONCTIOJNS    ELLIPTIQUES. 

Le  second  Volume  de  ma  Tliéorie  des  fonctions  de 
variables  imaginaires  contient  la  théorie  élémentaire 
des  fonctions  elliptiques,  établie  d'après  les  mêmes  prin- 
cipes que  les  deux  précédentes. 


GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

Le  temps  if  a  permis  de  traiter  que  bien  imparfaite- 
ment les  questions,  analogues  aux  précédentes,  que 
comporte  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Nous  ne  ferons  guère  non  plus,  ici,  qu'indiquer  les 
solutions. 

On  trouvera  les  explications  complémentaires  qui 
seraient  jugées  utiles  dans  les  deux  premiers  Volumes 
de  la  Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires  ; 
mais  le  lecteur  pourrait  toujours  y  suppléer  aisément. 

1 .  J'appelle  conjuguées  d'une  surface  représentée  par 
une  équation 
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les  lieux  des  points 

correspondant  à  toutes  les  solutions 

de  Téquation  proposée,  où  les  parties  imaginaires  ^,  ^' 
et  ^^^  seraient  comme  des  constantes 

G,    G'    et    G', 

c'est-à-dire,  telles  que 

G  ~  G'  ■"  G'' 

2.  La  situation  dans  Tespace  du  point  [jTf,  j^i,  z^]^ 
qui  représente  une  solution  imaginaire,  reste  la  même 
quelle  que  soit  la  transformation  de  coordonnées  qu'on 
fasse  subir  au  lieu  considéré  et,  par  suite,  à  la  solution 
représentée. 

En  etiet,  si  les  formules  de  transformation,  résolues 
par  rapport  aux  nouvelles  coordonnées,  sont 

x'=^a-¥-ntx  -'r  ny  -^pz, 
y  ■=.  a'-4-  m! X  -h  n' y  -i-p'z, 
z*=  a'-h  m'x  -h  nJ'y  -hp'z^ 

les  valeurs  des  nouvelles  coordonnées  xf^y'^  z'  qui  cor- 
respondent à 


sont 

x'=  a  -t-  ma  -h  na!  -f-/?a*  H-(mp  h-  n^'  -4-/?P"  )  /— i , 
y=  a' -H /n'a  ■^/i'a'-H/?'a''-4-(m'P -h /i'P'+/?'P'')v/^, 
y  =  ««-f- m''a-hn''a'-+-/?"a'-t-(m"P -f- /i^P'-hyp*)  v/^, 
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de  sorte  que  les  coordonnées  j:< ,  j^« ,  Zi  du  point  repré- 
sentatif de  la  première  solution  étant 

et  les  coordonnées  x\yj\y  z\  du  point  représentatif  de 
la  seconde  solution  étant 

a?',  =  a  H-m  (a -h  p)4-n  («'-h  P')-4-/?  (a*-H  p*), 
ri  =  a'-\-m'(0L  -4-  P)4-  n'(a'-4-  p') 4- />'(«• -h  P"), 

ou 

a? j  =  a  -h  mxx  -h  nj^j  -H/J-Si» 

y\  =  a'  -f-  m'a?!  -h  n'^i  -\-p'zx, 

z\  ssa^-h  m'xi-h  n''yi-hp''zi, 

il  est  clair  que  les  deux  points  (j^^^m  ^0*^^  (-^n  Jp  ^i) 
coïncident,  puisque  leurs  coordonnées  sont  reliées  entre 
elles  par  les  formules  de  la  transformation  eilectuée. 

Le  mode  de  construction  adopté,  pour  obtenir  les 
coordonnées  du  point  représentatif  d'une  solution,  est 
d'ailleurs  le  seul  qui  assure  la  fixité  dans  l'espace  de  ce 
point,  puisque,  par  exemple,  pour  assurer  la  fixité  du 
point  dans  l'espace,  il  faudrait,  au  moins,  assurer  celle 
de  sa  projection  sur  le  plan  des  xjj  si  l'on  ne  faisait 
changer  que  les  directions  des  axes  des  a:  et  des  j',  dans 
Tancien  plan  des  xj  et  que,  pour  cela,  il  faudrait, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  en  Géométrie  plane,  représenter 
la  solution 

par  le  point 

3.  Une  droite  réelle 

X  —  d  ^  y  —  d!  ^  z  —  d'  ' 
~Qr  ""      G'       ~  "TT 


(  =^93) 
n'est  capable  que  de  solutions  du  système  [C,  C,  C]  ;  de 
sorte  que  la  conjuguée  [G,  C,  C]  d*un  lîeu  f{Xt  y^z)-=.Q 
est  le  lieu  des  intersections  idéales,  réalisées,  de  ce  lîeu 
et  de  la  suite  des  droites  représenlées  par  les  équations 

— p; —  =  ^—pîT —  =  — T^r—  >  011  rf,  d!  et  d!'  seraient  variables 

CGC  ' 

à  volonté. 

Ces  droites  sont  les  cordes  réelles  de  la  conjuguée, 
elles  joignent  deux  à  deux  ses  points  imaginaires  conju- 
gués. 

4.  En  rendant  l'un  des  axes  de  coordonnées  parallèle 
aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée,  on  rendrait  en 
même  temps  réelles  les  deux  autres  coordonnées  de  tous 
ses  points. 

5.  II  en  résulte  que,  par  un  choix  convenable  d'axes, 
on  peut  toujours  ramener  l'ordonnée  z,  par  exemple, 
d'une  conjuguée  à  être  une  fonction  de  deux  autres  va- 
riables X  et  JK,  réelles. 

6.  Les  conjuguées  d'une  surface  réelle  lui  sont  géné- 
ralement inscrites  ou  circonscrites  et  la  courbe  de  con- 
tact, pour  chacune  d'elles,  est  la  courbe  de  contact  avec 
la  même  surface  réelle  du  cylindre  qui  lui  serait  cir- 
conscrit parallèlement  aux  cordes  réelles  de  la  conju- 
guée en  question.  Une  surface  réelle  est  donc  l'enve- 
loppe de  ses  conjuguées. 

Les  conjuguées  d'un  cône  réel  sont  les  cônes,  de 
même  sommet,  ayant  pour  directrices,  dans  un  plan 
quelconque,  les  conjuguées  de  la  section  du  cône  par  ce 
plan. 

Les  conjuguées  d'un  cylindre  réel  sont  les  cylindres 
ayant  pour  directrices,  dans   un  plan  quelconque,  les 
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conjuguées  de  la  section  du  cylindre  par  ce  plan  et  leurs 
génératrices  parallèles  à  celles  du  cylindre  proposé. 

7.  Les  conjuguées  des  surfaces  du  second  degré  sont 
d'autres  surfaces  du  second  degré,  aisées  à  définir  dans 
tous  les  cas. 

8.  Les  conjuguées  d'un  lîeu/(X,  Y,Z)=  o  ont  géné- 
ralement une  seconde  enveloppe  imaginaire,  lieu  des 
points  du  lieu  où  les  rapports  deux  a  deux  des  trois  dé- 
rivées partielles  f'xtf'ytfK  ^^^^  réels. 

En  eliet,  les  éléments  du  lieu/(X,Y,Z)=  o  aux  en- 
virons d'un  de  ses  points  (x,  y,  z)  sont  définis  par 
l'équation 

OU 

Jz  Jz 

c'est-à-dire 

dz  —{m  -h  n  /—  i)rfa7-t-(/?-f-  g^—^) dy^ 


si  m-\-  n\/ —  1    et  p  "^  tj  y/ —  i  sont  respectivement  les 
valeurs  de  —  ~  et  ^>  au  point  {x^jj  z). 

Jz  Jz 

Si  Ton  fait 

dx  =  doi  -h  rf  p  / —  I , 
dy  =  doL  -h  d^'  v/~  , 
dz  =  rfa"-h  d^'  /—  I , 

l'équation  précédente  donne 

da^  =  mdoL^  nd'^-Jr  p  da'  —  q  rffJ' 
et 

c/|3""=  m  d^-h  ndoi  -i-pd[i'-^  g  doi.'  ; 
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d'où 

M -^  d^''  =  {m-\-n)doL  H-(m--  n)  d^ 

-h(p-hq)da'-^{p  —q)d^', 

c'est-à-dire 

-  (m-\- n)  dQi-h(m  —  n)d^   , 

dzi  =  ^ '—z 3ô -^  "^1 

dx-h  d^ 

(p-^q)da-^(p-q)d^'  ^^^ 

OU  encore 

m^riMm-n)-^^               p^q^{p  —  q)^, 
dz,= 3P ^^1-^- ^P^ ^n- 

Pour  que  le  point  [oc^y,  ^]  appartint  à  l'enveloppe  des 
conjuguées,  il  faudrait  que  tous  ces  éléments  fussent 
compris  dans  un  même  plan,  qui  serait  le  plan  tangent 
à  l'enveloppe  au  point  [a:,j)^, -?];  pour  cela,  il  faudrait 
que  dz^  ne  dépendit  que  de  dx^  et  de  dy^  ?  et>  P^r  con- 
séquent, fût  indépendant  de  ~  et  de  -7^,  •  Cela  exigerait 
les  deux  conditions 

m-\-  n  __  m  —  n  P  "^  q        P  —  q 

I       ~"       I  I       ~~       I      ' 

c'est-à-dire  n^o  et  ç'  =  o. 

Ainsi,  tout  point  de  l'une  ou  l'autre  enveloppe  est 
nécessairement  tel  qu'en  ce  point 

J  *.  J  z 

soient  réels. 

Mais  chaque  conjuguée  ne  touche  l'enveloppe  imagi- 
naire qu'en  quelques  points  et  non  plus  suivant  une 
courhe.  En  eifet,  les  solutions  des  trois  équations 

f  f 

f{x,y,z)  =  o,  ^=réel,  :^'=réel, 
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OÙ  Ton  ferait  a:  =  a  4-  pCy/ —  1 ,  j^  =  a'4- pCy/— *i 
z  =  a''-}-  pC"  y^ —  I,  seraient  déterminées,  puisque  a,  a', 
(>!'  et  ^  seraient  liés  entre  eux  par  quatre  conditions. 

Exemples.  —  L^enveloppe  imaginaire  des  conjuguées 
ellipsoïdales  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe 

rr*        y*       z^ 

—.   .4-  JïL^    _  __   ^  I 

a»        6»        c« 
est  rhyperboloïde  à  deux  nappes  supplémentaires 

a?*       y*      «* 

lequel  est  fourni  par  les  solutions  de  la  forme 

de  1  équation -4--^--^=!. 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu 

^(z^  a'-^b"  )/^y  =  (r  -h  r'  /^^ 
est  la  sphère 

(a^  —  a  — ô)2-t-(7  — a'-6')«H-(5  — a'-^^")ï=(r4-r')«. 

9.  Les  conjuguées  du  lieu 

(m -f- N /^^ar -f- (  P -H  Q  v/^)7 

-4- (  R -h  S /^^  iî -4- D -h  E /^  =  o 

sont  tous  les  plans  qui  passent  par  la  droite  représentée 
par  les  équations 

Ma?-}- Py-h  R-8-f- D  =  o         et         Nx  -h  Qy  -¥-Sz -\-E  =  o. 

10.  Un  plan  réel  ne  peut  couper  que  les  conjuguées 
dont  les  cordes  réelles  lui  sont  parallèles. 

(  ^  suivre.  ) 
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CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  (PARIS,  1889)- 

Solution  par  M.  le  Capitaine  BARISIEN. 


1°  Construire  la  courbe  définie  par  V équation 


(0  y 


x^{x  —  iY 


2®  Si  Von  coupe  cette  courbe  par  une  parallèle  à 
l'axe  des  x  et  si  Von  désigne  par  a  l'abscisse  de  l'un 
des  points  d'intersection,  les  abscisses  des  cinq  autres 
points  d'intersection  seront 

I                              lia 
,      I  —  a,     I j     , 


a  a        I  — a       a  —  i 

Distinguer  sur  la  figure  les  points  qui  correspondent 
aux  formules  précédentes,  en  supposant  que  a  soit  la 
plus  grande  des  abscisses  des  points  d'intersection. 

i^  La  résolution  de  l'équation  (i),  oii  Von  regarde 
Y  comme  un  nombre  donné  et  x  comme  l'inconnue, 
peut,  de  diverses  manières ,  être  ramenée  à  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  troisième  degré  et  d'une  équa- 
tion du  second  degré. 

4°  Lieu  de  la  projection  du  point  d^ intersection  des 
tangentes  à  la  courbe  (i),  en  des  points  dont  les  ab- 
scisses sont  inverses  Vune  de  l'autre^  sur  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points. 

I.  La  courbe  représentée  par  Téquation  (i)  est  symé- 
trique par  rapport  à  la  droite  x  =  ^.  Elle  a  pour 
asymptotes  les  droites  j:  =  o  et  :r  =  i  et  deux  branches 
paraboliques  :  elle  est  située  tout  entière  au-dessus  de 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  X.  (Juillet  1891.)  2i 


v' 


(  =»9«  ) 
la  droite  j  =  2jl  et  a  trois  points  de  contact  avec  celU' 
droite  {ftg.  i). 


_J 


s^ 


II.  On  remarque  que  la  valeur  j^  de  (i)  ne  change 
pas  lorsqu'on  change  x  en  —  ou  en  i  —  x,  ou  en  i 

et  aussi  en  leurs  inverses  — — -  ?  —^ — ;  ce  qui  indique  bien 

que,  si  Tune  des  abscisses  d'intersection  par  une  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  est  a,  les  autres  sont 


a 


I  — a,     I , 


a 


a       I  —  a       a  —  i 


Si  a  est  la  plus  grande  abscisse  de  ces  points  d'inter- 
section, c'est  forcément  la  valeur  positive  la  plus  grande. 

Donc  -  est  la  plus  petite  valeur  positive,  (  i )  est  la 

deuxième   valeur   positive,  — ^T"  '^  troisième.   La  plus 
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grande  valeur  négative  est  (i  —  a)  et  la  plus  petite  est 


I  — a 


III.  Ces  abscisses  d'intersection,  étant  deux  à  deux  in- 
verses Tune  de  Tautre,  montrent  que  Téquation  (i),  du 
sixième  degré  en  x,  doit  être  réciproque. 

En  etfet,  si  l'on  écrit  Téquation  (i)  sous  la  forme 

(2)  jrx*{X' -hl  —  2X)  =:[(x^-\-i) — X]^j 

et  si  l'on  pose 

I 

X  -\ =  Zj 

X 

d'où 

(  3  )  x^-^i  =  zx, 

en   portant  cette  valeur  de  (x^-\-\)  dans   (2),   on  en 
déduit 

On  est  donc  ramené  à  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré  (4)  ^t  à  celle  du  deuxième  degré  (3). 

Un  autre  moyen  d'arriver  à  ce  résultat  consiste  à 
poser 

(5)  x{x  —  i)  =  ^; 

(i)  devient  alors 

(6)  {t-hiy-yt^  =  o, 

et  l'on  a  à  résoudre  (6),  puis  (5). 
On  peut  aussi  poser 

(7)  J?(rr  — 0=  i. 

Il  faut  alors   résoudre  l'équation  du  troisième  degré 

{u-\-ïy —  uy  =  o. 
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IV.  Diaprés  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  la 
droite  joignant  deux  points  tels  que  les  abscisses  soient 
réciproques  ne  peut  être  qu'une  parallèle  à  Taxe  des  x. 

Il  suflit  donc  de  chercher  les  tangentes  relatives  aux 

points  ayant  pour  abscisses  a  et  -  • 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (i) 
est 

(arr  —  i)(a7' — aT-4-i)*(a7  —  2)(iF-4-i) 

■■ ■       ■  • 

L*équation  de  la  tangente  au  point  dont  les  coordon- 
nées sont 

(a«— a-4-i)3 

est  donc 

(a*— a-f-i)«(2a— i)(a— 2)(a-Hi)  ,„ 
Celle  de  la  tangente  au  point  ayant  pour  abscisse  —  est 

(9)         ""■    "'^"-'^' 

\  a(a  — 1)8  \  d)' 

En  retranchant  (  8  )  et  (9),  on  obtient 


(10)  X  = 


a*H-i 

Pour  avoir  le  lieu    demandé,   il  suffit  d'éliminer  a 
entre  (  i  o)  et 
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De  (lo),  on  lire 


a*  -t- 1  =  -rr-  • 


'la 

Y 


Eu  poTtant  dans  (ii),   il  vient  pour  Pëquation   du 
lieu 

(X-2)3 


Y=: 


2XÎ(X-I) 


ay 


C'est  une   courbe  du   quatrième   degré   ayant  pour 
asyaiptotes  les  trois  droites 


X  =  o,         X  =  I,         Y  =  2- 


Elle  est  dessinée  sur  \d,fig.  2. 
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TANGENTES  COMMUNES  A  DEUX  CONIQUES  ; 

Par  m.  J.-S.  COLLIN,  • 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
Professeur  à  l'Kcole  Albert-le-Grand  (Arcueil). 


La  recherche  des  tangentes  communes  à  deux  coni- 
ques se  fait  habituellement  par  l'emploi  des  coordon- 
nées tangentielles  (Salmon,  Géométrie  analyliqucy 
traduction  Resal,  p.  485,  et  Picquet,  Géométrie  ana- 
Ijtique,  p.  458  et  509);  nous  allons  l'exposer  d'une 
manière  plus  élémentaire  en  faisant  intervenir  unique- 
ment l'équation  aux  coeflicients  angulaires  des  tan- 
gentes. 
•  Soient  donc  les  deux  coniques 

f{x,y)  =  Plx^  -hiBxy  H-  Cy^  -h  2Dx   H-  'aEjt  -+-  F  =  o. 
f^{x,y)=  k\X^-\-  ilàyxy  -^  CiX^-4-  2Di:r-i-  'xEyy -\-  Fi  =  o, 

et  désignons  par  ç  et  cpi  les  parties  homogènes  du  second 
degré  Aef  et/i,  et  par  f'x"if\.xi  .  -  . ,  les  rfe/m-dérivées. 

Problème  I.  —  Trouver  l'équation  des  tangentes 
communes  aux  deux  coniques  f  :=  o  elf^  =  o. 

Cela  revient  éi^idemment  à  trouver  le  Heu  des  points 
par  chacun  desquels  on  peut  mener  aux  deux  coniques 
une  tangente  commune,  c'est-à-dire  deux  tangentes  pa- 
rallèles. Or,  si  (a,  j3)  est  un  point  de  ce  lieu,  les  fais- 
ceaux de  tangentes  issues  de  ce  point  aux  deux  coniques 
seront  respectivement 

/(«,  p)/(^,r)-(^/;  ^y/}i-^/yr  =  o. 
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où  y  =  i;  et  par  suite  les  équations  aux  coefficients  an- 
gulaires m  de  ces  tangentes  seront  elles-mêmes 

/(a,p)a>  (,,m)-(/;-i-/7*/p)2   =o, 
/i(a,  p)?,(i,/n)-(/;^-+-m/;p)2=o, 

c'est-à-dire 

m«[G/(a,p)-/^*] 

-h  2m[B/(a,  p)-/;/^]+  A/(a,  ?)-/;«  =  o, 

m«[G|/i(a,P)/;p'] 

ou,  par  abréviation, 

e.li/»* -h  aiJbm  -I- G  =  o, 

Mais,  si  le  point  (a,  ^)  est  un  point  du  lieu,  ces  deux 
équations  doivent  avoir  une  racine  commune,  ce  qui 
impose 

(  ..1>G,  —  Gal,i  )«— 4(  cA!>iJÎ)i  —  iJbJle)  (ilbG,  —  G\)l>,  )  =  o, 

ou  bien,  ce  qui  revient  identiquement  au  même, 

(  Jt,Gi-f- Gc/1,1— 2iJl)'\)li)*--4('\)l)«— «Ai.G)(ill)î  —  <Jl,iGi)=  o. 

Telle  est  donc  l'équation  du  lieu  des  points  (a,  fi), 
c'est-à-dire  l'équation  des  tangentes  communes,  à  condi- 
tion d'y  remplacer  a,  ^  par  les  coordonnées  courantes 

Itemarque  I.  —  Si  l'on  désigne  comme  d'ordinaire 
par  Ap  .  . . ,  F''^  A'^ ,  . . . ,  F^  les  coefficients  de  A,  - . . , 
F,  A,  .  . . ,  F<  dans  les  développements  respectifs  des 
discriminants  A  et  Af  defeift^  on  a 

X   =F'x^  —  'iD'x-+-X'y 

Db  =  — F'rF7-f-E'arH-D>  — B', 

G    =F'^2— 2E^-4-C^- 

aib,  =  __  f;  xy  -f-  e;  ;r  +  d;  ^  -  b;  , 

3,  =  F;r^-2E;7  +  G;;. 


J 
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d'où 

et  ainsi  cette  expression,  en  apparence  du  quatrième 
degré,  n'est  en  réalité  que  du  second.  Cette  même 
expression  est  d'ailleurs  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  que  Ton  trouverait  immédiatement  en  cherchant 
le  lieu  des  points  par  où  Ton  peut  mener  à  l'ensemble 
des  deux  coniques  /  et  f^  des  tangentes  formant  un 
faisceau  harmonique  :  avec  Salmon  nous  la  représente- 
rons par  F. 

Remarque  II.  —  On  a^  d'autre  part, 

Di,«-o^G=(B/-/;/;)«-(c/-/;«)(A/-./;») 

=  (B«— AG)/« 

=  (B2— AG)/«-h/ 

x[(AC  — B»)(/-F)-hAE«-hCD2— 2BDE] 

et  de  même  par  analogie  on  aurait 

Conclusion.  —  L'équation  aux  tangentes  communes 
peut  donc  s'écrire  également  sous  la  forme  connue 

qui  n'est  que  du  quatrième  degré,  el  l'on  voit  ainsi 
que  : 

1°  Deux  coniques  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre 
tangentes  *, 

2°  Les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  et  de 
leurs  tangentes  communes  sont  tous  sur  la  conique 
F  =  o. 

Remarque.  —  Le  principe  de  cette  solution  pourrait 
être   employé   pour    la    recherche  de    l'équation   aux 
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as^rmplotes  et  aux  sécantes  communes  à  deux  coniques, 
et  peut  aussi  bien  servir  pour  deux  courbes  quelcon- 
ques. 

Problème  II.  —  Déterminer  les  points  d^ intersection 
des  tangentes  communes. 

Ces  points  ne  sont  autres  que  ceux  d'où  l'on  peut 
mener  aux  coniques  deux  tangentes  communes  ;  donc 
pour  ces  points  Ton  a  généralement 

X  _  ife  _  G 

et  par  suite  ces  points  sont  les  points  communs  aux 
trois  courbes 

Ainsi  qu'on  le  voit  presque  immédiatement,  ces 
courbes  sont  des  cubiques,  et  Ton  vérifierait  aisément 
qu'elles  n'ont  que  six  points  communs  à  distance  finie, 
ce  que  l'on  pouvait  prévoir,  car  les  quatre  tangentes 
communes  ne  peuvent  se  rencontrer  en  plus  de  six 
points . 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1891. 


%      Composition  en  Mathématiques, 

On  donne  une  parabole  P  ;  on  porte,  à  partir  de  chacun  de 
ses  points,  et  dans  les  deux  sens,  sur  une  parallèle  à  une  di- 
rection fixe  A,  des  longueurs  égales  à  la  distance  de  ce  point 
au  foyer  de  la  parabole  : 

I**  Trouver  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs;  mon- 
trer qu*il  se  compose  de  deux  paraboles  Pi  et  Pj,  et  donner  la 
raison  de  ce  dédoublement. 


(  Sof)  ) 

2**  Démontrer  que  les  axes  des  paraboles  Ff  et  Pj  sont  per- 
pendiculaires l'un  à  Tautre,  qu'ils  pivotent  autour  d'un  même 
point  indépendant  de  la  direction  A,  et  que,  quelle  que  soit 
cette  direction,  la  somme  des  carrés  des  paramétres  des  deux 
paraboles  est  constante. 

3*  Trouver  et  construire  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des 
paraboles  Pi  et  Pj,  lorsqu'on  fait  varier  la  direction  A. 

On  prendra  comme  axes  de  coordonnées  l'axe  et  la  tangente 
au  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  désignera  par  p  son  pa- 
ramètre, et  par  0  l'angle  de  A  avec  l'axe  des  x. 


Ép 


ure. 


D'un  cylindre  de  révolution  supposé  plein,  limité  par  deux 
pWns  de  profil,  on  enlève  la  portion  située  à  l'intérieur  d*un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical. 
Représenter  par  ses  projections  le  solide  obtenu. 

La  distance  entre  les  plans  de  profil  est  de  23°"*. 

Le  centre  de  l'hyperboloïde  se  projette  horizontalement 
à  13*""  du  plan  de  profil  de  droite,  à  lo''"  au-dessus  du  bord  in- 
férieur de  la  feuille,  et  à  ai*™  au-dessous  de  sa  projection  ver- 
ticale :  les  génératrices  rectilignes  font  un  angle  de  45°  avec  le 
plan  horizontal  :  le  rayon  du  cercle  de  gorge  est  de  3*^"*. 

Le  cylindre  a  6°"  de  rayon;  son  axe  est  de  froi>t  et  sa  pente 
est  de  3'^"'  de  base  pour  i*"*  de  hauteur;  on  s'élève  sur  cet  axe 
en  allant  de  droite  à  gauche  et  il  rencontre  l'axe  de  l'hyper- 
boloïde à  i""*  au-dessous  du  plan  du  cercle  de  gorge. 

On  indiquera  seulement  les  constructions  nécessaires  pour 
déterminer  :  i°  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  (a  tan- 
gente en  ce  point;  2°  les  points  remarquables  de  l'intersection 
et  les  tangentes  en  ces  points. 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront 
en  trait  rouge  continu  :  la  représentation  du^ solide  sera  seule 
en  noir,  trait  plein  pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour  les 
parties  cachées. 

Composition  de  Trigonométrie , 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle 

a  rr.  12428"',  76,         b  T=  2839  j'",^*^,         c  =  34236'",  84. 
Calculer  les  trois  angh^s  et  la  surface. 
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Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

Physique.  —  I.  Lunette  astronomique. 
II.  Mesure  de  la  tension  de  la  vapeur  d'eau   aux  tempéra- 
tureç  élevées  par  la  méthode  de  Regnault. 

Chimie.  —  Action  du  chlore  :  sur  l'ammoniaque,  sur  l'acide 
sulfureux,  sur  le  bicarbure  d'hydrogène. 


Composition  française. 

«  Il  y  a,  dit  Sénèque,  des  gens  qui  regardent  la  douleur 
comme  le  plus  grand  des  maux,  d'autres  qui  ne  l'appellent 
même  pas  un  mal.  Celui-ci  considère  les  richesses  comme  le 
premier  des  biens,  celui-là  soutient  qu'elles  ont  été  inventées 
pour  le  malheur  des  humains.  » 

Que  faut-il  penser  de  cette  diversité  de  jugements? 


Composition  de  langues  vivantes. 

L'officier  qui  commande  une  colonne  détachée  ne  doit  jamais 
désespérer;  fût-il  cerné,  il  ne  doit  jamais  capituler  :  en  pleine 
campagne,  il  n'y  a  pour  de  braves  gens  qu'une  manière  de  se 
rendre,  c'est,  comme  François  I"  et  le  roi  Jean,  au  milieu  de  la 
mêlée  et  sous  les  coups.  Capituler,  c'est  chercher  à  sauver  tout 
hors  l'honneur  ;  mais,  lorsqu'on  fait  comme  François  I"*",on  peut 
du  moins  dire  comme  lui  :  Tout  est  perdu,  fors  l'honneur! 
On  peut  citer  de  grands  exemples,  tels  que  celui  du  maréchal 
Mortier,  à  Krems,  et  un  grand  nombre  d'autres  qui  remplissent 
nos  Annales,  pour  prouver  que  des  colonnes  armées  ont  trouvé 
moyen  de  se  faire  passage  en  cherchant  toutes  leurs  res- 
sources dans  leur  courage.  Quiconque  préfère  la  mort  à  l'igno- 
minie se  sauve  et  vit  avec  honneur;  au  contraire,  celui  qui 
préfère  la  vie  meurt  en  se  couvrant  de  honte. 

Napolkon,  i8og. 
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Lavis. 


Exécution  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates,  ou  à  teintes 


Ombrm 
pertM 


0 


(iétmf 
Çd9mf 


fondues  (à  volonté),  le  lavis  du  quart  de  rond  droit,  dont  le 
trait  est  donné  ci-dessus  (2  heures  ^). 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCULE  MILITAIRE 

EN  1891. 


Composition  française  (3^). 

Le  Syndic  de  Chambéry  remet  au  général  Montesquiou  les 
clefs  de  la  ville  (24  septembre  1792). 

Le  22  septembre  1792,  les  Français  pénétrèrent  sans  combat 
dans  la  Savoie  :  a  Ce  ne  fut  rien  autre  chose  qu'un  mutuel  élan 
de  fraternité  »,  écrit  Michelet  ;  u  deux  frères  longtemps  séparés 
se  retrouvent,  s'embrassent;  voilà  cette  simple  et  grande 
histoire.  »  Les  Savoisiens  saluaient  en  la  France  une  sœur  aînée: 
«  Nous  ne  sommes  pas  un  peuple  conquis,  mais  un  peuple  déli- 
vré »,  disaient-ils. 

Vous  ferez  parler  le  Syndic  de  Chambéry. 
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Mathématiques  (de  8** 45*"  à  ii'*)- 

I.  Dans  un  triangle  BAC  rectangle  en  A  on  connaît  la  hau- 
teur h  abaissée  sur  l'hypoténuse  et  la  médiane  m  issue  du  som- 
met B.  Déterminer  l'hypoténuse  par  le  calcul.  Discussion; 
construction  du  triangle. 

II.  On  donne  deux  droites  parallèles,  une  perpendiculaire 
commune  AB  =  aa,  et  le  milieu  O  de  AB.  On  fait  tourner  un 
angle  droit  A'OB'  autour  de  son  sommet  O.  Démontrer  : 

I®  Que  le  produit' AA'x  BB'  est  constant; 


2°  Que  A'B'  est  constamment  égale  à  AA'h-  BB'; 

V  Que  la  droite  A'B'  reste  tangente  à  un  cercle  fixe. 

4°  Par  le  miljeu  I  de  la  hauteur  OH  on  mène  une  parallèle 
à  chacun  des  côtés  du  triangle  A' OB',  et  l'on  considère  les 
points  où  elle  rencontre  les  deux  autres  côtés.  Démontrer  que 
les  six  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  même  circon- 
férence. 

5"  Minimum  du  rayon  de  cette  circonférence. 

Calcul  logarithmique  (de  7*'3o"*  à  S^'Bo"). 
On  donne  dans  un  triangle 

A  =  II2°28'47^3,         6  =  26734,        0  =  96879. 
Calculer  B,  G  et  a. 

Épure  (2  heures  et  demie). 

Un  tétraèdre  SABC,  dont  l'angle  trièdre  S  est  trirectangle,  a  sa 
base  ABC  sur  le  plan  horizontal.  AB  est  sur  la  ligne  de  terre 
(A  vers  la  gauche)  et  a  pour  longueur  140*"°.  La  projection 
horizontale  du  sommet  S  est  un  point  s  dont  les  distances  aux 
points  A  et  B  sont  ks  =  loS™"™  et  Bs  —  49' 


vmm 
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Construire  ce  tétraèdre,  puis  son  intersection  avec  la  sphère 
ayant  S  pour  centre  et  passant  par  le  centre  de  la  sphère 
inscrite  au  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  la  partie  du  volume 
du  tétraèdre  extérieure  à  la  sphère  S. 

Lavis, 

Laver  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fondue» 
la  projection  verticale  d'un  tronc  de  cône  droit  à  bases  circu- 
laires parallèles,  posé  par  sa  petite  base  sur  le  plan  horizontal, 


jp0c- 


et  surmonté  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la  base  infé- 
rieure est  circonscrite  à  la  base  supérieure  du  tronc,  et  dont 
une  face  latérale  est  de  front. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont  les 
deux  projections  font  des  angles  de  45*  avec  la  partie  gauche 
de  la  ligne  de  terre. 

Le  parallélépipède  porte  sur  le  tronc  une  ombre  limitée  par 
la  droite  ab  et  par  un  segment  d'ellipse  bcd  que  Ton  arrête  au 
point  de  perte  d  sur  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  mn  du  tronc. 


(3ii) 

Pour  le  lavis  à  teintes  plates  superposées,  on  se  servira  des 
lignes  de  teintes  indiquées  sur  le  croquis  n°  \. 

Les  parties  claires  et  les  parties  foncées  sont  indiquées  sur 
le  croquis  n°  2. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

EN  4891. 


Mathématiques. 
Soit  (E)  une  ellipse  qui,  rapportée  à  ses  axes,  a  pour  équa- 


tion 


J7*        r' 


et  soient  Xq,  yo  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  de  cette 
ellipse  ;  on  considère  le  cercle  (C)  passant  par  le  point  M  et  les 
points  de  contact  P,  Q  des  tangentes  à  l'ellipse  issues  du 
point  M. 

1°  Le  cercle  (G)  rencontre  l'ellipse  en  deux  autres  points 
P',  Q';  prouver  que  les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  deux  points 
se  coupent  en  un  point  M'  situé  sur  le  cercle;  montrer  que,  par 
M,  M'  et  les  deux  foyers  réels,  on  peut  faire  passer  un  cercle  ; 
de  même  par  M,  M'  et  les  deux  foyers  imaginaires. 

2°  Soient  I,  I',  I"  les  points  où  se  coupent  respectivement  les 
droites  PQ,  P'Q',  les  droites  PQ',  P'Q,  enfin  les  droites  PP', 
QQ';  on  suppose  que  le  point  M  reste  fixe  et  que  l'ellipse  (E) 
se  déforme  en  gardant  les  mêmes  foyers  :  on  demande  les  lieux 
décrits  par  les  points  I,  V,  V;  on  propose  enfin  de  montrer  que 
tout  cercle  passant  par  les  points  F,  I'  est  orthogonal  au  cercle 
décrit  sur  MM'  comme  diamètre. 

Physique. 

I.  Dans  une  boîte  rectangulaire  de  4**"  de  longueur,  une  face 
est  formée  par  une  glace  dépolie  carrée  de  i*^™  de  côté;  au 
centre  de  la  face  opposée  est  percé  un  petit  trou  circulaire.  On 
met,  à  égale  distance  du  trou  et  de  la  glace,  un  dessin  trans- 
parent dont  l'ombre  se  forme  sur  la  glace  quand  on  expose  le 
trou  en  face  d'un  mur  blanc  vivement  éclairé. 
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On  demande  quels  chanp;emcnts  seront  produits  dans  l'éclai- 
remcnt  et  dans  les  dimensions  de  l'ombre  par  l'introduction 
d'une  lentille  achromatique  convergente  sur  Taxe  de  la  boite, 
dans  l'une  des  positions  suivantes  : 

i""  Entre  le  dessin  et  le  trou; 

7,^  Entre  le  trou  et  le  mur. 

Le  diamètre  de  la  lentille  est  égal  à  j-  de  décimètre,  et  sa 
distance  focale  à  i*''". 

II.  Une  éprouvette  cylindrique  pleine  d'eau  peut  tourner 

d'un  mouvement  uniforme  autour  de  son  axe 
de  figure  supposé  vertical;  une  potence  liée 
à  l'éprouvette  supporte  sans  frottement  une 
poulie  de  dimensions  négligeables,  placée 
exactement  sur  l'axe  de  rotation.  Un  poids  P 
(aÔ***)  est  attaché  à  un  bout  d'un  fil  non  pe- 
sant qui  passe  sur  la  poulie  et  vient  s'attacher 
par  l'autre  bout  à  un  aréomètre  dont  la  tige 
a  une  section  de  i*^.  Section  droite  de  l'é- 
prouvette :  lo"'. 

Au  repos,  lorsque  l'équilibre  est  établi,  la 
partie  du  fil  comprise  entre  la  poulie  et  le 
poids  P  a  une  longueur  /  =  So*". 

Quel  est  le  déplacement  vertical  de  Taréo- 
mètre  quand  tout  l'appareil  tourne  avec  une 
I  vitesse  angulaire  co,  ce  qui  projette  le  poids 

y   Im.  p  latéralement? 

'  On  admet  que  l'aréomètre   reste  exacte- 

ment centré  et  que  la  surface  libre  de  l'eau  reste  horizontale. 

g  =  980  (G.  G.  S.). 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d^une  Lettre  de  M,  Gomez  Teixeira  à  M.  Bouché. 

Dans  une  Note  Sur  la  formule  de  Stirling,  qui  a  été 
insérée  dans  les  Comptes  rendus,  t.  CX,  p.  5i3^  1890, 


(3.3) 
VOUS  démontrez  d'une  manière  bien  simple  la  formule 

<p(n-+-/>) 

où  0  représente  un  nombre  compris  entre  o  et  i ,  et  où 
Ton  a 

(i)  o{n)=  -^ {' 

Ensuite,  au  moyen  de  cette  formule,  vous  trouvez  la 
formule  de  Stîrling,  qui  donne  le  produit  r(/i-f-i), 
quand  n  est  un  nombre  très  grand.  Vous  supposez, 
dans  votre  analyse,  que  n  est  un  nombre  positif  e/i fier. 

En  étudiant  votre  démonstration,  je  viens  de  remar- 
quer qu'on  peut  la  modifier  de  manière  à  considérer  le 
cas  où  n  représente  un  nombre  quelconque,  rationnel 
ou  irrationnel.  Je  remarque  premièrement  que  votre 
démonstration  de  la  formule  (a)  a  lieu  quand  n  est  frac- 
tionnaire, ainsi  que  la  démonstration,  basée  sur  la  for- 
mule de  Wallis,  que  vous  donnez  de  l'égalité 

lim  <p(/>)  =  /air. 

p  =  to 

Ensuite  je  modifie  l'analyse  que  vous  employez  pour 
déduire  de  (2)  la  formule  de  Stirling  de  la  manière  sui- 
vante. 

Je  trouve  premièrement  au  moyen  de  la  formule  (i) 


P^î 


1 
r(/>  -h  I)e-t«-^-/'^(n  -\-p) 


lim   - — - — - —  =  mil  j  9 


el  ayant  égard  aux  égalités 

r(/n-/?-f-r)  =  /i(/n-  i)...(n-H/?)r(/i), 
T{p  -m)  =  1 .2.3. . ./?, 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  X.  (Juillet  1891.)  22 
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j'écris  cette  formule  d'abord  de  la  manière  suivante 

,.      ©(n-f-i?)       ,.      /i(/n-i)...(/n-/?)r(n)e-/'/)     ' 
lim  ^^     — ^  =s  lim  — ^ ' ^^ 4-^ — ^ — p — > 

et  ensuite,  ayant  égard  à  la  déOnition  de  Gauss  de  la 
fonction  r(«), 

T(n)  =  lim  — £^. ■ , 

je  récris  de  la  manière  suivante 

lim  -*-^^ — : — :f-^  lim  =^- 


nui               .      . 

'  *«-«(/»+/>) 

^.-i 

Mais 

nous  avons 

Jim  (^ 

n  +  p+î 
-t-  1  1                   =6». 

Donc 

on  aura 

lim 

p  =  » 

et,  par  conséquent, 

lim  cp(/i  -}-/?)=  lim  ç(/?)  =  /Ïtt. 

p  =  ao  pzzto 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  la  formule  (2)  donne 
lim        ?(^)      =enn         (o<e<i), 

et  par  conséquent 

(p(n)  =  e»^«  lim  cp(n  -+■/?), 
on  trouve 
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et  l'égalilé  (i)  donne  ensuite  la  formule  Je  Stirling 

J 


Pour  plus  de  clarté,  je  croîs  devoir  reproduire  ici  la 
démonstration  que  j'ai  donnée  dans  les  Comptes  rendus 
et  à  laquelle  se  rapporte  la  lettre  de  M.  Texeira. 

La  relation  bien  connue 

log(  /n- 1)  —  log/i  =  I  H ; , 

où  n  désigne  un  nombre  entier  positif  quelconque,  et  0  un 
nombre  compris  entre  o  et  i,  peut  s'écrire 

7 r  =  —  I-l-(n  -+-  i)[log(w-}-l)  — log/l]. 

« 

Elle  devient 

; r    =  log9(n)  —  l0g«p(/l  -h  l), 

quand  on  pose 
I)  f(n)=  -. 

On  conclut  de  là 

log©(n)>  logcp(nH-i) 
et 

en  d'autres  termes,  des  deux  fonctions 

1^ 

cp(n),     (p(n)e    i«", 

la  première  est  décroissante  et  la  seconde  croissante,  lorsque 
l'entier  n  croît.  Si  donc  on  désigne  par />  un  nombre  entier 
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positif  quelconque,  on  a  les  inégalités 

^(n)>f(n-+-p), 
i  I 


(p(/i)c   "'»<<p(/i-h/>)e    "C'+r), 
que  Ton  peut  remplacer  par  l'égalité 


?(^) 


e^ 


(2)  /^    ^   ,  =  e"«('n-A»), 

cp(/H-/>) 

dans  laquelle  0  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 

Il  est  bien  aisé  de  déduire  de  cette  relation  la  formule 
célèbre  de  Stirling  pour  l'évaluation  approchée  du  produit 
1 . 2 . 3 . . . /i  lorque  n  est  un  grand  nombre. 

En  effet,  la  relation  (2),  appliquée  au  cas  où  n  est  égal  àp, 
montre  immédiatement  que  le  rapport 


Ç(2/?) 


a  pour  limite  Tunité,  lorsque/?  croit  indéfiniment.  On  a  donc, 
pour/?  =  00, 


Iim9(/>)  =  lim5i£j!! 


ou,  d'après  (i), 


lim(p(/>)  =  lim4^4.^.j.^.| 


'Àp  —  '2  'ip 

9 


2/?  —  I     2p  —  I 

et  enfin,  en  vertu  du  théorème  de  Wallis, 

limcp(/?)  =  ^'2Tz. 

Dès  lors,  si  dans  la  formule  (2)  on  laisse  n  fixe  en  faisant 
croître/?  indéfiniment,  on  obtient 

t  ^      ■    . —  gis» 
v/27r 

c'est-à-dire,  d'après  la  définition  de  o(/i), 

_0_ 

i  .7..'i. .  .n  =  Y'ÀTzn n"^ e-" e^^". 
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C'est  la  formule  de  Stirlîng,  qui  donne  deux  limites 

_i_ 

entre  lesquelles  est  compris  le  produit  i  .2.3. .  ./i.         (E.  R.) 
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Besàl  (H.),  Membre  de  rinslîiut.  —  Exposition  de 
la  théorie  des  surfaces;  i  vol.  în-8**,  de  xiii-i7i  pages, 
avec  figures  dans  le  texte.  Paris,  Gauthîer-Vîllars  et  fils, 
1891.  Prix  :  4*%5o. 

La  théorie  analytique  des  surfaces  ne  figure  guère  dans  la 
littérature  mathématique  didactique  qu'à  titre  d'application 
des  principes  de  l'Analyse,  ce  qui  n'est  pas  assez,  vu  son  impor- 
tance. Nous  ne  parlons  pas,  bien  entendu,  de  l'ouvrage  ma- 
gistral (*)  où  M.  Darboux,  grâce  aux  ressources  de  l'Analyse 
la  plus  élevée,  fouille,  dans  ses  moindres  détails,  ce  vaste  champ 
de  connaissances  jusqu'aux  plus  extrêmes  limites  qu'ait  pu, 
quant  à  présent,  atteindre  l'esprit  humain.  Un  tel  livre  va  bien 
au  delà  des  besoins  courants  de  l'étudiant,  candidat  à  tel  ou 
tel  examen,  ou  simplement  amateur.  M.  Resal,  que  son  expé- 
rience de  l'enseignement  de  la  Mécanique  a  pénétré  de  l'im- 
portance des  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  surfaces 
à  ce  point  de  vue  spécial,  s'est  trouvé  amené  à  en  faire  pour 
ses  élèves  un  exposé  d'ensemble;  c'est  celui-ci  qu'il  nous  livre 
aujourd'hui  sous  la  forme  d'un  petit  volume  que  vient  d'im- 
primer avec  son  soin  ordinaire  la  maison  Gauthier-Villars.  On 
y  retrouve  les  qualités  d'élégance  et  de  clarté  qui  distinguen 
toutes  les  productions  du  savant  académicien.  Aucune  partie 
essentielle  de  la  théorie  n'est  d'ailleurs  omise,  l'auteur  passant 
successivement  en  revue  les  propriétés  générales  relatives  à  la 
courbure  et  à  la  cambrure  des  lignes  tracées  sur  une  surface, 
celles  des  lignes  de  courbure,  des  asymptotiques,  des  géodési- 

(')  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  3  vol.  in-8'.  Paris, 
Gauthier-Villars. 
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ques,  etc.,  voire  môme  les  notions  fondamentales  relatives  à 
l'application  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres  et  aux  sur- 
faces minima.  Cet  excellent  petit  livre  constituera  certainement 
la  meilleure  préparation  à  la  lecture  des  importants  travaux 
dont  la  théorie  des  surfaces  a  été  l'objet  en  cette  dernière 
moitié  du  siècle,  et  particulièrement  à  celle  du  grand  Trailé 
de  M.  Darboux  qui  les  résume  si  admirablement.  Notons,  à 
titre  de  détail,  l'heureuse  substitution  faite  par  M.  Resal,  dans 
l'étude  des  courbes  gauches,  du  terme  de  cambrure  à  celui  de 
torsion,  dont  l'usage  doit  être  limité  à  celui  que  l'on  en  fait 
dans  son  acception  mécanique.  M.  d'0c\6NE. 


SUR  UN  CERCLE  REN4R0UABLE 
QUI  PASSE  PAR  DEUX  POINTS  FIXES  DTNE  CONIQUE; 

Par  m.  GENESE, 

Professeur  à  AberysLwylh  (province  de  Galles). 


Soient  AB  une  corde  fixe  d'une  conique,  C  son  pôle, 
V  un  point  variable  de  la  courbe;  par  C  on  mène  une 
droite  antiparallèle  à  AB  par  rapport  à  l'angle  A  PB 
rencontrant  PA,  PB  e/i  Q,  Q'.  Alors  les  points  A,  B, 
Q',  Q  sont  sur  un  même  cercle.  Ce  cercle  est  invariable. 

INomtnoiis  a,  p,  y  les  perpeiidiculaîros  abaissées  du 
point  P  sur  Bi,  i  A,  AB.  La  conique  a  pour  équation 


Or 


*3      f.       /  s 

-f  =  A:»         (une  constante). 

«Y* 


a  _  sinPB6  _  sin(i8o"— CBQ')  _  sinCBQ'  ^ 
Y  ~  sinPBA  ~  sin(i8o°— 1[QG")  ""  sinCQA  ' 

de  même 

g  __  sinCAQ 

Y     "  sinCQ'B' 


Donc 
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kl-  s'"^^Q'        sinCAQ 
^  sinCQ'B  ^  sinCQA 


CQ'       CQ 
GB  ^  GA 


On  voit  maintenant  que  la  puissance  deC  par  rapport 
au  cercle  ABQ'Q  a  une  valeur  constante.  Delà,  en  pro- 
Fig.  I.  Fig.  2. 

P  c 


longeant  la  droite  BC,  on  trouve  encore  un  point  fixe 
du  cercle.  Donc  le  cercle  est  complètement  déterminé. 

c.    Q.    F,    D. 

Inversement  y  laconique  est  déterminée  par  le  cercle 
ABQ^Qetle  point  C.  On  mène  la  sécante  QCQ'^  le  lieu 
du  point  (P)  d'intersection  des  droites  QA,  Q'B  est  la 
conique.  Les  droites  QB,  Q'A  se  rencontrent  en  P',  un 
point  de  la  même  courbe. 

Les  droites  QQ't  PP'  sont  homologues  par  rapport  au 
cercle,  et,  puisque  QQ^  passe  par  un  point  fixe,  il  en  est 
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de  même  avec  PP'.  Nommons  T  ce  point  fixe  de  la 
droite  PP';  le  point  T  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par 
rapport  au  cercle. 

On  peut  vérifier  les  théorèmes  précédents  par  la  mé- 
thode de  la  projection.  Que  la  conique  et  le  cercle  se 
renconlrent  encore  aux  points  I,  J,  et  projetons  de  façon 
à  rejeter  ij^  la  projection  de  IJ,  à  Tinfini.  On  obtient 
deux  cercles.  En  se  servant  de  petites  lettres  pour  dési- 
gner les  projections  des  lettres  majuscules,  les  angles 
apb^  aqb  sont  constants,  et,  par  suite,  l'angle  qbq' 
(=  qaq')  est  constant.  Il  faut  alors  que  c  soit  le  centre 
du  cercle  qab',  autrement,  qq*  toucherait  un  cercle 
concentrique,  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe.  Puis, 
Tangle  pap'  étant  droit,  pp'  passe  par  le  centre  (r)  du 
cercle  pap'b.  De  plus,  c  étant  le  pôle  de  ab  par  rapport 
au  cercle  t^  les  deux  cercles  se  coupent  orthogonalement 
et  t  est  pôle  de  ab  par  rapport  au  cercle  c. 

Enfin,  c,  /  sont  les  pôles  de  la  droite  à  Tinfini  y;  donc 
C,  T,  dans  la  figure  originale,  sont  les  pôles  de  IJ  aussi 
bien  que  de  AB  {fig>  2  ). 

On  voit  imiuédiatement  que  le  point  T  jouit  de  la  pro- 
priété suivante  :  TPP  étant  une  sécante  variable  de  la 
conique,  la  somme  (ai^ec  une  certaine  convention)  des 
angles  APB,  AP^B  est  invariable,  (En  effet,  dans  la 
fig,  I,  c'est  la  difiérence  qui  est  constante.)  M.  Gaston 
Tarry  a  remarqué  qu'il  y  a  deux  points  qui  jouissent  de 
cette  propriété.  Une  analyse  assez  compliquée  m'a 
montré  qu'il  n'y  a  que  deux  points  réels  qui  en  jouis- 
sent, et  que  T  est  un  des  points  remarqués  par  M.  Tarry. 
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REiWARQUES  SUR  LE  PRORLÈME  DE  MÉCANIQUE 
PROPOSÉ  A  L  AGRÉGATION  EN  1889! 

Par  m.  marchand. 


Les  équations  de  Lagrange  permettent  évidemment 
de  résoudre  analy  tiquement  toutes  les  questions  que  Tou 
traite  habituellement  par  les  formules  du  mouvement 
relatif.  Voici  en  particulier  comment  elles  peuvent  rem- 
placer les  formules  de  Rivais  et  deCorioIis  pour  la  mise 
en  équations  du  problème  de  Tagrégation. 

Désignant  par  Ç,  t^,  Ç  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  fixes,  par  x^y^  z  les  coordonnées  par  rapport 
aux  axes  mobiles  adoptés  par  M.  de  Saint-Germain,  les 
formules  deX«agrange  s'écriront 


C*), 


5 

=  ?(^,7.  -,  0, 

Tj 

-^{x,y,z,t),       T-^($'»+r/' 

; 

=  js{x,y,z,t\ 

d  /dT\       dT       ^      ^ 

d   /dT\       dT       ^      .,        . 

d  /dT\       dT      -,      _, 

di  [dF)  -  dP  =  ^ -^  ^  ^°"'- 

On  est  ramené  à  exprimer  T  ou,  ce  (|ui  revient  au 
même,  le  carré  de  la  vitesse  du  point  mobile,  en  fonction 
de  X,  jy  z,  x^,  j',  z' .  Le  carré  de  la  vitesse  étant  la 
somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  les  trois  axes 
mobiles,  on  aura 


•1 


\ 
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Comme,  dans  le  problème  aeliiel, 


(0  J->.  (0 

il  vieil l 

r/y*        10 a:        (oi/û    \*       [ dz        wi/'i    \*T 

et  les  équations  de  Lagrange  donnent 

d   [ dx       ajv\         (u    /c?v        wa?        (Ui/tï    \       _.       _. 
-,--(-77 j^l ;^(-fT-4--7z- 7=-  -3  I  =  X  H-  N  cosa, 

o)    /c?iP        t«>y\       «o/â  /e/^        ûJi/'i    \         V      HT        i 

Il  n*y  a  qu'à  réduire  pour  retrouver  les  formules  (q) 
de  M.  de  Saint-Germain. 


REiHARQUES  SUR  LE  PROBLÈME  DE  MATHÉMATIQUES 
SPÉCIALKS  DE  L  AGRÉGATION  DE  1889; 

Pau  m.  marchand. 


Si  Ton  transforme  renoncé  par  le  principe  de  dualité, 
à  trois  surfaces  inscrites  dans  un  cône  C  correspondront 
trois  surfaces  passant  par  la  même  courbe  plane.  Si 
cette  courbe  plane  devient  le  cercle  imaginaire  de  Tin- 
fini,  l'énoncé  est  remplacé  par  le  suivant  : 

On  donne   deux  sphères  A,    A';  on  considère  une 
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sphère  vaiîable  S  touchant  les  deux  sphères  données  en 
des  points  pour  lesquels  a  et  a'  sont  les  plans  tangents. 
1®  La  droite  aa'  d'intersection  des  plans  tangents  est 
située  dans  un  plan  fixe,  que  l'on  sait  être  le  plan  radi- 
cal de  A  et  A': 

1^  La  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  plans 

tangents  a  et  et!  passe  par  l'un  des  centres  de  similitude; 

3°  Démontrer  que  J'enveloppe  du  plan  polaire  d'un 

point  fixe  P  par  rapport  à  la  sphère  S  se  compose  de 

deux  quadriques  bitangentes^ 

4°  Trouver  le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  plans 
tangents  communs  à  ces  deux  quadriques  bitangentes 
lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  isotrope. 

La  quatrième  Partie  ne  pouvant  avoir  lieu  pour  des 
éléments  réels  parait  peu  intéressante  dans  le  cas  de  la 
sphère.  Restent  les  trois  premières  parties  dont  les  deux 
premières  expriment  des  théorèmes  bien  connus. 

La  solution  du  problème  du  concours  général  nous 
apprend  que  l'enveloppe  du  plan  polaire  d'un  point  fixe 
par  rapport  à  toutes  les  sphères  tangentes  à  deux  sphèi  es 
fixes  se  compose  de  deux  quadriques  bitangentes. 

Laissant  de  côté  la  démonstration  analytique  de  celte 
proposition,  je  me  bornerai  à  signaler  quelques-unes  de 
ses  conséquences  géométriques.  Il  est  évident  d'abord 
que  les  sphères  tangentes  à  deux  sphères  fixes  A  et  h!  se 
divisent  en  deux  groupes  ;  le  premier  groupe  s'obtient  en 
considérant  les  rayons  des  sphères  comme  de  même 
signe;  le  second  en  considérant  les  rayons  des  sphères 
comme  de  signes  contraires,  la  théorie  des  cycles  s'élen- 
dant  évidemment  aux  sphères  aussi  bien  qu'aux  cercles. 
Je  ne  considérerai  que  l'un  de  ces  groupes  dans  tout  ce 
qui  suit. 

Si  P  est  le  point  fixe,  pour  que  son  plan  polaire  le 
contienne,  il  faut  que  la  sphère  S,  par  rapport  à  laquelle 
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on  prend  le  plan  polaire,  passe  par  P.  Comme  S  est  tan- 
gente déjà  à  A  et  A'  et  que  P  peut  être  assimilé  à  une 
sphère  de  rayon  nul,  la  sphère  S  engendrera  unecyclidc 
de  Dupin  ayant  le  point  P  comme  point  double.  Le  cône 
lieu  des  tangentes  en  P  à  la  cyclide  étant  de  révolution, 
on  voit  que  le  cône  enveloppe  des  plans  du  lieu  passant 
par  P  est  du  second  degré  et  de  révolution;  la  première 
partie  de  la  proposition  s'accorde  bien  avec  ce  qui  a  élé 
dit  que  Tenveloppe  était  une  quadrique;  la  seconde 
montre  que  P  est  une  des  focales  de  la  quadrique. 

Je  cherche  le  cylindre  circonscrit  à  Tenveloppe  paral- 
lèlement à  une  direction  D,  c'est-à-dire  les  plans  polaires 
qui  soient  parallèles  à  D;  ils  correspondent  évidemment 
aux  sphères  ayant  leurs  centres  dans  un  plan  Q  mené 
par  P  perpendiculairement  à  D. 

Les  sphères  tangentes  à  A  et  A^  et  ayant  leurs  centres 
dans  le  plan  Q  ont  leurs  centres  situés  sur  une  conique 
admettant  A  et  A'  comme  foyers  dans  Tespace.  Ces 
sphères  enveloppent  une  cyclide  de  Dupin,  et,  comme  le 
cylindre  parallèle  à  D  doit  être  du  second  degré,  on  est 
conduit  à  ce  théorème  : 

«  On  considère  toutes  les  sphères  S  appartenant  à  Tim 
des  modes  de  génération  d'une  cyclide  de  Dupin  et  un 
point  P  dans  le  plan  des  centres  des  sphères  S.  L'enve- 
loppe des  plans  polaires  du  point  P  par  rapport  aux 
sphères  S  est  un  cylindre  du  second  degré.  » 

Le  tore  n'étant  qu'un  cas  particulier  de  la  cyclide,  le 
même  théorème  lui  est  applicable. 

Si  Ton  applique  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  manière  à  obtenir  toujours  une  cyclide 
de  Dupin,  on  généralisera  facilement  cette  dernière  pro- 
position. En  eiTut,  à  une  sphère  et  aux  plans  tangents 
menés  par  un  point  P,  on  fera  correspondre  une  sphère 
et  les  sphères  tangentes  passant  par  le  pôle  d'inversion 
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et  par  le  point  transformé  de  P.  Comme  un  cercle  se 
transforme  en  un  cercle,  les  points  de  contact  d'une' 
sphère  avec  toutes  les  sphères  passant  par  deux  points 
fixes  seront  dans  un  même  plan,  lequel  se  substituera, 
dans  renoncé,  au  plan  polaire. 

On  obtiendra  donc  sans  aucune  difficulté  un  nouvel 
énoncé  dans  lequel  interviendront  des  sphères  passant 
par  deux  points  fixes  situés  tous  deux  dans  le  plan  des 
centres  des  sphères  S  qui  constituent  un  des  modes  de 
génération  de  la  cjclide  de  Dupin. 


SUR  LES  FONCTIONS  SYMETRIQUES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


Soit 

une    fonction   symétrique   rationnelle    et   entière    des 
racines  de  l'équation 

On  sait  que 

k=  n  r  =  n 

2du  "STi  ,  .du 

*  =  1  /•  =  ! 

Nous  nous  proposons  ici  de  généraliser  ce  théorème. 
Comme 

dXk  Xiç 
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OÙ 

=  /iaoa?îfc~*^-(/i  — i)aia7jf~**-H. .  .-han-tiTA-h  an-\    ' 

=  (  — j{aix'i~^  -^  '2aiXk~^)-\-,,.-h(n-'î)an-iXk-hnan, 


(') 


on  a 


du        .     du  .      du  du 

aao  uai  aa,.  aa^» 


*»« 


Posons,  pour  abréger, 


r  =  m 


—  (/i  —  r  —  m  -H  i  )a;..^/;^-i  -+-  ^^  ar-^-m-c  Sç-i 

r  =  l 


(')  Soit,  par  exemple,  U  —  S  ,  alors  de  la  formule  (i)  on  déduit 


n  -M  I  fi 

=2J"'''y''      aIpI...X! 
{Nouvelles  Anriales,  p.  882;  1888),  où  la  somme \  x'f' ...j:J,"  i^*' 

rapporte  à  toutes  les  solutions  entières  positives  de  l'équation 


r> 
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d'où 

H(/«>  =  o,         Hi.0'  =  —  (/i—  r  -h T)a,._„         H;.*)  =  ra 

Maintenant,  en  prenant  successivement  dans  l*éga- 
lité  (i), 

Ao  =  o,         A-i  =  —  /laoî         •  •  •  > 

A;.  =  —  (/i  —  rH-i)ar-i>         •••»         •••»         An  =  —  «/t-i> 

Ao=  o,        Ai  =  ai,         A/.=  rar,         ...,        A/t=/ia,t, 


ou 


Aq  =  —  w^ûtQ,        A|  =  —  (/i  —  0^i>         •••> 
A/.  =  —  (/i  —  r)ari         ..-,        Art  =  o, 

A  A  ^î 

A;.  =  (  /•  —  I  )  «r-i-l >  •  '  •  ' 

OU 

Ao=  «1,        At=2aî,         ...,         A;.  =  (r-h  i)»/.-»-!,         ..., 

OU 


•  •  •  » 


et  en  remarquant  que 

on  trouve  respectivement  les  formules  suivantes 
du  du  du  du 

«0  -î J-  <^l    j h  ...  -h  an-i  -j H  «rt  -1 —  =  o, 

aa©  ctcti  aa„—i  aun 


(  :us  ) 


et 


k^n 


*  =  1 


2*    ^^^-L""" 


-h(n  —  \)ai 


du 
dai 


X/c 


du 

dxfc 


=      a, 


r/w 


dcix 
6^a 


-H-aart-j 

du 
dan-i 

du 

-H... 

du 
.— 1 

-  -4-  na 

«rt-1 


du 
du 


;] 


=- 


—  \naQ 


ddt 


dun-x 

-f-(/l—  l)£l| 


du 

du 
da\ 


aa/»-î 


e/M 


da^^i 


-^CLn-X  : 


V^     •   rf//.  /  a\\  du       /_  a* 


cfa 


a^aj  \  â?{^ 


du   1 


I  an-\a\\     du  I      ana\\  du 

-f-  (  nan ^— ^— î     -, h  ( ^— i  1  -7- 

\  «0      /  dan-i        \        «0    /  «^« 


=  «1 


du 


2  a] 


du 
da\ 

du 
dan-i 


na 


du 


n 


iiUn.- 


n-t 


kzzn  A  =  n 

.^      ^    <3^a7>t  "~^      ^    \5ai    5a7>t  rfa2    ÂteAr 


£^U    £^aa' 


\^ai  dx/c       da^  dxjc 

r  =  n  — '  I 


A=l 


dan  dxji 

du 
dur 


rsl 


/•  =  0 


Exemples,  —  i**  Si  l'on  pose  U  =  S/,  i  ^  o,  on  a 

dsi  dsi 

a\  -, H  2  a»  —f —  -4- . . . 

da^  da\ 

,           .              dsi                    dst  . 

-{-  {n—  \)an^\  -, h  nan  -7 =  «S/+,  ; 
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2°  Soit  u=  —y  on  obtient,  pour  m  >  i, 

r  =  l 


RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MARIE 

au  Collège  Stanislas,  à  Sainte-Barbe,  à   TÉcole  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  (»). 


H.  La  section  complète  d'un  lieu/(j:,j^,  z)=o  par 
un  plan  réel  se  compose  de  la  section,  par  ce  plan,  de 
la  surface  réelle  et  des  sections  effectives,  par  ce  même 
plan,  de  toutes  les  conjuguées  du  lieu  dont  les  cordes 
réelles  lui  sont  parallèles. 

Les  sections  par  le  plan  considéré  des  conjuguées  du 
lieu  qu'il  peut  couper  sont,  dans  ce  plan,  les  conjuguées 
de  la  section  de  la  surface  réelle,  si  elle  est  effectivement 
coupée;  et  la  section  de  la  surface  réelle  est  Tenveloppe 
réelle  des  sections  des  conjuguées  que  le  plan  coupe. 

Ces  dernières  sections  ont  le  plus  souvent  une  autre 
enveloppe,  imaginaire;  mais  cette  seconde  enveloppe 
n'est  généralement  pas  la  section  par  le  plan  considéré 
de  Tenveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu  pro- 
posé. 


(*)  Voir  t.  X,  p.  276. 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  X.  (Juillet  1891.)  28 
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Ainsi,  par  exemple  y  l'enveloppe  imaginaire  des  con- 
juguées du  lieu 


jpt  y\  j^t    ^ 

ôi"^  5*  "^  ?  ~""' 


est  Tellipsoïde 


ar*       y^       z 


s 


F^-^^-^'' 


représenté  par  les  solutions  de  la  forme 

de  Téquation;  mais,  si  Ton  coupe  le  lieu  par  un  plan 
z  =  h^  les  conjuguées  de  la  section  ont  pour  enveloppe 
imaginaire  Tellipse 

h  ^^—    =1-4-   

qui  n'appartient  pas  à  la  surface  enveloppe  imaginaire 
des  conjuguées  du  lieu. 

Cela  tient  à  ce  que  celles  des  cordes  réelles  de  la  sur- 
face enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  du  lieu,  qui 
seraient  parallèles  au  plan  sécant,  ne  seront  générale- 
ment pas  dans  ce  plan,  ou  ne  s'y  trouveront  qu'eu 
nombre  limité. 

Ainsi,  dans  l'exemple,  les  cordes  réelles  de  la  surface 
enveloppe  imaginaire,  qui  seraient  parallèles  au  plan 
z  =  hf  seraient  comprises  dans  le  plan  z  =:  o^  deux 
points  imaginaires  conjugués  de  la  surface  enveloppe 
imaginaire  étant  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de 
la  surface. 

En  un  point  x  =  Py/ —  i,  JK=  PV~  h  z  =  h  àe 
l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  section 

a?*       y^  _^  h^ 


(  ^3i  ) 
Y?  est  bien  réel,  mais  ni  ^  ni  ^  ne  le   sont  :  en  effet, 

J  y  Jz  Jz 


/i  _      «' 


est  bien  réel,  mais 


^>2 


f'x 

ne  le  sont  pas. 

h 
c2 

/r  _ 

62 

f: 

h 

et 

/=  _ 


12.  Lorsqu'un  plan  sécant  réel  donne,  dans  la  surface 
réelle,  une  section  comprenant,  entre  autres  branches, 
un  anneau  fermé,  si  le  plan  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même,  cet  anneau  se  réduit  à  un  point  au  moment 
où  le  plan  devient  tangent  à  la  nappe  fermée  de  la  sur- 
face réelle,  et  est  ensuite  remplacé  par  un  anneau  d'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  de  la  section. 

13.  Le  plan  tangent  à  une  conjuguée  (C,C',C)  d'un 
iieu/(X,  Y,  Z)  =  o  en  un  point  {x^j,  z)  de  cette  con- 
juguée est  la  conjuguée  (C,  C,  C)  de  Tonglet  de  plans 

x/i-HY/;+z/::f-T/;  =  o. 

14.  Si  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  lieu  est) 
décomposé  en  groupes  de  termes  homogènes  et  repré- 
senté par 

<p(X,  Y,  Z)  +  ^-(X,  Y,  Z)  +  x(-X,  Y,  Z)  +  . . . , 
l'é(juation  générale  des  plans  asymptotes    à  la  surface 
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réelle  et  à  ses  conjuguées  est 

a,  p,  Y  formant  une  solution  réelle  ou  imaginaire  de 
Téqu^tion 

Les  conjuguées  des  cônes  asymptotes  des  surfaces  du 
second  degré  sont  les  cônes  asymptotes  des  conjuguées 
de  ces  surfaces. 

15.  Le  contour  apparent  d'une  surface/(X,Y,Z)  =  o, 
par  rapport  au  plan  des  xj  et  parallèlement  à  Taxe  des 
z,  a  pour  équations 

qui,  par  l'élimination  de  z,  fourniraient  l'équation 

F(X,Y)  =  o 

du  contour  apparent  proprement  dit. 

Le  lieu  F(X,  Y)  =  o,  construit  dans  le  plan  des 
[X,Y],  se  composera  en  général  d'une  courbe  réelle  et 
de  toutes  ses  conjuguées.  La  courbe  réelle  formera  le 
contour  apparent  proprement  dit  de  la  surface  réelle 
représentée  par  l'équation  y(X,  Y,  Z)  =  o;  mais  les 
conjuguées  de  cette  courbe  F(X,Y)  =  o  ne  seront  pas 
les  contours  apparents  des  conjuguées  de  la  surface 
f(X,  Y,Z)  =  o,  parce  que  dans  les  solutions  correspon- 
dantes des  équations 

/(^>r»'5)  =  o        et        fz{^yy,z)  =  o, 
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3' 
le  rapport  ^  des  parties  imaginaires  de  x  et  de  j^  sera 

bien  constant,  mais  non  pas  les  rapports  ^  et  ~  (*). 

16.  Toutes  celles  des  conjuguées  d'une  même  surface 
qui  la  louchent  en  un  même  point  (ce  sont  celles  dont 
les  cordes  réelles  sont  parallèles  au  plan  tangent  en  ce 
point)  y  ont  pour  indicatrices  les  conjuguées  de  Tindi- 
catrice  de  la  surface  réelle  au  même  point. 

Les  autres  questions  relatives  à  la  courbure  des  sur- 
faces imaginaires  se  résolvent  par  les  mêmes  méthodes 
que  Ton  emploie  pour  les  surfaces  réelles. 

17.  De  la  cubatufe  des  surfaces,  et  des  périodes  des 
intégrales  doubles.  —  On  trouvera,  dans  le  second 
Volume  de  la  Théorie  des  Jonctions  de  variables  ima- 
ginaires, tous  les  théorèmes  préliminaires  qui  permet- 
tent d'établir  l'équivalence  des  chemins  qui  peuvent  se 
substituer  les  uns  aux  autres  sans  que  la  valeur  de  l'in- 
tégrale double  soit  altérée. 

Ces  propositions  ne  présentent  d'autre  intérêt  que 
celui  de  rendre  possible  la  démonstration  a  priori  d'un 


{')  Si  l'on  coupait  un  lieu  /(X,  Y,  Z)  =  o  par  une  série  de  plans 
réels,  parallèles  entre  eux  et  à  l'axe  des  z,  les  points  critiques  de 
chaque  section  seraient  les  points  d'intersection,  par  les  plans  consi- 
dérés, du  contour  apparent  de  la  surface  /(X,  Y,  Z)  =  o,  par  rapport 
au  plan  des  [X,  Y];  et  pour  instituer,  relativement  aux  intégrales 
doubles,  une  méthode  analogue  à  celle  que  Cauchy  a  fondée  pour  les 
intégrales  simples,  il  faudrait  faire  jouer  au  contour  apparent  de  la 
surface  à  cuber  le  même  rôle  factice  que  Cauchy  avait  attribué  aux 
contours  apparents,  par  rapport  à  l'axe  des  x,  des  courbes  à  quarrer. 

J'ai  réalisé  cette  idée  en  1872,  dans  un  Mémoire  qui  a  paru, 
vers  1874,  dans  le  XLIV*  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique 
et  que  l'on  trouvera  dans  le  troisième  Volume  de  ma  Théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires. 
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fait  que  l'on  peut  regarder  comme  évident  :  c'est  qu^une  ^ 
intégrale  double  est  déterminée,  à  des  constantes  près, 
par  ses  limites,  tandis  qu'elle  serait  complètement  indé- 
terminée si  elle  variait  d'une  manière  continue  avec  le 
chemin  superficiel  suivi  pour  rejoindre  les  limites. 

Nous  omettons  ici  ces  théorèmes  et  nous  réduisons 
toute  la  théorie  à  sa  plus  simple  expression. 

La  quadratrice  de  la  section  d*un  lîeuy(X,  Y,  Z)  =  o 
par  un  plan  réel  admet  :  i°,  comme  périodes  réelles,  co, 
Ci)',  iù'\  ...  les  aires  des  anneaux  fermés  de  la  section  de 
la  surface  réelle,  lorsqu'elle  existe  et  qu'elle  est  effecti- 
vement coupée  par  le  plan  réel  considéré;   2°,  comme 

périodes  imaginaires,  to^y/ — i,   iù\  y/ —  i ,    iù\\/ — i  les 

produits  par  y/ —  i  des  aires  des  anneaux  fermés  des 
sections  faites  dans  les  conjuguées  du  lieu  dont  les  cordes 
réelles  sont  parallèles  au  plan  sécant,  mais  les  aires  de 
tous  ceux  de  ces  anneaux  fermés  qui  sont  compris  entre 
les  deux  mêmes  branches  de  la  section  réelle  sont  égales; 

3**,  comme  périodes  généralement  mixtes;  tOo-i-Way/ — i, 


cj'g-l-  Wg  y/ —  I ,  ...  les  valeurs  de  l'intégrale  quadratrice, 
acquises  dans  le  parcours  des  anneaux  fermés  de  reri- 
veloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  section;  4°  en- 
fin,   comme    périodes   cycliques,   nd  ^ — j ,  tc  r/'  \/ —  1 , 

71  d^^  >J —  I , ...  les  produits  par  y/ —  i  des  aires  des  par- 
ties elliptiques  évanouissantes  des  conjuguées  dont  les 
cordes  réelles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  la  section. 

18.  Si  Ton  a  coupé  le  lieu  par  une  série  de  plans 
parallèles  entre  eux  et  distants  les  uns  des  autres  de  la 
quantité  dh  et  que  Q  soit  l'une  des  périodes  de  la  qua- 
dratrice de  la  section,  Qdh  sera  un  élément  d'une  des 
périodes  de  la  cubatrice  de  la  surface  et,  pour  obtenir 
cette  période,  il  faudra  prendre  l'intégfale  fQdh^  entre 
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deux  valeurs  de  h  pour  lesquelles   Q  s'annule,    c'esl- 
à-dire  entre  deux  plans  tangents  au  lieuy(X,  Y,  Z)  =  o. 

19.  Si  la  période  considérée  est  Taire  d'un  anneau 
fermé  de  la  section  réelle,  elle  engendrera  un  volume 
enveloppé  par  une  nappe  de  la  surface  réelle,  fermée 
dans  tous  les  sens  parallèles  au  plan  sécant;  et,  si  cette 
nappe  se  ferme  encore  dans  un  nouveau  sens,  non  paral- 
lèle au  plan  sécant,  la  période  engendrée  sera  le  volume 
enfermé  par  une  nappe  sphéroïdale  de  la  surface  réelle. 


20.  Si  la  période  considérée  est  le  produit  par  y/ —  i 
de  Taire  d'un  anneau  fermé  de  conjuguée  de  la  section 
et  si  cet  anneau  engendre  une  nappe  fermée  de  conju- 
guée de  la  surface  proposée,  la  période  engendrée  sera 

le  produit  par  y/ —  i  du  volume  enfermé  dans  la  nappe 
fermée  de  la  conjuguée  en  question. 

21.  Toutes  les  conjuguées  fermées  dhine  même  sur- 
face, inscrites  dans  la  même  nappe  de  la  surface  léelle, 

enveloppent  des  volumes  égaux.  —  En  effet,  compa- 
rons d'abord  entre  elles  celles  de  ces  conjuguées  dont  les 
cordes  réelles  sont  parallèles  à  un  même  plan  parallèle 
à  Taxe  des  z  :  d'une  part,  les  sections  faites  dans  toutes 
ces  conjuguées  par  un  même  plan  quelconque,  parallèle 
au  plan  considéré,  auront  toutes  même  aire  et,  d'autre 
part,  ces  sections  s'évanouiront  toutes  dans  les  mêmes 
plans  ;  car  les  courbes  de  contact  de  toutes  ces  conjuguées 
avec  la  surface  réelle  ne  seront  autre  chose  que  les  cour- 
bes de  contact,  avec  cette  même  surface  réelle,  de  tous 
les  cylindres  qui  lui  seraient  inscrits  parallèlement  aux 
cordes  réelles  de  toutes  les  conjuguées  considérées,  c'est- 
à-dire  à  toutes  les  droites  parallèles  à  un  même  plan. 
Or,  toutes  ces  coui'bes  se  couperont  aux  mêmes  points  de 
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la  surface  réelle,  lesquels  seront  les  points  de  contact 
avec  cette  surface  réelle  de  ses  plans  tangents  parallèles  au 
plan  considéré-,  de  sorte  que,  déjà,  toutes  les  conjuguées 
en  question  envelopperont  des  volumes  égaux  et,  en  par- 
ticulier, égaux  au  volume  enveloppé  par  la  conjuguée 
dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Mais  un  plan  parallèle  à  Taxe  des  z  pourra  être  dirigé 
parallèlement  aux  cordes  réelles  d'une  conjuguée  quel- 
conque, non  comprise  parmi  les  précédentes,  et  le 
volume  enveloppé  par  cette  nouvelle  conjuguée  fermée 
sera  encore  égal  au  volume  enfermé  par  la  conjuguée 
dont  les  cordes  réelles  seraient  parallèles  à  Taxe  des  z. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  s'étend  donc  à 
toutes  les  conjuguées. 

11  en  résulte  que  le  produit  par  y/ —  i  du  volume  en- 
veloppé par  l'une  quelconque  des  conjuguées  fermées 
d'une  surface  réelle  f{oc^y^  z)=.Oj  inscrites  dans  la 
même  nappe  réelle  de  cette  surface,  est  l'une  des  pé- 
riodes de  l'intégrale  cubatrice  de  cette  surface. 

Ces  propositions  se  trouvaient  déjà  dans  mon  Mémoire 
de  i853  et  Cauchy  les  énonce  dans  son  Rapport  de  i854 
sur  ce  Mémoire. 

22.  Si  la  période  considérée  correspond  au  parcours 
d'un  anneau  fermé  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  réel 
qui  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  cette  période 
s'annulera  lorsque  le  plan  sécant  deviendra  tangent  soit 
à  la  surface  réelle  et  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conju- 
guées de  cette  surface,  si  elles  coexistent,  soit  à  celle 
qui  subsistera  seule.  D'ailleurs  l'intégrale  /û  rf/i,  évaluée 
entre  deux  valeurs  de  h  pour  lesquelles  le  plan  mobile 
deviendrait  tangent,  soit  à  la  surface  réelle,  soit  à  l'enve- 
loppe imaginaire  de  ses   conjuguées,   fournira  une  pé- 
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riode,  généralement  imaginaire,  de  Tintégrale  cubatrice 
du  lieu  considéré. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  rapporte  un  hyperboloïde 
à  deux  nappes  à  trois  de  ses  diamètres  conjugués,  dont 
l'un,  l'axe  des  z,  soit  le  diamètre  transverse,  l'équation 
de  la  surface  sera 

x'^        y^  ___  ^  ___ 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  z^=.h^  compris 
entre  les  plans  tangents 

z  ■=.  —  c'         et        ^  =  -f-  c'^ 
la  section  totale  aura  pour  équation 

q1  yl  li% 

et  cette  équation  représentera  une  infinité  d'hyperboles 
ayant  pour  enveloppe  imaginaire  une  courbe  qui,  réa- 
lisée, sera  l'ellipse 


x^       y^  _         A*. 
^2  -^^  -  '""^' 


la  période,  réelle  dans  ce  cas,  de  la  quadratrice  de  la 

section  sera 

Û  =  7ra'6'sin(XOY), 

et  la  période  de  la  cubatrice  du  lieu,  engendrée  par  cette 
période  superficielle,  sera 

j        Tz a' b' sin ( xoy )  dhsin(Zf  XOY) y 
c'est-à-dire  le  volume  de  rellipsoïde 

ou 


a'2    '    6'2    '    c'2       ' 


-  Tzabcy 
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a^b^c    désignant  les   axes  Je  Thyperboloïde  proposé; 

1        11*       .  1  1  ^*         y'        ^* 

car  tous  les  ellipsoïdes,  tels  que  -ï^  H-  ft^  H — Tj  =  1 1  se- 
ront équivalents,  en  volume,  comme  on  le  sait. 

De  sorte  que,  dans  ce  cas  particulier,  le  fait,  analogue 
à  celui  de  l'équivalence  en  volume?  des  conjuguées  fer- 
mées d'une  môme  surface,  inscrites  dans  une  même 
nappe  de  cette  surface,  se  présente  de  lui-même  relati- 
vement aux  lieux  des  enveloppes  imaginaires  des  sections 
faites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles  de  direc- 
tion arbitraire;  dans  le  cas  particulier  qui  vient  d'être 
examiné,  les  nhppes  fermées,  lieux  de  ces  enveloppes, 
entourent  des  volumes  égaux. 

Cette  proposition  pourrait  être  généralisée.  Elle  n'est 
pas  indiquée  dans  ma  Théotie  des  fonctions  de  variables 
imaginaires f  où  la  question  des  intégrales  doubles  a  été 
prise  à  un  tout  autre  point  de  vue. 

23.  Enfin,  si  la  période  considérée  est  une  des  périodes 
cycliques  de  la  quadratrice  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  mobile,  c'est-à-dire  le  produit  par 

^ — I  de  Taire  d'une  ellipse  indéfiniment  allongée  dans 
un  sens  et  indéfiniment  aplatie  dans  Tautre,  elle  s'an- 
nulera dans  deux  plans,  et  l'intégrale  correspondante 

fTzd'^dh 

évaluée  entre  ces  deux  plans  prendra  une  valeur  numé- 
rique qui  sera  le  produit  par  y/ —  i  du  volume  fini  d'un 
ellipsoïde  ayant  un  axe  infini,  un  axe  fini  et  un  axe 
infiniment  petit. 

J'ai  donné  le  nom  de  périodes  sphériques  à  ce  genre 
de  périodes  de  l'intégrale  cubatrice  d'une  surface. 

Soit 


(  339  )  • 

réqualion  de  la  surface  la  plus  générale  de  degré  //i,  dé- 
composée en  groupes  de  termes  homogènes,  de  sorte  que 
?''!''  X'  •  •  *  soient  des  polynômes  homogènes  de  degrés 
m ,  m  —  I ,  m  —  2 ,  .  .  . . 
Soient  d'ailleurs 

^  __  y  _  z 

â  ~   p  ~  7 

les  équations  d'une  direction  asymptotique,  de  sorte  que 

?(a,  P,  i)=o, 
et 

a  p  I 

soient  les  équations  d'une  parallèle  à  cette  direction  :  si 
l'on  veut  avoir  les  intersections  de  cette  parallèle  avec  la 
surface,  on  pourra  remplacer  dans  l'équation  proposée 

X,  y  eX  z  par 

^o-Hap,    7o-+-pp     et     p, 

ce  qui  donnera 


p'^cpCa,  P,I)^-p'«-l[(a:o<?a-^-7o?p-+-'Ka»  Pj  0] 

mais  le  terme  en  p"*  disparaîtra  de  lui-même,  <p(a,  p,  i) 
étant  nul  par  hypothèse. 

Si  l'on  veut  exprimer  que  la  droite 

x  —  xq  _  y— y  fi  __  z 

a  p  I 

est  elle-même  une  asymptote,  il  faudra  poser 

^o?aH-7o«Pp-+-'Ka,  p,  i)  =  o, 

ce  qui  donnera  une  relation  entre  les  coordonnées  a:©, 
>'o  de  la  trace  sur  le  plan  des  xy  d'une  asymptote  parai- 
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lèle  A  la  direction  -  =  ^  =  ~,  d'où  Ton  voit  que  les 

asymptotes  parallèles  à  une  même  direction  asyropto- 
tique  sont  généralement  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  voulait  déterminer  les  asymptotes,  parallèles  à 
la  même  direction,  qui  rencontrent  la  surface  en  trois 
points  situés  à  l'infini ^  il  faudrait  poser  la  nouvelle  con- 
dition 

d'où  l'on  voit,  comme  cela  avait  été  annoncé,  que,  parmi 
toutes  les  asymptotes  parallèles  à  une  même  direction, 
il  y  en  aura  généralement  deux,  et  deux  seulement,  qui 
rencontreront  la  surface  en  trois  points  situés  à  l'infini) 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que,  si  un  plan  quelconque 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  chacune  des  pé- 
riodes cycliques  de  la  quadratrice  de  la  section  de  la 
surface  par  ce  plan  mobile  s'annulera  deux  fois  et  deux 
fois  seulement.  {A  suiv^re,  ) 


ERRATA. 


Page  'J17,  li^rnes  10  et  2a,  remplacez  les  limites  inférieures  des 
intégrales  par  o,  i»  a,  3,  ...,  n. 
Page  280,  ligne  20,  au  lieu  de  /i,  lisez  x. 

»         lignes  2u  et  27,  au  lieu  de  p^  lisez  |x. 
»  ligne  28,  au  lieu  de  /?»,  lisez  ui'  et  au  lieu  de  —  (\aqp, 

lisez  —  (\aq^. 
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NIJLTIPIICATIO»  DES   DBTRRHfNANTS  ('); 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Problème.  Représfrnter  le prorluit  de  deux  dète, 
minants  d'ordres  m  et  n  par  un  déterminant  d'ordi 
m  -\-  n.  —  Considérons  les  déterminants  des  deux  sv 
tèmes 


On  a,  d'après  la  défi 
minants  ('), 


que  j  ai  uonnt^ 


et  en  opérant  la  multiplication  extérieure  sur  les  dei 
membres  de  ces  égalités, 

Celle  formule  exprime  que  le  produit  des  deux  dén 
min.M.  '/'^■■''■,',  p^,,  défini,    par  les   w.ème,  { 


(')  Cet  article  fait  suite  h  celui  que  j'ai  publié  récemment  {Noi 
An».,  3-  série,  l.  X;  mai  iSgr). 
Anit.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Août  i8qi.)  2ii 
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«t  (2),  est  égal  au  déterminant  unique  du  cinquième 

^rdre  ^/llll^  ^u'on  obtîenl  en  regardant  (.)  et  (.) 

comme  formant  un  système  unique  de  cinq  fonctions  j^ 
à  cinq  variables  x. 

Remarque,  —  Si  dans  les  seconds  membres  du  sys- 
tème (2),  par  exemple,  on  introduit  des  termes  en  X|, 
0:2,  Xa,  ceux-ci  donneront  dans  la  formule  (a')  de  nou- 
veaux termes  en  [j:  «0:2]  9  ...,  etc.;  mais,  dans  la  multipli- 
cation de  (i')  et  (?/),  ces  termes  disparaîtront.  La  for- 
mule i^S)  subsiste.  On  peut  donc,  dans  le  déterminant 

IZïZlZltZj^Zn  de  cette  formule,  introduire  des  éléments 
1x1X2X3X1^x^1 

arbitraires  dans  les  colonnes  i,  2,  3  des  lignes  4?  ^  (0- 

2.  Problème.  Représenter  le  produit  de  deux^déteV' 
minants  de  même  ordre  par  un  déterminant  de  même 
ordre.  —  Soient  A  et  B  les  valeurs  des  déterminants  des 
deux  systèmes 


(I) 


W 


yx  —  a\xi-{-  a\Xi-\-  a\ x^y 
72—  a\xx-}-  a\x2-\-a\X'A, 
73^  a\xx-^alx2~^alx3, 

Zi  =  b\yx-hb\y2-\-b\yz, 
zi^  b\yx^  b\y^-\-  b\y3, 

^1^  blyx-^bly^-i-blyi. 


(*)  L'expression  du    théorème  avec  ces  éléments  arbitraires  X  et 
dans  la  notation  usuelle  est  celle-ci  : 


a 
a 
a 
\ 

Ai 


a\ 

«; 

0 

0 

a\ 

a\ 

0 

0 

a\ 

< 

a 

«î 

< 

0 

0 

:r= 

«i 

«î 

a 

î'! 

5^: 

< 

ci\ 

a\ 

a\ 

a 

V;. 

x; 

a\ 

a\ 

a:    a: 


a* 


al 
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On  a,  d'après  ma  définition  des  déterminants, 

et  par  suite 

(3)  [ZiZ2Z3]=B.k.[XiXiX3]. 

Cette  formule  montre  que  le  produit  B.A  est  égal  à  la 
valeur  C  du  déterminant  obtenu  en  exprimant  les  z  en 
fonction  des  x.  Il  suffit  de  remplacer,  dans  les  for- 
mules (2),  les  y  par  leurs  valeurs  (  i  ) .  L'élément  qui  es t  à 
la  ligne  /?  et  à  la  colonne  g  de  ce  nouveau  déterminant 
C  est  visiblement  le  coefficient  de  Xq  dans  l'expression 
de  Zp.  C'est 

(4)  cl=  blal-\- blal-\- blal. 

Remarques.  —  1°  La  méthode  s'étend  au  produit  de 
plusieurs  déterminants. 

2®  Elle  ne  suppose  pas  qu'on  ait  le  même  nombre  de 
variables  dans  les  formules  (1)  et  (2).  Si,  par  exemple,  les 
formules  (i)  donnent  seulement  j^.^  y^  en  fonction  de 
X|,  ^2,  ^3;  si,  déplus,  les  formules  (2)  donnent  2^,  -2J2>  ^3 
en  fonction  de  j^i,j^2î  la  méthode  montre  que  le  déter- 
minant C  est  nul. 

3^  Le  théorème  s'exprime  intuitivement  par  la  lor- 

mule  ph^^  =  ffiflM  [ZlZ^Zll .  On  reconnaît  le  théo- 

[xiXiXz]         [717273J   [oPl^iO^i] 

rème  des  fonctions  de  fonctions  pour  les  dérivées  et  les 
déterminants  fonctionnels. 

3.  Déterminants  réciproques.  —  Je  suppose  que  dans 
le  système  (2)  (n®  2),  b^  soit  égal  au  déterminant  mineur 
de  l'élément  aj.  Le  déterminant  B  est  alors  appelé  le  réci" 
proque  du  déterminant  A  (*).  La  formule  (4)  offre  alors 

(')  Salmon,  Leçons  d'Algèbre  supérieure. 
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deux  cas.  Si  f/^^p^  c^=z  b^^a^  -{-  b'^aP  -{-  bl,aP  re^fré- 
sente  le  développemeut  du  déterminant  A  suivant  les 
éléments  de  la  colonne  p.  Si  tf  est  différent  de  /;,  c^  est 
le  développement  du  même  déterminant  où  Ton  a  rem- 
placé la  colonne  p  par  la  colonne  q.  Ce  nouveau  déter- 
ninant  est  nul  comme  ayant  deux  colonnes  identiques. 
Ainsi,  le  déterminant  C  se  réduit  aux  éléments  de  la 
première  diagonale  et  l'on  a 

(5)  ^i=Aa?i,        ^j=Aa?j,        ^3=Aii?3. 

• 

On  en  conclut  C  =  A*.  Plus  généralement,  s'il  s'agit 
de  déterminants  d'ordre  /z,  on  a  C  =  A",  et,  en  rempla- 
çant C  par  sa  valeur  BA, 

(6)  Br-:A«-». 

D'autre  part,  si  Ton  porte  les  valeurs  (5)  dans  les 
formules  (a),  on  obtient 

!Aa?,  =  b\jri  -f-  b^yt H-  b\yi, 
AiFj  =  b\yi  -¥■  b\yt  -f-  ô'/g, 
Air8=657i-+-^JjKj-H6|^8. 

Ainsiy  des  formules  (i)  on  déduit  les  formules  (a'). 
Je  peux  opérer  de  même  sur  les  formules  (a').  Si  je 
représente  par  des  lettres  d  les  éléments  du  détermi- 
nant D,  réciproque  de  B,  j'aurai,  en  appliquant  la  même 

règle, 

!Bji  —  d[Xxi-h  d\kx2-\-  d\Xx^, 
By%=  d\kXi->rd\kx2-\-d\Kxiy 
By^^zz  d^Axi-h  ^1  Aa?2-H  rfj  Aa?,. 

En  comparant  ces  égalités  (i')  aux  égalités  (i),  on  en 
conclut 
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et,  en  remplaçant  B  par  sa  valeur  A"""*, 

(7)  d^  =  kn-^al. 

Les  formules  (6)  et  (7)  s'énoncent  respectivement 
ainsi  : 

I**  Le  réciproque  d'un  déterminant  A  d'ordre  n  a 
pour  valeur  A'*"*; 

2°  Le  réciproque  du  réciproque  d'un  déterminant  A 
d'ordre  n  a  pour  éléments  ceux  de  A  multipliés  par  A''"^, 


SUR  UNE  GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DES  PROJECTIONS; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


1.  Il  s'agit  d'une  conséquence  immédiate  du  théorème 
des  projections.  Elle  est  bien  connue,  très  employée  en 
Mécanique  pour  évaluer  le  travail  d'une  force,  et  pour- 
tant elle  est  généralement  omise  dans  les  cours  de  Mathé- 
matiques spéciales.  Serait-elle  donc  de  peu  d'usage  en 
Trigonométrie  et  en  Géométrie  analytique?  Je  veux 
montrer  ici  qu'au  contraire,  dans  les  deux  cas,  elle  peut 
rendre  de  grands  services  et  simplifier  beaucoup  les 
démonstrations.  Il  me  suffira  de  prendre  un  exemple 
simple  dans  chacune  de  ces  matières.  Voici  d'abord 
l'énoncé  : 

2.  Théorème.  —  Si  deux  segments  A  et  B  sont  les 
résultantes  de  plusieurs  autres,  A4,A2,A3,  ...,Bi,B2, 
B3,  . .  . ,  le  produit  des  valeurs  algébriques  de  ces  seg- 
ments par  le  cosinus  de  V angle  des  axes  sur  lesquels 
ils  sont  comptés  est  égal  à  la  somme  des  produits  quon 
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obtient  en  combinant  toutes  les  composantes  du  pre- 
mier segment  avec  toutes  les  composantes  du  second . 

Ce  théorème  est  une  conséquence  si  évidente  et  si  bien 
connue  du  théorème  des  projections  que  je  me  dispense 
de  le  démontrer.  On  le  représente  commodément  parla 
formule 

(A,-f- Ai-4-...)|(B,-i-Bj-+-  ...)  =  SA/lBy,        {i,j  =  1,2,...), 

en  désignant  par  A|  + A2,  ...  la  résultante  A,  et  par 
A|B  le  produit  des  deux  segments  par  le  cosinus  de 
leur  angle.  Cette  formule  est  très  mnémonique^  étant 
identique  à  celle  de  la  multiplication  algébrique  d'une 
somme  par  une  somme. 

3.  Première  application.  —  Distance  d'un  point  à 
l'origine.  —  Soient  X,  Y,  Z  les  vecteurs  qui  forment  les 
trois  composantes  de  OM  sur  les  trois  axes  Ox,  Ojy  Oz\ 
soient  a:,  j^,  z  leurs  valeurs  algébriques,  X,  [jl,  v  les  angles 
des  axcsj^O^,  ^Ox,  xOy,  On  a 


OM   =0M|0M=^(X4-Y-+-Z)|(X-hX4-Z) 

=  X|X-+-Y|Y-f.Z|Z-f-aY|Z4-2Z[X-f-2X|Y 

lyz  cosX  -¥■  7.ZX  c.o%\L  -+-  aarj^cosv. 


4.  Deuxième  APPLICATION.  —  Formule  fondamentale 
de  la  Trigonométrie  sphérique 

cosa  =  cosô  cosc  -f-  sinô  sine  cosA. 

Soient  le  triangle  sphérique  ABC,  O  le  centre  de  la 
sphère.  Je  dois  évaluer  cosa  =  OB  |  OC.  Pour  cela,  je 
décompose  le  segment  OB  en  deux  autres,  OH  et  HB, 
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savoir  : 


OH  =  cosc  suivant  OA, 

HB  =  sine  suivant  la  perpendiculaire  à  OA,  dans  le  plan  AOB. 


Je  décompose  de  même  OC  suivant  OK  et  KG.  J'aurai 

cosa  =  OB  I  OC 

=  (OH  +  HB)|(OK  +  KG) 

=  OH  I  OK  -h  OH  I  KG  -+-  HB  I  OK  +  HB  I  KG 

=  cos6  cosc  H-  sinb  sine  cosA. 

c.  Q.   F.  D. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1891). 


Mathématiques  élémentaires. 

Oa  donne  une  sphère  S  et  deux  droites  D,  D',  tangentes  à 
cette  sphère. 

I**  Par  un  point  quelconque  de  la  droite  D  on  mène  les 
droites  G  et  G'  qui  touchent  la  sphère  S  et  rencontrent  la 
droite  D';  démontrer  que  les  points  de  contact  des  droites  G 
et  G'  avec  la  sphère  S  décrivent  deux  cercles  G  et  G'. 

2**  Démontrer  que  les  droites  G,  qui  touchent  la  sphère  S 
en  des  points  situés  sur  le  cercle  G,  sont  tangentes  à  une  infi- 
nité de  sphères  2. 
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3°  Trouver  combien  il  y  a  de  sphères  £  tangentes  à  un  pian 
donné  Q.  Discuter  le  problème  et  trouver  le  lieu  des  traces 
des  droites  G  sur  le  plan  Q. 

Mathématiques  spéciales. 

Étant  donnés  un  triangle  Â6G  et  deux  points  F  et  Q  situés 
dans  son  plan,  on  considère  les  coniques  S  qui  touchent  le 
côté  CA  en  A  et  passent  par  les  points  P  et  Q;  on  considère 
de  môme  les  coniques  S'  qui  touchent  le  côté  G6  en  B  et  pas- 
sent par  les  points  P  et  Q. 

i"  Soient  M  et  N  les  points  d'intersection  d'une  conique  S 
avec  les  droites  GP  et  GQ;  M'  et  N'  les  points  d'intersection 
d'une  conique  S'  avec  les  mômes  droites.  Démontrer  que  la 
droite  MN  passe  par  un  point  fixe  Ai  et  la  droite  M'N'  par  un 
point  fixe  Bi,  quand  les  coniques  S  et  S'  varient. 

2°  En  substituant  le  triangle  G  A^Bi  au  triangle  GA6  dans  la 
défînition  des  deux  séries  de  coniques,  on  obtiendra  deux 
nouveaux  points  Aj,  Bj  et  ainsi  de  suite  ;  trouver  l'équation 
de  la  droite  A,tB„  et  chercher  sa  position  limite  quand  n  de- 
vient infini. 

3*  On  suppose  que  les  coniques  S  et  S'  varient  de  manière 
que  les  deuxièmes  tangentes  menées  du  point  G  à  ces  courbes 
soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  CP  et 
CQ;  trouver,  dans  cette  hypothèse,  le  lieu  du  point  d'intersec- 
tion des  polaires  d'un  point  donné  H  par  rapport  à  ces  coni- 
ques. 

4°  Lorsque  les  coniques  S  et  S'  varient  en  restant  tan- 
gentes, trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact. 

Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications 

géom^é  triques. 

Étant  donnée  l'équation 

dans  laquelle  z  désigne  une  fonction  des  deux  variables  indé- 
pendantes a:  et  ^  et  où  l'on  a  posé 

àz  dz 
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définir  ce  que  Ton  entend  :  i**  par  intégrale  complète,  inté- 
grale générale,  intégrale  singulière;  2°  par  caractéristiques. 
Montrer  comment  on  peut  déduire  l'intégrale  singulière  soit 
d*une  intégrale  complète,  soit  de  l'équation  différentielle. 

Application. 

1**  Étant  donnée  l'équation 

m^pq  H-  laryz  —  xy{px -+- qy)^=  o, 

dans  laquelle  m  désigne  une  ligne  donnée,  trouver  une  inté- 
grale complète; 

2°  Déduire  de  cette  intégrale  complète  la  surface  intégrale  S 
qui  passe  par  la  droite  D  dont  les  équations  sont 

y  =  o,         X  =  z. 

Déterminer  directement,  en  intégrant  leurs  équations  différen- 
tielles, les  caractéristiques  dont  le  lieu  est  la  surface  S; 

3°  Étudier  cette  surface  dans  le  voisinage  de  l'origine;  dé- 
terminer sa  forme  générale  à  l'aide  des  sections  faites  par  des 
plans  passant  par  l'axe  des  y, 

4°  Trouver  les  lignes  suivant  lesquelles  la  surface  S  touche 
la  surface  représentée  par  l'intégrale  singulière. 

Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

Un  trièdre  trirectangle  OXYZ  tourne  avec  une  vitesse  con- 
stante (o  autour  de  son  arête  OZ,  qui  est  dirigée  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur;  il  entraine  avec  lui  un  paraboloïde  P 
qui,  rapporté  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  aurait  pour  équation 

a?* — y^  =  ipz. 

Un  point  M  de  masse  1,  de  poids  g,  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  la  surface  de  P,  est  attiré  vers  le  sommet  O  du   parabo- 

loide  par  une  force  égale  à  — ^  MO;  en  outre,  MA,  MB  étant 

les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  génératrices  recti- 
Ugnes  de  P  qui  passent  au  sommet  O,  le  point  M  est  encore 
sollicité  par   deux  forces  dirigées  suivant  les  segments  AM, 

BM,  et  égales,  la  première  à  —  AM,  la  seconde  à  —  BM. 

P  P 


(  35o  ) 

La  position  du  mobile  M  sera  définie  par  les  valeurs  des  pa- 
ramètres X,  [X,  qui  figurent  dans  les  équations 

x^  V*  ^  x^  r' 

T h  ^^ =  A  —  %Z. 1 •  —  —  IX  4- 2^ 

X—p  A  -h/?  l^-^P  [A — P 

des  paraboloïdes  homofocaux  à  P  et  passant  par  le  point  M. 

Cela  posé,  on  demande  : 

i**  De  former  Tcquation  aux  dérivées  partielles  dont,  suivant 
le  théorème  de  Jacobi,  il  suffirait  de  connaître  une  intégrale 
complète  pour  en  déduire,  par  de  simples  difîérentiations,  les 
équations  du  mouvement  du  point  M; 

2**  De  trouver  celte  intégrale  complète  et  les  équations  du 
mouvement  quand  on  suppose  oj  =  o; 

3°  D'intégrer  Téquation  de  la  trajectoire  et  d'indiquer  la 
forme  de  cette  ligne  quand,  u)  étant  toujours  nul,  on  a,  à  l'in- 
stant initial, 


X  = 

=y 

=Vî- 

dx 
dt  " 

=  — 

3-4-3/3 
8 

dy  _ 

di  ' 

—  — 

9  +  v/3  > 
8       ^ 

\/m^ 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'EGOLB  CENTRALE  EN  i8t(. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  O/,  et,  sur  l'axe 
des  X,  un  point  A  dont  l'abscisse  est  a.  On  considère  le  fais- 
ceau des  ellipses  pour  lesquelles  le  point  O  est  un  sommet 
d'axe  non  focal  et  la  parallèle  à  l'axe  des^  menée  parle  point  A 
une  directrice. 

1°  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  deux  ellipses  du  faisceau  considéré  passent  par  un  point 
donné  P  est  que  ce  point  soit  à  l'intérieur  du  cercle  qui  a  ic 
point  O  pour  centre  et  OA  pour  rayon. 
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2°  Démontrer  que  ^e  cercle  a  un  double  contact^  réel  ou 
imaginaire,  avec  chacune  des  ellipses  du  faisceau. 

3°  Limiter  les  régions  du  plan  dans  lesquelles  doit  être  situé 
un  point  P  : 

1**  Pour  qu'une  seule  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

2°  Pour  que  chacune  des  deux,  ellipses  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  ait  avec  le -cercle  un  double  contact  réel; 

3°  Pour  qu^aucune  des  deux  ellipses  du  faisceau  qui  passent 
par  ce  point  n'ait  avec  le  cercle  un  double  contact  réel; 

4"  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  par  le  point  O  à 
toutes  les  ellipses  du  faisceau. 

Physique. 

I.  Une  pompe  aspirante  et  foulante,  de  capacité  G,  est  re- 
liée, par  le  tube  d'aspiration,  à  un  réservoir  de  volume  A  con- 
tenant un  gaz  sous  pression  H©,  et,  par  le  tube  de  refoulement, 
à  un  réservoir  de  capacité  B  contenant  le  même  gaz  sous 
pression  Pq.  Le  piston  est  au  début  au  bas  de  sa  course  et  la 
machine  ne  possède  pas  d'espace  nuisible. 

Calculer  les  pressions  successives  :  Hj,  Hj,  ...,  H^,  Pi, 
Pj,  . ..,  Prt,  dans  les  deux  récipients  lorsqu'on  fait  fonctionner 
la  pompe. 

II.  Deux  prismes  A.  et  B,  d'indices  /ij,  et  n^  dont  les  arêtes 
sont  parallèles  et  opposées,  se  touchent  par  une  face. 

Écrire,  sans  démonstration,  les  équations  qui  règlent  la 
marche  à  travers  cet  appareil  d'un  rayon  lumineux  simple, 
situé  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes. 

A  quoi  se  réduisent  ces  équations  si  le  rayon  incident  et  le 
rayon  émergent  sont,  respectivement,  perpendiculaires  aux 
faces  d'entrée  et  de  sortie? 

Chimie. 

I.  Gomment  établit-on  par  synthèse  la  composition  des  gaz 
suivants  : 

Acide  chlorhydrique  ;  acide  sulfureux;  acide  carbonique. 

Dire  si  la  composition  de  ces  gaz  répond  aux  lois  de  Gay- 
Lussac. 
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I.  Chaleur  spécifiqu 

II.  A  l'inti-rieur  d'u 
fi\i  à  »a  parlic  super 
le  borJ   csl   relevé   c 


Physique. 

1  vase  cylinjriquu  en  forme  de  clocbe, 
eure,  QoUe  un  cylindre  semblable  dont 
L  furme  de  gouUù^rc;  l'espace  compris 


enlre  les  deux  cylindres  esi  rempli  partie  par  de  l'air,  partie 
par  du  mercure;  et  le  système  se  trouve  ainsi  en  équilibre 
pour  une  pression  atmosphérique  donnée. 

Quel  sera  l'ciïct    produit  par  une  variation  de  la  pression 
extérieure,  et  comment  pourruit-on  faire  de  l'appareil  un  ba- 


il!. Démontrer  que,  ai  l'on  observe  l'image  d'un  objet  don- 
née par  un  système  optique  quelconque  symétrique  autoui 
d'un  axe,  le  grossissement  reste  le  même,  quand,  le  système 
demeurant  fixe,  on  échange  les  positions  de  l'œil  et  de  l'objel. 


s  pni 


;ipaui 


II,  On  chauffe  ra",iioo  de  phosphore  avec  un  excès  d'hj- 
drate  de  baryte  dissous  dans  l'eau.  On  admet  qu'il  ne  se 
produit  ni  hydrogène  libre,  ni  iicide  phosphorique  et  que  )c 
gaz  dégagé  se  compose  de  -^  de  phosphure  d'hydrogène  gaiem 
et  de  -,'0  de  vapeurs  d'hydrogène  phosphore  liquide.  Apre' 
dissolution  du  phosphore,  le  liquide  est  traité  par  un  courant 
d'acide   carbonique  en  excè'  et  lillré.  A  cette  dinsolution.  un 
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ajoute  de  l'acide  sulfurique  dilué  tant  qu'il  se  forme  un  pré- 
cipité; on  filtre  de  nouveau,  on  lave  et  l'on  sèche  le  précipité. 

Dans  la  dernière  liqueur  filtrée^  on  fait  passer  un  courant  de 
chlore  en  excès,  puis  on  évapore  et  l'on  calcine  en  s'arrêtant 
avant  la  volatilisation  du  produit  solide. 

On  demande  : 

I**  Le  poids  du  précipité  donné  par  l'acide  sulfurique; 

1.**  La  nature  et  le  poids  du  produit  contenu  dans  le  liquide 
séparé  de  ce  précipité; 

3**  Le  poids  de  chlore  utilisé  par  cette  dissolution; 

4°  La  nature  et  le  poids  du  produit  obtenu  après  évapora- 
lion  et  calcination. 

On  donne  l'équivalent  du  baryum  :  Ba  =  68,5. 


PHILOSOPHIE. 

On  donne  dans  un  plan  deux,  cercles  dont  les  centres  sont 
les  points  O  et  O'  et  qui  se  coupent  aux  points  A  et  B;  par  le 
point  A,  on  mène,  dans  le  plan  des  cercles  donnés,  une  droite 
quelconque  qui  coupe  le  premier  cercle  aux  points  A  et  G  et 
le  second  aux  points  A  et  G'.  On  forme  le  triangle  BGG'.  Soit  I 
le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  BGG'  et  soient  E 
et  E'  les  centres  des  cercles  exinscrits  à  ce  même  triangle, 
le  premier  dans  l'angle  G,  le  second  dans  l'angle  G'. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  chacun  des  points  I,  E,  E' 
quand  la  droite  ACG'  tourne  autour  du  point  A. 

2**  Mener  la  droite  AGG'  de  façon  que  l'aire  du  triangle  BGG' 
soit  la  plus  grande  possible. 

3**  Mener  la  droite  AGG'  de  façon  que  l'aire  du  triangle  lEE' 
soit  la  plus  grande  possible. 

4°  Dans  quel  cas  la  position  de  la  droite  AGG',  pour  laquelle 
l'aire  du  triangle  BGG'  est  la  plus  grande  possible,  est-elle 
aussi  celle  pour  laquelle  l'aire  du  triangle  lEE'  est  la  plus 
grande  possible? 

SECONDE. 

1.  Quelles  sont  les  valeurs  des  inconnues  a;,  y,  z  qui  véri- 
fient l'équation 

37— 27 -f- 4^=  7? 
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sachant  qu'elles  doivent  satisfaire  au  système 

3a7-}-  8^  =  7^, 

a?  -h  'i/  =  3  «, 

3a7-h  a5z  =  lagy? 

II.  Soit  P  le  parallélépipède  ABCDA'B'G'D',  les  poinls  A 
et  A'  étant  opposés,  ainsi  que  B  et  B',  etc.  Par  chacun  des  som- 
mets on  fait  passer  le  plan  parallèle  au  plan  déterminé  parles 
secondes  extrémités  des  trois  arêtes  aboutissant  à  ce  sommel. 
Ainsi  par  A  on  fait  passer  le  plan  parallèle  au  plan  BDC,  et 
ainsi  des  autres  : 

i^  Donner  une  construction  des  sommets  du  solide  R  limité 
par  ces  plans,  en  supposant  connus  les  sommets  du  parallélé- 
pipède P. 

2°  Inversement  déduire  les  sommets  du  parallélépipède  P 
des  sommets  supposés  connus  du  solide  R. 

3°  Quelles  particularités  présente  le  polyèdre  R  quand  P  est 
un  rhomboèdre,  ou  un  parallélépipède  rectangle  ou  un  cercle? 

4**  Calculer  le  rapport  du  volume  du  polyèdre  R  au  parallé- 
lépipède P. 

Nota,  —  Le  rhomboèdre  est  un  parallélépipède  dont  les 
faces  sdnt  des  losanges  égaux. 

TROISIÈME. 

I.  Calculer  le  nombre  des  multiples  du  nombre  entier  B 
contenus  dans  la  suite 

A(B-hi),    A(B-f.2),     ...,     Ax/iB; 

A  et  n  sont  des  nombres  entiers  donnés. 
Appliquer  au  cas  où 

A  =  75o,        B  r=  1200,        n  =  8o. 

II.  1°  Étant  donné  un  triangle  ABC,  construire  un  point  M 
tel  que  ses  distances  aux  côtés  soient  proportionnelles  aii\ 
nombres  donnés  a,  p,  y.  Nombre  des  solutions.  Examen  du  cas 
où  a,  p,  Y  sont  égaux  entre  eux  et  du  cas  où  ces  nombres  sont 
inversement  proportionnels  aux  longueurs  des  côtés  correspon- 
dants. 
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a°  Si  l'on  suppose  connus  les  points  comme  M  correspondant 
à  un  même  triangle,  construire  les  sommets  de  ce  triangle. 

3"*  Étant  donné  arbitrairement  un  point  M  dans  le  plan  du 
triangle  ABC,  construire  tous  les  points  dont  les  distances  aux 
côtés  de  ABC  sont  proportionnelles  aux  distances  du  point  M 
à  ces  côtés.  Discuter  le  nombre  des  solutions. 

4"  Etant  données  les  longueurs  a,  b,  c  des  côtés  du  triangle 
ABC  et  les  nombres  a,  p,  -/,  établir  la  formule  générale  don- 
nant la  distance  au  côté  BG  d'un  des  points  qui,  comme  M, 
satisfont  à  i**. 


CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  EN  1890. 


I.  En  désignant  par  m  un  nombre  entier  positif,  on  considère 
deux  polynômes  cp(a7),  ^{oo)  entiers  en  Xy  de  degré  inférieur 
à  /?t,  et  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(l  —  x)^^{x)-\-Xf^^{x)=z  I. 

1°  Démontrer  que  l'on  a  identiquement 

^{x)  =  ^{v  —  x), 
(i  —  x)^\x) —  mo{x)=^  OLX"^ —  I. 

Dans  cette  dernière  égalité,  a  désigne  une  constante  et  ^'{x) 
la  dérivée  de  <p(ar)  :  en  déduire,  à  l'aide  du  théorème  de  Rolle, 
que  le  polynôme  ^{x)  ne  peut  pas  avoir  deux  racines  néga- 
tives. 

•2**  Déterminer  en  fonction  de  m  la  constante  a  et  les  coeffi- 
cients du  polynôme  ©(a:);  démontrer  que  ce  polynôme  a  au 
plus  une  racine  réelle. 

II.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Oa?,  Oy,  on  consi- 
dère un  losange  PQP'Q'  ayant  les  deux  sommets  P,  P'  sur 
l'axe  des  x  et  les  deux  sommets  Q,  Q'sur  l'axe  des  j^.  On  sup- 
posera OP  =/?,  OQ  =  q. 
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1°  Par  un  point  M,  de  coordonnées  x^  y^  passent  deux  co- 
niques inscrites  dans  le  losange;  fornoer  l'équation  du  second 
degré  en  m,  qui  admet  pour  racines  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  en  IVI  à  ces  deu\  coniques. 

'}/"  Trouver  le  lieu  des  points  M  où  se  coupent  sous  un  angle 
donné  deux  coniques  inscrites  dans  le  losange. 

3**  Déduire  de  l'équation  aux  coefficients  angulaires  que  ce 
dernier  lieu  doit  se  composer  d'hyperboles. 


CONCOURS  DADMISSION  A  L'ÉCOLE  DES  MINES 
DE  SAINT-ÊTIENNE  EN  1890. 


CONCOURS   PRINCIPAL. 

Géométrie  analytique  (4'')« 

On  considère  les  coniques  en  nombre  infini  qui  passent  par 
deux  points  A  et  B  et  qui  sont  telles  que,  pour  chacune  d'elles, 
la  droite  AB  soit  l'un  des  deux  diamètres  conjugués  égaux. 
On  demande  de  déterminer  : 

1°  Le  lieu  des  foyers; 

2°  Le  lieu  des  sommets  de  ces  coniques. 


Calcul  (!»•). 

Résoudre  le  triangle  : 
a  =  29  {6™,  255,        c=  1602'",  309,        C  =  22*37' II",  5a. 

Résultats  : 

A  =    45°3i",23,  B  =  II  2^*22' 17",  25, 

b  r^  3852™,  45;  S  =2I8275I™^4C 


ou 


A':-    134^59' 28",  77,  B':rr      22°23'I9^7I, 

b'  =--  1580-,  79,  S' =  899054""',  35. 
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'4 

Dessin  graphique  (3''). 

Étant  donné  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  on  mène 
par  un  point  de  son  axe-SO  une  droite  D  et,  par  cette  droite, 
deux  plans  quelconques. 


Construire  Tintersection  de  ces  plans  avec  ta  surface  du  dit 
cône. 

Physique  et  Chimie  (3**). 

I.  Définition  et  mesure  de  la  température.  Thermomètre  à 
mercure,  thermomètre  à  air,  pyromètres. 

II.  Propriétés,  fabrication  et   principaux  usages   industriels 
de  Tacide  sulfurique. 


CONCOURS    SUPPLÉMENTAIRE  ('). 

Géométrie  analytique. 
Discuter  l'équation 

y 


.r2  -f-  a?  -f- 1 


X  —  2 


Rapporter  cette  courbe  à  ses  axes,  sachant  que  les  axes  primi- 
tifs des  coordonnées  sont  rectangulaires. 


(  »  )  Ce  Concours,  réservé  aux  candidats  admissibles  et  non  admis 
à  l'École  Polytechnique,  ainsi  qu'aux  élèves  de  TÉcole  des  Mines  de 
Saint-Etienne  renvoyés  après  une  première  année  d'études,  n'aura 
plus  lieu  à  l'avenir. 
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Construire  la   couvbe   représentée  en  coordonnées  polaires 

par  réquation 

oj  =  p(p-Hi)(p-+.a). 

Dessin. 
Intersection  d'une  sphère  avec  un  cône  de  révolution  droit. 


L'épure  servant  de  composition  de  dessin   devra  être  passée 
à  l'encre  de  Chine. 

Calcul. 
Résoudre  le  triangle 

A  =  45^         6  =  i926'",397,        c  =  8o!"',i54. 


Résultats  : 


B  =  II 2'' 23' 4',  20, 
a^  1473"»,  17, 


C  =  220  36' 55',  80, 

S  r^  545653""',  32. 


Physique  et  Chimie, 

I.  Préparation   et  propriétés  du  phosphore.  Ses  principau:^ 
composés  avec  les  autres  métalloïdes. 

II.  Détermination  des  indices  de  réfraction. 

III.  Réglage  et  mise  en  service  d'une  balance  de  précision. 
Exécution  d'une  double  pesée. 


(  36i   ). 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1890). 


Calcul  (5»»). 

x  et  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'un  plan,  tracer  la 
courbe  définie  par  Téquation 


tang 


y  = 


(t^-^") 


tangor 
Déterminer  : 

1°  Les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  x] 

a°  Les  coordonnées  des  autres  points  où  ces  tangentes  ren- 
contrent la  courbe. 

(On  donnera  les  résultats  avec  toute  la  précision  que  com- 
porte l'emploi  des  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales.) 

Géométrie  descriptive  (5**). 

Représenter  le  solide  commun  à  un  ellipsoïde  de  révolution 
et  à  un  cône  de  révolution. 


Xy\ 

# 

./ 

y^\' 

L..../iii,l\^ 

^     \ 

\              "-»    '   >/# 

V                  «^'            '  y^  / 

\              '*^'          Jr     y 

îi          i^ 

m                            1 

iU     1 

1        a> 

^\            i 

.J 

eu           1 

•r      ' 

Données  : 

Ellipsoïde.  —  Son  centre  a  pour  coordonnées 


X  —  ~-  4 


cm 


7^9 


cm 


^  =  8 


nm 
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L'a\c  de  révolution  est  vertical  et  il  a  pour  longueur 
le  rliamétre  de  Téquateur  a  pour  longueur 

Cône.  —  Son  axe  est  dans  le  plan  de  front  qui  passe  par 
l'axe  de  rdlip.soïde. 

Les  génératrices  situées  dans  ce  plan  sont  : 

1°  La  tangente  au  point  le  plus  haut  de  Tellipse  méridienne 
de  l'ellipsoïde; 

'i"  La  droite  qui  joint  le  sommet  le  plus  bas  de  cette  méri- 
dienne au  sommet  le  plus  à  droite. 

L'angle  au  sommet  du  cAne  est  Tangle  aigu  formé  par  cejs 
deux  génératrices. 

Nota.  —  On  placera  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux 
plus  petits  cotés  de  la  feuille  et  à  égale  distance  de  chacun 
d'eux. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  séparée, 
une  légende  expliquant  les  constructions  employées. 


IVOTE  SUR  LAPPLICATION  DE  TRANSFORMATIONS  DE  CONTACT 
A  ^INTÉGRATION  DBS  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PAR- 
TIELLES DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  J.  HRILL, 

Saint-John's  Collège  Cambridge. 


1.  Dans  ce  qui  va  suivre  je  nie  bornerai  a  la  considé- 
ration des  transformations  de  contact  de  Tespace  ponc- 
tuel n  trois  dimensions,  et  Je  ferai  des  applications  aux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui 
contiennent  une  variable  dépendante  et  deux  variables 
indépendantes. 

Considérons,  d'abord,  le  cas  où  il  y  a  une  seule 
relation  entre  les  coordonnées  de  points  appartenant 
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aux  deux  espaces  corrélatifs,  et  supposons  que  cette  rela- 
tion soît  de  la  forme 

Si  l'on  suppose  que  x^>,yi^^^  dépendent  d'un  seul 
paramètre,  le  point  (^i,jKo  ^t)  décrit  une  courbe,  et  la 
surface  correspondante  de  l'autre  espace  enveloppe  une 
surface.  L'équation  de  cette  dernière  surface  sera  une 
intégrale  particulière  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  Cette  équation  sera  de  la  même 
forme  pour  toutes  les  surfaces  du  premier  espace  qui 
correspondent  à  des  courbes  du  deuxième  espace.  De 
l'autre  part,  si  Ton  fait  le  point  {x^y^  z)  décrire  des 
courbes,  on  obtiendra  des  surfaces  dans  l'autre  espace 
dont  les  équations  satisfont  à  une  autre  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  En  plusieurs  cas  ces 
deux  équations  seront  de  la  même  forme.  Nous  parlerons 
pour  convenance  des  surfaces  dont  les  équations  satis- 
font à  ces  deux  équations  différentielles  comme  surfaces 
des  types  (A)  et  (B)  respectivement. 

Imaginons,  par  exemple,  que  Ton  considère  la  trans- 
formation de  contact  la  plus  simple  et  la  meilleure 
connue,  la  méthode  de  transformation  par  polaires  réci- 
proques. On  obtient  l'équation  générale  des  surfaces 

développablcs 

rt  —  s^=  o. 

Si  l'on  considère  la  transformation  donnée  par  l'équa- 
tion 

qui  transforme  une  surface  en  une  surface  parallèle,  on 
obtient  l'équation  générale  des  surfaces  canaux 
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ConsidtTotis  mainteuaut  le  cas  où  il  existe  deux  rela- 
tions entre  les  coordonnées  de  points  appartenant  aux 
deux  espaces  corrélatifs 

Dans  ce  cas,  si  l'on  fait  le  point  (Xi^y^y  Zt)  décrire 
une  courbe,  la  courbe  correspondante  de  l'autre  espace 
décrit  une  surface  dont  Téquation  satisfait  à  une  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre.  Par  exemple,  si  Von 
considère  la  transformation  donnée  par  les  équations 

• 

on  obtient  Téquatlon  générale  des  surfaces  gauches  à 
plan  directeur 

q^r  ^  ipqs  -f-/?*  /  =  o. 

Dans  ce  cas  aussi  nous  parlerons  des  surfaces  appar- 
tenant au  premier  ou  au  deuxième  espace,  qui  corres- 
pondent «1  des  courbes  de  Tautre  espace,  comme  surfaces 
du  type  (A)  ou  du  type  (B)  respectivement. 

2.  Maintenant  je  me  propose  de  montrer  comment  on 
peut  faire  usage  d'une  transformation  de  contact  pour 
obtenir  une  intégrale  de  quelqu'une  des  équations  diffé- 
rentielles associées  du  second  ordre,  qui  satisfait  à  des 
conditions  aux  limites  données.  On  peut  indiquer  les 
espèces  de  conditions  aux  limites  auxquelles  on  peut 
faire  l'application  de  cette  méthode  comme  il  suit.  On 
peut  demander  d'obtenir  une  surface  qui  satisfait  à 
l'équation  différentielle  donnée  et  (a)  qui  passe  par  deux 
courbes  données,  {b)  qui  touche  deux  surfaces  données, 
et  (c)  qui  passe  par  une  courbe  donnée  et  touche  une 
surface  donnée.  Pour  les  autres  formes  de  conditions 


(  365  ) 

aux  limites  on  aurait  besoin  en  général  d'une  autre 
espèce  de  transformation. 

Supposons,  d'abord,  que  Ton  demande  une  inté- 
grale de  l'équation  différenlielle  appartenant  au  premier 
espace,  qui  satisfait  à  des  conditions  aux  limites  de 
l'espèce  (a).  On  doit  clierclier  une  surface  du  type  (A) 
passant  par  deux  courbes  données.  Correspondantes  à 
ces  deux  courbes,  on  obtiendrait  deux  surfaces  du  type 
(B)  dans  le  second  espace.  Ces  surfaces  se  couperaient 
en  une  courbe.  Correspondante  à  cette  troisième  courbe, 
on  aurait  une  surface  du  type  (A)  dans  le  premier  espace 
passant  par  les  deux  courbes  données. 

Considérons  maintenant  les  conditions  aux  limites 
de  l'espèce  (b).  Les  corrélatives  des  deux  surfaces  don- 
nées seraient  deux  surfaces  dans  le  second  espace.  La 
corrélative  dans  le  premier  espace  de  la  courbe  en 
laquelle  ces  surfaces  se  coupent  serait  une  surface  du 
type  (A)  touchant  les  deux  surfaces  données. 

On  peut  obtenir  une  solution  du  troisième  cas  d'après 
la  môme  manière.  A  la  surface  donnée  correspond  une 
surface,  et  à  la  courbe  donnée  correspond  une  surface 
du  type  (B).  La  corrélative  de  la  courbe  en  laquelle  ces 
deux  surfaces  se  coupent  est  la  surface  demandée. 


SIR  LE  NOUYEMENT  DTN  CORPS  SOLIDE  AUTOUR 

D'UN  POINT  FIXE; 

Par  m.  ROBERJOT, 
Etudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon, 


Je  me  propose  d'étudier  ce  mouvement  sans  employer 
d'axes  particuliers*,  d'obtenir  ainsi  les  résultats  connus 
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et  de  donner  des  équations  du  mouvement  une  interpré- 
tation géométrique  simple • 

p^  <7,  r  désignant  les  composantes  de  Taxe  instantané 
de  rotation,  on  a  pour  la  vitesse  et  l'accélération  d^un 
point  du  corps  solide 

djp  d^x         dq  dr         .  , 

,  dy  d*  Y  dr         dp  , 

dz  d^z  dp         dq         ^  ,  i 

^-  ^py^qx,         ;^^  ^y  -K_:,^^  ^^^^^r{px^gy-r\ 

Nous  poserons 

Force  vive  totale  du  système.  —  Soit  T  cette  force 
vive,  on  a 

OU 

(7,)     aT  =  A/>*-+-  B<72-i-G/*—  'iDy/—  'lErp  —  iFpq. 

Moment  résultant  des  quantités  de  mouvement,  - 
Les  composantes  a,  J3,  y  de  l'axe  de  ce  moment  sont 

^"=-'^(^£"''^9=       Ay-Fy.~Er        ou         a.- 

'(  =  ^^{''iu-'^-dï)=-^^^^-^^'J'^^'    ^"     ^n 

Remarquons  que 

2T  =pci-\-  yp-h/'Y. 
Équations  générales  du  mouv(fment,  —  Appliquons 


ou         |î- 
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le  théorème  des  moments  des  quatilités  de  mouvement 
par  rapport  aux  trois  axes;  désignons  par  a,  &,  c  les 
coinposantes  de  Taxe  des  moments  des  forces  appliquées  ; 
nous  aurons 


OU 


dt       ^  ^^  dt  dt 


de  même 


-4-F/>/'  —  Epq—Dq^—  0/-*=  a, 


dOL  Q 


f  f\  1      ^  IL 

(4)  {  dt  '^  ^^~^^  ~    ' 

Telles  sont  les  équations  du  mouvement. 
Remarque,  —  On  en  lire  facilement  les  relations  sui- 
vantes 

dcL       Q  rfS  dy  doL  d^  dy 
dp       Q  dq           dr 

(5)  {      ~^'di'^^~di'^^di 

=  ap  -\-  bq  -\-  cr. 
On  voit  que 

(6)  a«-hp2H-Y'  =  2T  — /i, 

c'est-à-dire  que  la  différence  entre  le  travail  total  et  le 
carré  de  Taxe  OC  =  /  du  moment  résultant  des  quan- 
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tités  de  mouvement,  est  constante 

(6)  '2T-/«=A. 

Théorèmes  de  Poinsoi,  —  i°  On  a 

aT  =  -— • 

0)  désignant  la  vitesse  instantanée  et  p  la  distance  au 
point  fixe  du  point  K  où  Taxe  instantané  perce  Fellip- 
soïde  d'inertie,  il  suffit  d'écrire  que  le  point  K 


y  ta     ^  ta     *^  lo/ 


est  sur  l'ellipsoïde  d'inertie. 

2"  Le  plan  tangent  en  K  «^  Tellipsoïde  d'inertie  est 
perpendiculaire  à  Taxe  OC  ;  l'équation  de  ce  plan  est,  en 
cHet, 

où 

P  q  r 


or 


/i=  A^ -  F^  -  E^  =  (  A/>  -  F^  -  Er) £  =  e?; 


donc  l'équation  du  plan 


(U 


f  '  p' 

il  est  perpendiculaire  à  OC. 

3'^  La  distance  de  Torigine  à  ce  plan  tangent  est 


0  = 


fja  relation 


(1> 

p    .    - 

(0 

V^a» -+- ?2 -i- Y» 

l? 

.,T  =  /8-./i 

(  3^9  ) 
peut  donc  s*écrîre 


ou 


0*—  I  =  —  -=-• 


Remarque  I.  —  Sî,  à  uii  motnent  donné, 

les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à 

on  a 

8  =  p  =  I. 

Remarque  H,  —  Sia=:  A  =  c  =  o.  les  équations  se 
réduisent  h 

ou        > 

a'-h  p*-h  Y*  =  const. 

OC  =  /  est  constant,  et 
dT 

d'où 


,    =  o         ou         T  =  A,         h  =  const., 


0  =  ~-  =  const. 

On  en  déduira,  par  la  méthode  de  Poinsot,  les  équa- 
tions de  la  polhodie  et  de  Terpolliodie. 

Interprétation   géométrique  des   équations  (4)  du 

mouifement.   —  Remarquons  que    yy  —  rj3,  /a  —  py 

et  p  p  —  qT.  sont  les  composantes  de  la  vitesse  du  point 

C(a,  p,  y)  considéré  comme  faisant  partie  du  corps  solide  : 

j ,  .  ,  8a    83    Sv     ^^    d^    ^ï         .  i 

desiffnons-les  par   ^->  -^y  ^i  -ny  -n  >  -77  sont  les  com- 
'^  ^        ùt     ot     at     dt     dt     dt 
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posantes  de  la  vitesse  du  point  C(a,  P,y)  considéré 
comme  l^cxtrémité  de  Taxe  résultant  du  moment  des 
quantités  de  mouvement.  Les  équations  {/\)  du  mouvc- 


ment  peuvent  donc  &' écrire 


(4') 


dt 

Set 

^8. 

=  a, 

df^ 
dt 

^8< 

=  6, 

dt 

^8< 

=  C. 

Elles  expriment  que  la  résultante  de  la  vitesse  du  point 
C(a,  p,  y),  considéré  comme  point  matériel  du  corps  so- 
lide, et  de  la  vitesse  du  point  géométrique  C(a,  ^,y), 
considéré  comme  extrémité  de  Taxe  résultant  du  moment 
des  quantités  de  mouvement,  est  égale  en  grandeur  et  en 
direction  à  Taxe  résultant  OA  des  moments  des  forces 
extérieures. 

On  peut  considérer  la  courbe  S  lieu  des  points  C  dans 
le  solide  et  la  courbe  M  lieu  des  mêmes  points  dans 
Tespace,  de  sorte  que  les  diilérents  points  C, ,  C^  ... 
du  corps  solide  viendront  coïncider  successivement  avec 
les  points  C,  C,  ...  de  l'espace  j  en  d'autres  termes, 
le  cône  de  sommet  O  de  base  S  roulera  en  glissant  sur 
le  cône  de  sommet  O  et  de  base  M  et  la  vitesse  de  glisse- 
ment est  («,  6,  c). 

Si  a  =  6  =  c  =  o,  on  a 

dt  __       Sa 
dt  Qt 
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SUR  LA  TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCI- 
PROQUES ET  SUR  UNE  GÉNÉRATION  MÉCANIQUE  DES  QUA- 
DRIQUES; 

Par  m.  S.-L.  RAVIER, 

Élève  de   TÉcole  Polytechnique. 


La  transformation  pour  rayons  vecteurs  réciproques 
dans  le  plan  est  un  cas  particulier  de  la  transformation 
birationnelle  du  second  ordre  que  voici  : 

Nous  considérons  un  plan  P,  une  quadrique  S,  et 
deux  points  A,  A'  sur  cette  quadrique. 

A  chaque  point  M  du  plan  P  nous  faisons  corres- 
pondre le  point  M'  qui  se  trouve  h  Tîntersection  avec  ce 
même  plan  de  la  droite  joignant  A'  au  second  point  [jl 
distinct  de  A,  où  le  rayon  AM  rencontre  la  surface. 

De  celte  transformation,  nous  arrivons  à  celle  par 
rayons  vecteurs  réciproques  lorsque  nous  substituons  à 
la  surface  S  une  sphère,  aux  points  A,  A'  les  extrémités 
du  diamètre  de  cette  sphère  perpendiculaire  au  plan  P. 

Que  la  sphère  soit  coupée  par  le  plan  P  ou  non,  nous 
aurons  toujours,  d'ailleurs,  la  puissance  de  la  transfor- 
mation en  prenant  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
du  point  où  A  A'  rencontre  le  plan  P;  cette  puissance 
doit  être  prise  avec  son  signe.  Si  l'intersection  de  la 
sphère  et  du  plan  P  est  réelle,  c'est  le  cercle  qui  la  con- 
stitue qui  est  le  cercle  directeur  de  la  transformation. 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  les  principales  pro- 
priétés des  figures  anallagma tiques. 

Il  est  avantageux  dans  cette  étude  de  supposer  le 
centre  de  la  sphère  contenu  dans  le  plan  P,  et  alors  on 
voit  apparaître  d'une  manière  lumineuse  les  propriétés 
de  la  courbe  appelée  seconde  déférente  par  les  auteurs 
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qui  ont  éludié  les  figures  anallagmaliques.  Elle  se  pré- 
sente îcî  comme  la  projectîoii  sur  le  plan  P  d'une  courbe 
symétrique  par  rapport  à  ce  plan,  et  qui  est  le  lieu  des 
points  tels  que  celui  que  nous  avons  appelé  |x. 

Nous  n'avons  pas  l'intention  d'aller  plus  loin  dans 
cette  voie,  et  nous  allons  déduire  de  principes  récipro- 
ques de  ceux  qui  précèdent  la  construction  d'un  sys- 
tème articulé  qui  permet  de  faire, décrire  à  l'un  de  ses 
points,  dans  l'espace,  une  surface  du  second  ordre. 

Pour  cela,  prenons  dans  un  plan  P  un  cercle  C  de 
centre  O,  menons  par  O  une  droite  quelconque,  et  pre- 
nons sur  elle  deux  points  A,  A'. 

Nous  joindrons  A  à  un  point  M  du  plan  P,  A'  au  poinl 
M'  déduit  du  point  M  par  inversion  par  rapport  au 
cercle  C,  et  je  dis  que  le  point  [jl,  intersection  de  AM  et 
de  A'M',  décrira  une  surface  du  second  ordre  quand  M 
se  déplacera  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  P. 

En  effet,  il  n'y  a  jamais,  comme  le  lecteur  peut  s'en 
convaincre,  qu'un  point  |jl  sur  une  droite  A  M,  et  de  plus 
le  point  A  est  un  point  simple  de  la  surface  décrite  par 
[JL,  car  toutes  les  tangentes  à  la  surface  en  ce  point  sont 
contenues  dans  un  même  plan  qui  est,  cela  est  impor- 
tant à  remarquer,  parallèle  au  plan  P. 

D'ailleurs,  la  section  delà  surface  par  le  plan  P  est  le 
cercle  C  ^  il  en  résulte  que  les  points  A,  A'  sont  des  om- 
bilics de  cette  surface. 

Ce  mode  de  génération  ne  peut  donc  ôtre  appliqué 
aux  surfaces  réglées  qui  n'ont  pas  d'ombilics  réels,  mais 
il  est  facile  de  voir  que  nous  pourrons  l'appliquera  un 
ellipsoïde,  un  paraboloïde  elliptique  ou  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  quelconques,  car  nous  pourrons  dé- 
crire de  cette  façon  une  surface  qui  : 

I"  Ait  deux  mômes  ombilics  avec  les  mêmes  plans 
tangents  en  ces  ombilics  (A,  A'); 
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2®  Ait  une  même  section  plane  circulaire,  parallèle  à 
ces  plans  tangents  (cercle  C). 

Si  Ton  veut  construire  un  système  articulé  basé  sur 
ces  principes,  et  qui  permette  de  décrire  une  surface  du 
second  ordre.,  ce  système  se  composera  de  deux  parties  : 

1°  Un  système  articulé  permettant  de  tracer  deux 
figures  planes  en  inversion  l'une  par  rapport  à  Tautre, 
on  se  servira  là,  soit  d*un  appareil  Peaucellier,  soit  d'un 
appareil  basé  sur  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  de 
cette  Note  5  remarquons  en  passant  que  ce  dernier  appa- 
reil pourrait  être  substitué  en  toutes  circonstances  à 
l'appareil  Peaucellier;  il  semble  d'ailleurs  moins  simple; 

2^  D'un  autre  système  articulé  appliquant  ce  qui  a 
été  dit  en  dernier  lieu,  et  relié  convenablement  au  pre- 
mier. 


RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MARIE 

au  Collège  Stanislas,  à  Sainle-Barbe ,   à   l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  (•). 


Nous  allons  chercher  la  nature  et  la  valeur  de  la  pé- 
riode engendrée  dans  Tintervalle  compris  entre  deux 
pareils  plans  limites. 

L'équation  la  plus  générale  d'une  surface  ayant  des 
asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z  est 


(')  Voir  t.  X,  p.  329. 
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qui  ont  cludié  les  figures  anallagmaticjiies.  Elle  se  pré- 
sente ici  comme  la  projection  sur  le  plan  P  d'une  courbe 
symétrique  par  rapport  à  ce  plan,  et  qui  est  le  lieu  des 
points  tels  que  celui  que  nous  avons  appelé  [x. 

Nous  n'avons  pas  Tintention  d'aller  plus  loin  dans 
cette  voie,  et  nous  allons  déduire  de  principes  récipro- 
ques de  ceux  qui  précèdent  la  construction  d'un  sys- 
tème articulé  qui  permet  de  faire  ^décrire  à  l'un  de  ses 
points,  dans  l'espace,  une  surface  du  second  ordre. 

Pour  cela,  prenons  dans  un  plan  P  un  cercle  C  de 
centre  O,  menons  par  O  une  droite  quelconque,  et  pre- 
nons sur  elle  deux  points  A,  A'. 

Nous  joindrons  A  à  un  point  M  du  plan  P,  A'  au  point 
M'  déduit  du  point  M  par  inversion  par  rapport  au 
cercle  C,  et  je  dis  que  le  point  [jl,  intersection  de  AMet 
de  A'M',  décrira  une  surface  du  second  ordre  quand  M 
se  déplacera  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  P. 

En  effet,  il  n'y  a  jamais,  comme  le  lecteur  peut  s'en 
convaincre,  qu'un  point  [x  sur  une  droite  AM,  et  de  plus 
le  point  A  est  un  point  simple  de  la  surface  décrite  par 
[JL,  car  toutes  les  tangentes  à  la  surface  en  ce  point  sont 
contenues  dans  un  même  plan  qui  est,  cela  est  impor- 
tant à  remarquer,  parallèle  au  plan  P. 

D'ailleurs,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  P  est  le 
cercle  C*,  il  en  résulte  que  les  points  A,  A'  sont  des  om- 
bilics de  cette  surface. 

Ce  mode  de  génération  ne  peut  donc  ôtre  appliqué 
aux  surfaces  réglées  qui  n'ont  pas  d'ombilics  réels,  mais 
il  est  facile  de  voir  que  nous  pourrons  l'appliquer  à  un 
ellipsoïde,  un  paraboloïde  elliptique  ou  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  quelconques,  car  nous  pourrons  dé- 
crire de  cette  façon  une  surface  qui  : 

i"  Ait  deux  mômes  ombilics  avec  les  mêmes  plans 
tangents  en  ces  ombilics  (A,  A'); 
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2**  Ait  une  même  section  plane  circulaire,  parallèle  à 
ces  plans  tangents  (cercle  C). 

Si  Ton  veut  construire  un  système  articulé  basé  sur 
ces  principes,  et  qui  permette  de  décrire  une  surface  du 
second  ordre.,  ce  système  se  composera  de  deux  parties  : 

I**  Un  système  articulé  permettant  de  tracer  deux 
figures  planes  en  inversion  l'une  par  rapport  à  Tautre, 
on  se  servira  là,  soit  d'un  appareil  Peauceilier,  soit  d'un 
appareil  basé  sur  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  de 
cette  Note;  remarquons  en  passant  que  ce  dernier  appa- 
reil pourrait  être  substitué  en  toutes  circonstances  à 
l'appareil  Peauceilier  5  il  semble  d'ailleurs  moins  simple; 

2^  D'un  autre  système  articulé  appliquant  ce  qui  a 
été  dit  en  dernier  lieu,  et  relié  convenablement  au  pre- 
mier. 


REALISATION  ET  ISA6E  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  Maximilien  MARIE 

au   Collège  Stanislas,  à  Sainte-Barbe,   à    l'École  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  (•). 


Nous  allons  chercher  la  nature  et  la  valeur  de  la  pé- 
riode engendrée  dans  l'intervalle  compris  entre  deux 
pareils  plans  limites. 

L'équation  la  plus  générale  d'une  surface  ayant  des 
asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z  est 

-h(dx^-{-xy  -\-  /jk2  _|_  ^x  -h  hy  -h  A) ^'«-2  -4- . . .  =  o  ; 


(  »)  Voir  t.  X,  p.  329. 
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si  Ton  voulait  que  l'axe  des  z  fut  lui-même  une  asym- 
ptote, il  faudrait  faire  c  =  05  et,  si  Ton  voulait  encore 
que  Taxe  des  z  fût  une  asymptote  d^ inflexion  d'une  sec- 
tion plane  quelconque  de  la  surface  par  un  plan  passant 
par  Taxe  des  z,  il  faudrait  faire  A  =  o. 
L'équation  de  la  surface  deviendrait  alors 

-H  {dx^-Jr  exy  ->rfY^-\-  gx  ->r  hy)z"*-^-\'. .  .  =  o. 

Les  traces,  sur  le  plan  des  xj^  des  asymptotes  paral- 
lèles à  l'axe  des  z  seraient  alors  les  divers  points  de  la 
droite  a:c  4-  ij^  =  o. 

Si  l'on  voulait  que  le  lieu  de  ces  traces  fût  l'axe  desx, 
c'est-à-dire  que  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  z 
fussent  toutes  contenues  dans  le  plan  des  zx^  il  faudrait 
faire  a  =  o. 

Alors  l'équation  de  la  surface,  en  divisant  par  6,  de- 
viendrait 

^^m-i_|_  (aa7'-f-  ^xy  -^  YJ^'  -h  8a7-h  £/)^'»-*-f-. .  .  =  o. 

Si  Ton  coupait  cette  surface  par  un  plan  o:  =  /,  l'é- 
quation de  la  projection,  en  vraie  grandeur,  de  la  section 
sur  le  plan  des^^,  parallèlement  aux  x^  serait 

la  période  cyclique,  relative  à  l'axe  des  z  de  la  quadra- 
trice  de  cette  courbe,  est 

±7,Tz  /—  I  sin j^z  (a /* -+-  8/), 

« 

qui  s'annule  pour  /o  =  o,  et/j= • 

Pour  obtenir  le  volume  engendré  par  cette  période 
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cyclique,  il  faudrait  calculer  l'intégrale 

dbait/— i.asin  YZ     /      l{l  —  l^)Kdl, 

R  désignant  l'inverse  du  rapport  d*une  longueur,  comptée 
sur  l'axe  des  x,  à  sa  projection  sur  une  perpendiculaire 
au  plan  àesjz. 

Cette  inlégrale  a  pour  valeur 

±27r/~i.aKsinYZ  (!1-^1\ 


ou 


/— i.aKsiiiYZ  î^(~)'; 


on  voit  que  c'est  le  produit  par  y/ — i  aKsinj^z  du  vo- 
lume d'une  sphère. 

Mais  le  volume  cubé  est  en  réalité  celui  d'un  ellipsoïde 
dont  l'un  des  diamètres,  parallèle  à  l'axe  des  x^  serait  /, , 
et  dont  les  deux  autres,  situés  dans  le  plan 

^       ^» 

X  =z   —  , 
'1 

auraient,  l'un,  une  valeur  nulle,  et  l'autre,  une  valeur 
infinie,  de  telle  sorte,  cependant,  que  le  rectangle  de 

ces  deux  diamètres  fût  -~  • 

4 

On  peut,  au  reste,  très  aisément,  obtenir  l'équation 
même  de  cet  ellipsoïde,  en  étendant  aux  surfaces  algé- 
briques le  théorème  qui  nous  a  servi  à  fonder  la  théorie 
des  périodes  cycliques  des  quadratrices  des  courbes  algé- 
briques, c'est-à-dire  cette  proposition  que,  dans  le  voi- 
sinage de  l'une  de  ses  asymptotes,  non  inflexionnelle, 
une  courbe  de  degré  quelconque  tend  toujours  à  se 
confondre  avec  une  hyperbole  du  second  degré. 
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Pour  les  surfaces  algébriques,  le  théorème  s^énonccra 


ainsi 


La  nappe  cVune  surface  algébrique  de  degré  quel' 
conque  qui  se  rapproche  indéfiniment  du  plan  lieu  d'une 
série  d'asymptotes  parallèles  et  non  injlexionnelles  de 
la  sur/ace,  cette  nappe  tend  à  se  confondre  avec  un 
hyperboloïde  du  second  degré;  et  celle  des  conjuguées 
de  fa  surface,  dont  les  cordes  réelles  sont  parallèles 
aux  mêmes  asymptotes,  comprend,  outre  d* autres 
nappes,  une  nappe  fermée  séparée  des  autres  et  qui 
tend  à  se  confondre  a\^ec  un  ellipsoïde  indéfiniment 
aplati  et  indéfiniment  allongé  le  long  du  plan  lieu  des 
asymptotes  considérées,  c'est-à-dire  un  ellipsoïde  dont 
le  diamètre,  conjugué  du  plan  considéré,  tend  vers 
zéro  y  et  dont  les  deux  autres  diamètres,  contenus  dans 
ce  même  plan,  sont  l'un  Ji ni  et  l'autre  infini,  ce  dernier 
ayant  d'ailleurs  la  direction  des  asymptotes  en  ques- 
tion, 

Kii  ellel,  reprenons  ré(|ualion  diî  la  surface  sous  la 
lornie  déjà  employer 

e*est-à-dire  supposons  f|n\)n  ail  lait  le  choix  d'axes  dé- 
fini précédcniinent  (la  direction  de  l'axe  des  y  est  restée 
(juelcon(|U(î,  mais  c'est  i m li lièrent,  puisqu'on  cliercliece 
que  devient  la  surlaciî  dans  la  direction  de  y  =  o).  Si 
Ton  coupe  cette  surface  par  un  plan  .r  =  /,  Téquatioii 
de  la  projection  de  la  scclion  sur  le  plan  des  7*z  est 


-.ut 


»   \   ioil^-^^l  -  -"ify   \   -'/2— £/)c'"-2-i-...-o: 


dans  ctîtte  équation,  Uî  produit  dt;  )  devenu  nul  par  z 
devenu  iniini  tend  vers  — (a/--+-o/)^  par  conséqueni 
les  é(piations  de  la  scclion  considérée  tendent  à  se  re- 


(  ••^77  ) 

tluire  h 

yz  -h  al'^-h  ^l  =  o        avec         x  =  l\ 

réquatîon  de  la  surface,  dans  les  environs  de  son  plan 
asymptote,  j^  =  o,  tend  donc  à  se  réduire  à 

yz  H-  a^F^-f-  8a7  =  o, 
OU 


/  0    \2  82 

yZ-^-OLXX  -\ )    =T-' 


qui  représente  un  hyperboloïdc  à  une  nappe. 

Parmi  les  ellipsoïdes  conjugués  de  cet  hyperboloïde, 
il  y  en  a  un  qui  appartient  à  la  surface  proposée,  comme 
étant  une  de  ses  conjuguées  :  c'est  celui  dont  les  cordes 
réelles  ont  une  direction  infiniment  voisine  de  celle  des 
asymptotes  de  la  surface,  contenues  dans  le  plan  j^  =  o. 
Ce  serait  cet  ellipsoïde  indéfiniment  aplati  dans  le  sens 
desj^  et  indéfiniment  allongé  dans  le  sens  de  Taxe  des  z 
dont  il  faudrait  calculer  le  volume,  pour  obtenir  la  pé- 
riode sphérique  de  la  cubatrice  de  la  surface;  mais 
comme  tous  les  ellipsoïdes  conjugués  de  l'iiyperboloïde 


/  0    \2  82 

yz  -^aix  -\ )    =  — 

-^  \  '2  a/  4  a 


ont    même  volume,    on   choisira    celui    qu'on    voudra 
d'entre  eux. 

24.  On  voit,  par  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  la  direc- 
tion des  plans  sécants,  parallèles  entre  eux,  au  moyen 
desquels  on  découpe  la  surface  à  cuber,  étant  choisie, 
et  par  conséquent  les  ni  asymptotes  de  la  surface,  paral- 
lèles à  ces  plans,  étant  définies,  on  trouvera,  dans  la 
cubatrice,  m  périodes  sphériques. 

Mais,  si  la  direction  des  plans  sécants  venait  à  changer, 
les  asymptotes  de  la  surface,  qu'il  faudrait  faire  interve- 
nir, changeraient   aussi,   et   ce  serait  évidemment  une 
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question  très  intéressante  (}e  savoir  si  les  périodes  sphé- 
riques  de  la  cubatrice  changeraient  aussi. 

La  question  n'aurait  pas  lieu  d'être  posée  au  sujet  de 
riiyperboloïde  à  une  nappe  (ni  de  l'hyperboloïde  h  deux 
nappes,  mais  pour  une  autre  raison),  puisqu'on  saitque 
la  période  unique  de  la  cubatrice  d'un  hyperboloïde  à 

une  nappe  est  le  produit  par  \/ —  i  du  volume  enveloppé 
par  Tun  quelconque  des  ellipsoïdes,  allongés  ou  non,  de 
cet  hyperboloïde. 

Mais  le  fait,  évident  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 
degré,  ne  Test  plus  du  tout  dans  le  cas  des  surfaces  de 
degrés  supérieurs,  et  la  preuve  du  fait,  presque  surabon- 
dante dans  le  premier  cas,  ne  se  trouverait  pas,  pour 
les  autres,  dans  des  considérations  aussi  simples. 

Cependant  le  théorème  est  général . 

Mais  je  n'en  donnerai  pas  la  démonstration  en  ce 
moment. 

25.  Classification  des  intégrales  doubles  cubatrices 
des  surfaces  algébriques.  —  La  nature  de  la  cubatrice 
d'une  surface  algébrique  dépendra  toujours  essentielle- 
ment de  celle  de  la  quadratrice  d'une  section  plane  quel- 
conque de  cette  surface. 

Si  l'on  veut  que  la  cubatrice  n'ait  aucune  période 
ultrasphérique,  il  faudra  que  la  quadratrice  d'une  quel- 
conque de  ses  sections  planes  n'ait  pas  de  périodes  ultra- 
cycliques  et,  pour  cela,  si  l'on  veut  que  les  sections 
planes  de  la  surface  dépendent  encore  du  plus  grand 
nombre  possible  de  paramètres,  sous  la  condition  d'être 
quarrables  par  les  fonctions  circulaires  ou  logarithmi- 
ques, il   faudra   que   ces  sections   présentent  chacune 

(m  —  i)(m  —  9.)        .  j      Ti  1/  .  11' 

^ '-^ points  doubles,  ui  désignant   le   degré 

t  . 

de  la  surface;  c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  la  surface 


r 

i 
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elle-même    conlîeniie    une    courbe    double    du    degré 

(  m  —  i){m  —  2) 


26.  Si  l'on  veut  que  ]a  cubalrice  de  la  surface  soit 
algébrique,  il  faudra  en  outre  que  toutes  les  sections 
planes  de  cette  surface  soient  quarrables  algébriquement. . 
c'est-à-dire  que  les  m  asymptotes  d'une  section  plane 
quelconque  coupent,  chacune,  cette  section  en  trois 
points  situés  à  Tinfini,  ou  en  m  —  3  points  seulement,  à 
distance  finie. 

27.  Nous  allons  chercher  Texpression  analytique  des 
conditions  renfermées  dans  cette  dernière  condition. 

Keprenons  pour  cela  les  équations  établies  au  début 
du  n°  23  : 

Pour  que  la -période  cyclique  relative  à  Fasymptote 

parallèle  à  —  =:  ^  =  -  de  la  quadratrice  d'une  section 

plane  mobile  parallèle  à  cette  direction,  restât  toujours 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  pour  que  la  période 
sphérique  correspondante  restât  constamment  nulle,  il 
faudrait  qu'en  éliminant  Xq,  par  exemple  entre  les 
équations 

et 

on  tombât  sur  une  équation  identique  enj^o* 
Ces  conditions  sont 

(  I  )  ?a«  ?p  ~  ^^  ?ap  ?a  ?p  "^  ?p.  ?i?  =  «> 


(  38<>  ) 
vt 

Si  l'on  veut  que  ces  trois  conditions  soient  satisfaites, 
quels  que  soient  a  et  P,  c'est-à-dire  si  l'on  veut  que 
toutes  les  périodes  sphériques  de  la  cubatrice  disparais- 
sent, ces  trois  conditions  devront  être  considérées  comme 
des  équations  simultanées,  aux  différentielles  partielles^ 
dont  les  fonctions  <ft  ^  ^ty^  seraient  les  inconnues. 

Il  s'agit  d'intégrer  ces  trois  équations. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  qui  ne  contient 
que  la  fonction  cp.  Elle  exprime  que  le  coue  lieu  des  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  la  surface,  menées  par  l'ori- 
gine, est  formé  de  m  plans. 

En  effet,  l'équation  de  ce  cône  est  ç(^,jK?  ^)  =  o,  de 
sorte  que  cp(j:,j^,  i)=  o  est  l'équation  de  la  section  de 
ce  cône  par  le  plan  z=  i.  Or,  pour  exprimer  que  le 
lum  (f(x,  y,  z)  =  o  se  compose  de  droites,  il  faudrait 

exprimer  que  ^-~9  en  un  quelconque  de  ses  points,  est 

nul  et  c'est  précisément  ce  qu'exprime  l'équation  (i), 
car  Téquation  ^(x,y,  i)  =  o  donne  d'abord 

et  ensuite 

ou,  en  remplaçant  ~-  par  —  -~, 

dtp  o  ♦  • 


(  38i  ) 
d*où  Ton  voit  que  la  condition 

revient  a  -3-=^  =  o. 

Ainsi  la  fonction  ç(^,^,  ^)  doit  être  le  produit  de  m 
facteurs  linéaires 

(Al  a7-f-Bi  7-hG,  z), 
(  A2  ar  -4-  B2  7  -h  Gj  z  ), 


(A,«a7  -h  B,rt7  -+-  C>„iz). 


En  second  lieu,  Téquation  (a)  exprime  que  toutes  les 
asymptotes  de  la  surface  sont  effectivement  contenues 
dans  m  plans. 

En  effet,  toutes  les  asymptotes  infiniment  peu  incli- 
nées les  unes  sur  les  autres  doivent  déjà  être  paral- 
lèles à  un  même  des  plans  représentés  par  Téquation 
^{^tjt  ^)  =  ^y  ^'^^  ^^^  asymptote  variable  de  direction, 
d'une  manière  continue,  ne  pourrait  changer  de  plan 
directeur  qu'en  prenant  momentanément  la  direction 
de  r intersection  de  son  ancien  plan  directeur  avec  Tun 
des  (m  —  1)  autres.  De  sorte  que,  si  la  droite 

^o?a-+-ro?p-H  i'Ca,  P,  i)  =  o, 

lieu  des  traces  sur  le  plan  des  xy  des  asymptotes  paral- 
lèles à  la  direction  -  =  ^  =  -  ne  change  pas  lorsque  a 

et  j3  varieront  infiniment  peu  ou  varieront  dans  de  cer- 
taines limites,  toutes  les  asymptotes  correspondantes 
seront  dans  un  même  plan. 

Or  c'est  précisément  l'invariabilité  de  la  droite 

qu'exprime  l'équation  (2). 
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En  effet,  ftt  Ton  fait  varier,  dans  Téqualion  de  retlt* 
droite,  a  de  dcL  et  ^  de  r/j3,  elle  devient 

et  si  Ton  veut  exprimer  que  les  deux  droites  coïncideni, 
il  faudra  exprimer  que  les  accroissements  des  coefficients 
sont  proportionnels  aux  anciennes  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients, ce  qui  donnera 

©a, da  -h  9ap  û?^  ^  op,  rfp  -h  9^3  da       0/'^  d(X  4-  ^'^  d^ 


rfp 


o 


en  divisant  par  fia  et  remplaçant  ^  par  —  -V  »  ces  équa- 
tions deviennent 


?p                      'K«»PîO' 

c'est-à-dire 

n       1%           n        1      1 

La  première  de  ces  conditions 

/f       If  n         I      I  ni»  n        I      n 

?a«?P  —?ap  ?«??  =  —  ??«  9a  -^-?ap?aÇp 

n'est  autre  que  la  condition  (i)  déjà  traitée;   quant  à 
l'autre 

ni*  n         t       I  %  I      I  t  '      ' 

?a«?(f-?«3?a?p  ^  Va?p— 4^p9a 

elle  se  réduit  précisément  à  l'équation  (2) 

Ainsi  les  équations  (i)  et  (2)  expriment  que  toutes 
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les  asymptotes  de  la  section  doivent  être  comprises  dans 
m  plans. 

Quant  à  l'équation  (3),  il  est  inutile  d'en  chercher  la 
traduction  :  puisqu'elle  exprime  que  chacune  des  asym- 
ptotes coupe  la  surface  en  un  troisième  point  situé  à 
l'infini,  elle  doit  exprimer  que  chacun  des  m  plans 
asymptotes  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  de 
degré  m  —  3 . 

En  conséquence,  les  surfaces  de  degré  m,  cubables 
algébriquement  et  contenant  encore  le  plus  grand  nom- 
bre possible  de  paramètres,  sous  cette  condition,  de- 
vraient être  recherchées  parmi  les  surfaces  ayant  une 

courbe  double  de  degré  ^ — — "^ — ■  >  que  pourrait  re- 
présenter r  équation 

(Aiar-hBij^-i-  GiZ-\-  Di)(kiX-\-  Bjj^-h  Gjz -t- D,)  ... 

X  (A,„a7 -+-  Bmy  -+■  GmZ  -h  Dm) -h *,u-3(a^, yyZ)  =  o, 

^m-3  désignant  un  polynôme  complet  en  x,  y,  z,  de 
degré  (m  —  3)  au  plus. 

28.  Application  aux  sur/aces  du  troisième  ordre.  — 
Les  surfaces  de  troisième  ordre  capables  de  cubature 
algébri(|ue  doivent  être  recherchées  dans  le  type 

(aiar-h  b^y -\-  c^z-k-  di){aiX'\-  b^y  -\-  CfZ  -h  dt) 

X  (as a?  H-  b^y  -h  c^z  -h  ds)  -+-  H  =  o. 

Si  l'on  suppose  la  surface  irréductible,  la  seule  ligne 
double  qu'elle  pourra  contenir  sera  une  droite.  Suppo- 
sons qu'on  ait  pris  cette  droite  pour  axe  des  z,  l'équa- 
tion de  la  surface  devra  se  réduire  à  une  identité  si  l'on 
y  fait  x  =  o  et  j^  =  o,  ce  qui  donne 

Cl  Cj  Ci  =  o, 

Cl Cj d^  -t-  Cf  C3 di-h  C3Cidi=  o, 

Cid^d'i-^  Ci û?3 rfi  -h  C3 c^ic^2  =  o, 

«?i  c?2  ^3  -i-  H  =  o  ; 
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H  ne  pouvant  être  supposé  nul,  sans  quoi  la  surface  se 
réduirait  à  trois  plans,  r/4,  ni  e/29  ni  ^3  ne  sauraient  non 
plus  disparaître;  en  conséquence,  C4,  C2  et  C3  devront 
être  nuls.  C'est-à-dire  que  la  surface  devra  être  un  cy- 
lindre parallèle  à  sa  ligne  double. 

Les  conditions  précédentes  expriment  simplement  que 
Taxe  des  z  est  sur  la  surface  :  pour  que  cette  ligne  soit 
double,  il  faut  et  il  suffit  que  Torigine  soit  un  point 
double  de  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  des  xy.  Or, 
Téquation  de  cette  trace,  ou  celle  de  la  surface,  est  de- 
venue 

X  {azx  -\-  b^y  -^  ds)  —  didfdi=  o; 

et,  si  l'origine  est  un  point  double,  cette  trace  seraquar- 
rable  algébriquement,  c'est-à-dire  sera  un  trèfle  ou  un 
folium,  suivant  que  les  trois  asymptotes  seront  réelles 
ou  qu'il  y  en  aura  deux  imaginaires. 

Les  deux  seules  surfaces  du  troisième  ordre,  cubables 
algébriquement  et  dépendant  encore  du  plus  grand 
nombre  possible  de  paramètres,  sous  cette  condition, 
sont  donc  le  cylindre  à  base  de  trèfle  et  le  cylindre  à  base 
de  folium. 

29.  Le  Tome  II  de  ma  Théorie  des  Jonctions  de  va- 
riables imaginaires  contient  la  théorie,  analogue  aux 
précédentes,  des  intégrales  d'ordres  supérieurs. 

(y4  suii^re.) 
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LE  CENTRE  D'INERTIE  ET  LES  MOMENTS  D  INERTIE 
DU  CORPS  ÉPICYCLOIDAL; 

Par    m.    SVEGHNIGOFF, 

Professeur  au  Gymnase   de  TroVtzk. 


Le  moment  d'inertie  de  la  surf  ace  épicycloïdale  homo- 
gène aulour  de  l'axe  oz  est  égal  à 


f  /  (a"«-H7')rfS, 

9  =:  0        «^a  =  0 

si  Ton  désigne  par  <t  la  densité  de  la  surface^ 

dS  =  4a*(n  H-  cosa)  sin^  — ^-  dr^  doL, 

ma 

-f-  2n{i  —  cosAicp)  cosa  4-  (i  —  cosncp)*  cos*a  . 
On  sait  que 


,21C  /^7t 


Jf        s\n^^ X  co^^ X  dx  =   I      sin^^x  cos'^x  dx  =  o, 

si  n  est  un  nombre  impair. 

Par  conséquent,  les  termes  qui  contiennent  cosa  et 
<!OS^  a  se  détruisent  et 


îit 


joz  =  ^naa'*   I        sin'  — -  rfcp 


j2TC 
X 


Jf       [(/i5-i-sin2ncp)4-(3  — 4cos/i<p-f-cos'n9)  cos*a]rfa, 
0 


87t 


Je  "  H9 

I        sin3-— i.(2/i2-h  5  —  4cosn«p  —  cos^/icp)  û?cp, 
0  '-* 


'0 

,7C 


y\,^,  =  Sitja*   /      sin3  d;(2/i2-4- 8  —  4  cos^i};  —  4  cos^t]^)  é/t];, 
y4/i/?.  de  Mathémat.^  3«  série,  t.  X.  (Septembre  1891.)         2*^ 
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yo2=8'itora*  /     siin}/[2n*-f-8 — (a/i^-Ma)  cos*^-f-4  cos^»)/]^'}/, 
/„-=8ir(Ta*    2(an«4-8) ^^ 5 -'  -+-  -  h 

si  Ton  désigne  par  m  la  masse  de   la  surface  épicy- 
cloïdale. 

Le  moment  d'înerlîe  du  corps  ëpicycloïdal  homogène 
autour  de  Taxe  oz  est  égal  à 


En  remplaçant  ;r^-f-y*  par  son  expression  et  dV  par 

a'(i  —  cos/icp)8(/i  -+•  cosa)sin*arfç  c?a, 

nous  pouvons  détruire  les  termes  qui  contiennent  cosa 
et  cos*a;  par  suite 

sir 


0 
X 


Jf      [(  /i*  -h  sin*  n  cp  )  sin*  a 
0 

4-  (3  —  4cosncp  -h  cos2Aicp)sin'acos*a]rfa, 


27C 


Jq 

(n'-hsin'ncp       3  —  4  cosAnp  4- co9*Ai<p\    , 
ï  ^  8  /  ^ 

—  — - —  /       (i  —  cos <J^ )3 ( 4 n* -f-  7  —  4  cos?};  —  3  cos*^)d^. 

4      Jn 


Eu    détruisant    les   termes  qui    contiennent   cos^^, 


(387) 

cos'^,  cos^tj^,  on  a 


,sw 


ïoc  =  — 7—    f        [4n«-H7-h6(2/i*+ 5)cos«<j/  — 5cos*<j/]  t/d> 

=  — 7— |(4/i*+ 7)^ -^- 6(2/l«-h  5)  -  —  J  , 
l^3=2!!^(8o/i«-t.i6i)=^(8o7i*-f-i6f), 

10  oO 

si  Ton  désigne  par  M  la  masse  du  corps  épicycloïdal. 

Chaque  partie  du  corps  épicycloïdal  a  deux  plans  de 
symétrie  qui  passent  par  l'origine  des  coordonnées.  Le 
plan  xy  est  un  de  ces  plans.  L'autre  plan  de  symétrie 
est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  passe  par  deux  points 
de  rebroussement.  Désignons  par  A  le  point  de  re- 
broussement,  situé  sur  Taxe  o x,  et  par  B  l'autre  point 
de  rebroussement.  Menons  la  droite  o^ perpendiculaire 
àAB  et  la  droite  oai  parallèle  à  AB,  de  sorte  que 
l'angle  xox^  soit  obtus.  Désignons  par  x\  y ^  z'  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  la  surface  épicycloï- 
dale  par  rapport  aux  axes  ox'j  oy*^  oz.  Alors 

x'  =  —  X  sln  — ï-y  cos  -,         y'=  ^  cos h  j^  sin  — 


n  n  n  n 


Les  équations  de  la  surface  épicycloïdal e  par  rapport 
aux  axes  oa/,  o^',  oz  sont 

x'  =  a\[n-+-(i  —  cos/i(p)cosa]sin  {  ç j  —  sin/icpcos[  (p jîj 

)^'  =  a|[/i-h(i— cos/icp)cosa]cos(çp J-Hsin/io  sin{  o j/j 

z  =  a(i  —  cos/icp)  sina. 
Posons 

Alors 


o  =  <L. 

n       '       ^ 


x'  =  -^a[n  sin^p  -h  (i  -h  cos/i^p)  cosa  sini]^  -f-  sin  n^  cos<]^], 
y  =  a[n  cosi|;  -h(n-  cosn^)  cosa  cos<]^  —  sin/ii)^  sin^»], 
^  =  a(i  -h  cosn^)  sina. 
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Quand  cp  augmeiUc  de  zéro  jusqu'à -<;t — >  •}  diminue 

e  -  jusqu  a  zéro  et • 

Le  centre  d'inertie  de  la  surface  épicycloïdale  esi 
situé  sur  Taxe  oy.  Désignons  par  p  sa  distance  an 
point  O.  Alors 


n 


En    remplaçant  y'   par   son  expression    et  dS  par 

—  4^*  cos'  -— ^  (w  -f-  cosa)  d^  doL^  el  en  faisant  Tintégra- 

tion  relative   à   a,  nous  pouvons   détruire    les  termes 
qui  contiennent  cosa. 
Par  conséquent, 


7C 


/n/7  =  4  a'  (T  /     cos»  —  d^ 


[n(n cos^  —  sin(]^  sin/nj/)-h  (i  cosn^)  cos^]^cos'a]r/a. 


0 


mp  =  STza^<7  I     cos'  — [(2/i'-M)cos<j/— 2nsin<J' sin  n<]^-f-cos<|^cos/i61 


ou 

si  l'on  pose 


/i         3nif        3         wil\ 


X 


(2n^-hi)(cos^ cos(n  —  i)^  H cos(/i-f-n? 


J 
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^,  ,.        G/i"^  —  2/1-H5         n  —  2,       6ai2-h2/H-5         nH-2, 
(1^)=  8 cos-^i.+  g cos-^^ 

4^2— 6/i-t-5        3/1  —  2,        4/iî-i-6n-H5         3/H-2, 

COS ^  H- j; cos  — - —  ^ 

ib  2        ^  i6  2        ' 

2/1  —  I  5n  —  2,  2/H-I  5/1-4-2, 

cos 4^  H 77 —  cos ^ , 


i6  2       ^  i6 


/ 


1 

n 


^/ I  \  ji        6/1^ — 2/1-1-5        11       6/i*-i- 2/1 -h  5        i: 

/(l^)  rfl^  = — -  cos  -   H — r—  cos  - 

Q    "^^      ^  4(/i  — 2)  n  4(/n-2)  n 

4/i2  — 6/1-^5        TT       4n*-l-6'i-*- 5        TT 
8(3/1-2)  n  8(3/i-+-2)  /i 

2/1  —  I  TT  2/H-  î  7t 

COS  -    -+■    r— T r   cos  — 


8(5//  — 2)         n       8(5/i-h2)        n 

I         Tt /i2/i3-l- 2/1       i2/i'-f-3/i  n 

=  -  cos  - 


4        /i  V    «^—4  y/î*  — 4        25/12—4 


t: 

6oo  /i''  cos  - 

n 


(/i*-4)(9'*'-4)(25//2_4) 
Il  en  résulte  que 


225 /i^  a  cos  — 
/i 


(/i--'-4)(9/i'-4)('25/i2-4) 
En  posant  /ï  =  i  et  w  ^=  2,  on  a 

5  a  75  ira 

p  =  —  et         p  =  '- — — . 

7  128 

Si  Ai  =  I ,  les  droites  oy^  et  ox  forment  Tangle  tt. 
Désignons  par  p^  la  distance  du  centre  d'inertie  de 
la  surface  épicycloïdale  à  la  droite  AB, 
Alors 

p  =  p  —  na  cos  —  • 

/i 

Par  le  milieu  de  la  droite  AB,  menons  la  droite  o' z' 
parallèle  à  oz.  Le  moment  d'inertie  de  la  surface  épi- 
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cycloïdale  autour  de  Taxe  gI zl  est  égal  à 

y oz'  =  joz  ^m^p^  —  /?'« )  =  joz  —  'W/ia  cos  ~  iip  —  /la cos -  j , 

[^                     45o/i*cos*- 
n«  (  I  -H  COS«  -)-+-  —  —  ;— ; 7-7 ...     ,      . 7- 

En  posant  n  =  00,  on  a 

Considérons  la  surface  de  révolution  engendrée  par 
la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base.  Le  moment 
d'inertie  de  cette  surface  autour  de  Taxe  équatorial  esi 
égal  à  l'expression  trouvée,  parce  que  la  surface  consi- 
dérée est  la  limite  de  la  surface  épicycloïdale,  quand  n 
augmente  indéfiniment. 

D'autre  part,  ce  moment  d'inertie  est  égal  à 

iTz<ja'^  I      (<p -- 8inç)'(i -— cos«p)sin^c?«p 


2TZ(J 


a^  j      (i  —  coscp)*  sin  ^d^  —  rmz^ofl. 


Le  deuxième  membre  est  la  moitié  du  moment  d'iner- 
tie de  la  même  surface  autour  de  l'axe  de  révolution. 
Ce  moment  d'inertie  est  égal  à 


20.{87r<ja*       gdma^ 


,^  35  35 

Désignons  par  P  et  F  les  distances  du  centre  d'iner- 
tie du  corps  épicycloïdal  au  point  O  et  à  la  droite  ÂB. 
Alors 

.7:     •/a  =  o 
^       /i 

d\  —  —  a'(i  cosn^yin  -f-  cosa)sin2a  dij;  d(x. 
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Par  suite, 


.1  /*«« 


(H- cos7i4')' ^^^V  /       [n{n  cos^  —  sin^'sin/nj^)  sin'a 


n 


H-(n-cosn4')cos4'COs'a  sin*a  da]. 
Nous   avons  supprimé  les   ternies  qui  contiennent 


ces  a  et  cos^a 


si  l'on  pose 

(<}/)  =  (i  -h  cos7i4/)'[(4n*H-i)cos^  —  4/isin<j/sin/nj/-4-  cosij' cos/n}^] 

(5        i5cos/n)^       3cos2/i4'       cos3/i<]^\ 
_  +  ___+ — ^^^___^ 

X     (4^'-+  0  cos^p— cos(/i— 1)<]^  -^  ' cos(Ai-hi)<^  I 

f(lj/)  = COS^j/  H cos(/i  — 1)4' 

o  2 

H £ i  cos(n  H-  1)4^  -\ -^ cos(2/i  —  1)4/ 

I2/1«-M4/H-7  71*— 3/h-i  ,„  ., 

H T-î^ cos(in -h  i)'^  -i cos(3/i  — 1)<]/ 

n*-i-3/n-i        ,„  .,        4'*  —  I        //  NI 

_l ^ cos(3/i-i-  i)i]/  —  ^^^ — - —  cos(4-«  —  Oy 

H ^g—  C0S(4/l  +  l)^. 

.1 


Son' -h  35   .    7r        i5/i' — in-hi   ,    it 

sin — I — ^sin- 

8  n  i{n  —  I  n 

1 5  71* -+- 7 /i -h  7    .    Tï        12/1* — 14/H-7    .    7t 

— ' — r— ^  sin — r —  sm- 

'2(/i-+-i)  n  4(2'*  —  0  f^ 

l2/l*-|-IJÎ/l-f-7      .      TT  /l* 3n-hl      .      TT 

; — -—  Sin  -  H — r-  sin  - 

4(2/i-+-i)  n         2(3/1  —  i)  n 

/i'  -h  3  /»  -t-  i     .    7t        i    .    7: 

7^ r  sin  — h  ô  sm  - 

2(3/i-t-i)         n       8        /i 

^    .    7c  r2o /i* H-  9       8 /i* -F  7         1 6 /i'^  —  7         8/i'—  1"] 
~        /i  L        -^  '^^  —  »         •->.  (  4  ^*  —  0       9  'i*  —  ï  J 

TC 

Sôo/i'^sin  - 
n 


(/i*-i)(4/r^-i)(()//--'-i) 


(Spa) 
Il  en  résulte  cjue 


TC 

3(j/i*rt  sin  - 


En  posant  /i  =  i  et  //  =  a,  on  a 

„       3a  -         1024  a 

4  1757: 

Le  moment  d'inertie  du  corps  épic^^cloïdal  autour  de 
Taxe  o' r'  est  égal  à  loz  =  loz  —  M ( Pa  —  F^ )  ou 


a'  I  /i*  M  -f-  cos*  - 


^  36  /i®  9in  — 

,  ......  ...,161  n 


80         7r(/^^—I)(4/ïî--I)(9rt^  — i). 
En  posant  f/  =  00,  on  a 

IoV  =  Ma«(-r-  — — 


I 
•20 


Considérons  le  corps  de  révolution  engendré  par  la 
cycloïde  tournant  autour  de  sa  base.  Le  moment  d'iner- 
tie de  ce  corps  autour  de  Taxe  équatorial  passant  par  le 
centre  d'inertie  est  égal  à  l'expression  trouvée.  D'autre 
part,  il  est  égal  à 


.2  71 


a^  j       (cp  —  sin<p)2(i  —  côs«>)'û^cp 

f       (i  —  cos<p)*  f/<p  —  MTr'a*. 
0 


TTŒa»     -''^ 


Le  deuxième  membre  est  la  moitié  du  moment  d'iner- 
tie du  môme  corps  autour  de  Taxe  de  révolution.  C<î 
moment  d'inertie  est  égal  à 

•'^ O'ijTt^a'i       r)3Ma2 


3?.7raa*  /     sin*0']/ f/'];  ~ 

• '0 


H  40 
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NOTE  SUR  LES  APPROXIMATIONS  DANS  LE  GALGIIL 

LOGARITHMIQUE; 

Par  m.  Vladislas  PUCHEWIGZ. 


Les  auteurs  des  manuels  d'Algèbre,  en  parlant  de 
r approximation  d'un  nombre  donné  par  son  logarithme, 
font  la  remarque  que,  la  ditlérence  tabulaire  étant  A,  on 

ne  peut  obtenir  le  nombre  qu'approché  à  -  :  remarque 

qui  serait  tout  à  fait  juste,  si  le  logarithme  à  Taide 
duquel  nous  calculons  le  nombre,  ainsi  que  le  logarithme 
tabulaire,  étaient  exacts.  Mais^  comme  le  logarithme  ta- 
bulaire n'est  approché  qu'à  j(  *  ),  les  différences  qu'à  i ,  et 
le  logarithme  du  nombre  cherché,  résultat  en  général  des 
opérations  sur  d'autres  logarithmes,  qu'à  une  approxi- 
mation variable,  cette  remarque  ne  nous  suffit  pas  à 
définir  l'approximation  d'un  nombre  calculé  à  l'aide  des 
logarithmes.  Même  M.  Vieille,  dans  son  ouvrage  spécial  : 
Théorie  générale  des  approximations  numériques,  en 
s'occupant  minutieusement  des  erreurs  provenant  de 
l'hypothèse  de  la  proportionnalité  des  petits  accroisse- 
ments des  nombres  et  de  leurs  logarithmes,  ne  résout 
pourtant  pas  la  question  générale. 

Dans  cette  Note,  je  démontre  que  l'on  peut  toujours 
obtenir  le  logarithme  d'un  nombre  approché  à  ^ ,  je  cal- 


(')  Lorsque  je  parle  d'ua  logarithme,  j'appelle  unité  l'unité  du 
rang  du  dernier  chiffre  des  logarithmes  tabulaires;  lorsque  je  parle 
d'un  nombre,  le  même  mot  désigne  l'unité  du  rang  du  dernier  chiffre 
fies  nombres  tabulaires.  Je  crois  que  ce  double  emploi  du  môme  mot 
ne  présentera  aucune  difficulté  au  lecteur. 
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cule  Tapproximation  d'un  nombre  trouvé  à  l'aide  de  son 
logarithme,  étant  donnée  l'approximation  de  ce  loga- 
rithme, et  j'applique  ces  règles  dans  un  exemple  numé- 
rique. Je  ne  mentionne  pas  des  erreurs  provenant  de 
la  proportionnalité,  car,  comme  on  le  sait,  elles  sont  né- 
gligeables en  présence  des  erreurs  provenant  de  l'inexac- 
titude des  logarithmes  tabulaires. 

Soient  e^  et  e<i  les  erreurs  des  deux  logarithmes  tabu- 
laires consécutifs,  Y=  Sj —  Sf  l'erreur  de  la  différence 
tabulaire,  et  ef  la  partie  fractionnaire  du  nombre  dont 
nous  désirons  obtenir  le  logarithme.  L'erreur,  dans  ce 
logarithme,  sera  alors  la  somme  des  erreurs  du  loga- 
rithme tabulaire  et  de  l'accroissement  calculé  à  l'aide  de 
la  différence^  cette  erreur  sera  donc 

(i)  ei-f-ef^. 

Comme  la  limite  de  ^^  est  ^,  et  que  la  limite  de  y  est  i ,  ou 
pourrait  croire,  au  premier  coup  d'œil,  que  la  limite  de 
(  I  )  est  I  ^^  nous  démontrerons  que  cette  limite  est  égale 

a  2» 

Nous  remarquons  qu'il  peut  se  présenter  les  trois  cas 
suivants  :  i^  Si  et  e^  sont  de  mêmes  signes,  et,  quant  h 
la  valeur  numérique,  Si  est  plus  grand  que  62;  2°  ils  sont 
de  mêmes  signes,  mais  la  valeur  numérique  de  £2  est 
plus  grande  que  celle  de  ei  ;  i"^  ils  sont  de  signes  con- 
traires. 

Dans  le  premier  cas,  y  est  moindre  que  j  et  du  signe 
contraire  à  e^ ,  et  comme  d  est  une  fraction  proprement 
dite,  l'expression  (  i  )  est  une  différence  de  deux  fractions, 
chacune  moindre  que  ^^  par  suite  cette  expression  même 
est  moindre  que  ^ . 

Dans  le  deuxième  cas,  y  est  aussi  moindre  que  ~,  mais 
est  du  signe  contraire  à  Sf  *,  or,  si  l'on  remplace  £«  par 
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S 2  —  y,  on  obtient 

et  cette  expression,  où  y  est  du  même  signe  que  £29  est 
de  nouveau  une  différence  de  deux  fractions,  chacune 
moindre  que  ~ . 

Dans  le  troisième  cas,  y  peut  être  plus  grand  que  ^  ^ 
mais,  si  nous  mettons  dans  (i)  £2 —  ^\  à  la  place  de  y, 
nous  obtenons 

Ej-h  rf(£j—  Si)  =  (1  —  rf)  Ei^-  Ej, 

et,  comme  £«  et  Sq  sont  de  signes  contraires,  nous  avons 
de  nouveau  la  différence  de  deux  fractions  dont  chacune 
est  moindre  que  j . 

Nous  voyons  donc  que,  si  nous  tàchdns  d'obtenir  le 
résultat  avec  la  plus  grande  approximation  possible,  il 
ne  faut  pas  rejeter  dans  raccroissement  du  logarithme 
les  chiffres  du  rang  inférieur  à  celui  des  unités  des  loga- 
rithmes. Même  dans  les  calculs  élémentaires,  il  serait 
bon  de  retenir  ces  chiffres,  surtout  lorsqu'on  doit  multi- 
plier le  logarithme  par  un  nombre  entier. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  le  nombre 
dont  nous  voulions  calculer  le  logarithme,  ainsi  que  sa 
partie  fractionnaire  d,  étaient  exacts  :  si  le  nombre  n'était 
qu'approché  à  a,  il  faudrait,  avant  tout,  connaître  l'erreur 
qui  en  résultera  pour  le  logarithme.  Cette  erreur  aura 
pour  limite  aA',  où  A'  est  la  limite  supérieure  de  la 
différence  tabulaire.  On  trouve  cette  limite  supérieure 
en  comparant  la  différence  à  coté  du  nombre  donné  avec 
les  différences  voisines. 

A  l'aide  de  ces  règles,  nous  pourrons  toujours  définir 
la  limite  de  l'erreur  dans  un  logarithme  résultant  des 
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opérations  sur  d'autres  logarithmes  et  représentant  le 
logarithme  du  nombre  cherché  :  cette  limite   pourra 
être  mise  sous  la  forme  m.*-.    Si   nous    calculons  le 
nombre  correspondant  à  un  tel  logarithme,  nous  devons 

ajouter  au  nombre  tabulaire  la  fraction  -?  où  A  est  la 

différence  tabulaire,  et  3  la  différence  entre  notre  loga- 
rithme et  le  logarithme  tabulaire.  L'approximation  de 
A  est   I,  c'est-à-dire  2.5,  et  celle  de  ô  est  (w-hi)^. 

Cherchons  l'erreur  absolue  de  la  fraction  ->  d'après  la 

formule 

0  -4-  p        ^  _  -^P  —  ^T 
A  -h  Y        Â  "'  (A  -f- y;  A  " 

Pour  trouver  la  limite  supérieure  de  cette  fraction, 
remarquons  que  0  et  A  sont  positifs,  et  représentons  par 
p'  et  y'  les  valeurs  absolues  de  (3  et  y.  Le  numérateur  de 
cette  fraction  ne  peut  pas  être  plus  grand  que  A^'  -t-  Sy, 
et,  a  fortiori^  que  A(^'-4- y')^  le  dénominateur  ne  peut 
pas  être   plus  petit  que  (A  —  y')^»  ^^  manière  que  la 

fraction  ne  peut  pas  ôtre  plus  grande  que  ^  __  ',  •  En  sub- 
stituant pour  p' et Y^ leurs  valeurs  limites  (m  -h  i  )  ^et  i, 
nous  obtenons  la  valeur  limite  de  Terreur 


2(A-l) 

Comme,  en  général,  la  division  8  :  A  ne  s'effectue  pas 
exactement,  il  faudra  ajouter  encore  à  cette  limite  une 

fraction  -  (r  étant  le  reste  de  la  division  3  :  A),  fraction 

qui  pourra  être  remplacée  dans  la  limite  par     _    • 

Dans  le  cas  où  Ton    trouve   le  logarithme  dans  les 
tables,  la  limite  de  l'erreur  est 

•^.  (  A  —  I  ) 
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parce  qu'alors  il  faut  mettre  8  =  o,  à  cause  de  quoi  le 
tenue  Sy  disparaît  dans  le  numérateur. 

La  fraction  (2')  représente  la  limite  de  ce  qu'on  de- 
vrait ajouter  au  nombre  tabulaire,  si  le  logarithme  qui 
nous  sert  à  calculer  le  nombre,  ainsi  que  le  logarithme 
tabulaire,  pouvaient  être  donnés  exactement. 

Comme  exemple,  calculons  la  surface  d'un  triangle 
par  la  formule 


ou 


ç,       a'sinBsinC 

~  2Sin(BH-G) 

> 

a  -  4 13,386,         B  -  36°47'  ^3', 

G  =  49"25'4o^ 

ilcul  sera 

log  a*  =  5,2327116 

approché  à  2^ 

log  sin  B  =  1,77733976 

»             I  \ 

log  sin  G  —  1,8806774 

»             I  -| 

log  2- 1,6989700      ( 

') 

log  sin  (B  -f-  G)  —  0,00094708 

»             I  \ 

log  S -4,59054534 

approché  à  5  -J 

Nous  trouverons  dans  les  tables  cinq  chiffres  entiers  : 

38953  auxquels  il  faudra    ajouter  la   fraction  ^^^  en 

*      1     i>  5-h3        4 

tenant  compte  de  1  erreur  =  —  • 

*-  2. III      III 

En  effectuant  la  division  49 > 4  •  11^9  nous  obtenons 

le  premier  chiffre  du  quotient  4  et  le  reste  4  96^  le  second 

chiffre  du  quotient  sera  aussi  4 7  et  le  reste  correspon- 


(*)  Nous  ne  marquons  pas  l'approximalion  de  log  2,  car,  si  môme 
on  prenait  ce  logarithme  avec  huit  chiffres,  il  serait  o,3oio3ooo,  sa 
valeur  plus  exacte  étant  0,80102999566 

Gomme  le  nombre  2  entre  souvent  dans  les  calculs,  il  vaut  la  peine 
de  se  souvenir  que  son  logarithme  n'augmento  pas  l'erreur,  excepté 
le  cas  où  il  serait  multiplié  par  un  nombre  considérable. 
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dant  Oy  I  a.  Si  nous  prenons  S  =  38g53y47  cette  valeui- 
sera  en  tout  cas  trop  petite,  la  partie  omise  de  raccrois- 

seinent  —  étant  plus  grande  que  Terreur  du  sens  indé- 

fini  -^:  mais  Terreur  par  défaut  sera  moindre  que-^» 
III  '  *^  ^111 

et  aussi  moindre  que  o ,  i .  Si  nous  prenons  S  =  38953  944t 
la  limite  de  Terreur  sera  ii-^,  moindre  que  o,o4. 

Supposons  maintenant  que  les  données  de  ce  calcul  ne 
sont  pas  des  nombres  exacts,  mais  approchés  eux-mêmes 
à  I  de  leur  dernier  chiffre.  Conformément  à  la  signifi- 
cation convenue  du  mot  unité  dans  le  nombre,  la  limite 
de  cette  erreur  aura  pour  chaque  nombre  l'expres- 
sion ^. 

Pour  le  nombre  a,  la  diilérence  tabulaire  est  io3; 
mais,  après  io5,  nous  trouvons  des  différences  io6  :  donc, 
pour  limite  supérieure  de  cette  différence,  il  faut  pren- 
dre io6,  et  Terreur  du  logarithme  de  a^^  provenant  de 
Tinexactitude  du  nombre,  aura  pour  limite 

2.j^.io6  =  ai  ,2  J. 

On  pourrait  calculer  de  môme  les  limites  dans  les  lo- 
garithmes des  sinus,  mais  nous  rencontrons  dans  cet 
exemple  un  cas  spécial  :  (B  -h  C)  étant  moindre  que  90°, 
les  erreurs  de  B  et  de  C  donnent  des  erreurs  de  môme 
sens  dans  les  logarithmes  des  sinB  et  sin  C  que  dans  le 
logarithme  de  sin  (B-f-  C),  et,  comme  ce  dernier  loga- 
rithme doit  ôlre  retranché  de  la  somme  des  deux  pre- 
miers, Terreur  totale  sera  aussi  la  différence  des  erreurs 
correspondantes  (*).  Nous  obtenons  pour  limite  de  ces 


(*)  Désignons  les  erreurs  de  B  et  C  par  a  et  ^  (qui  sont  de  signes 
indéterminés),  l'erreur  de  (B+  C)  sera  alors  (01+  p);  désignons  les 
limites  des  différences  tabulaires  correspondantes  par  aJi,  aJ;  cl  ii+tî 
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trois  erreurs ^(282—  i3)-}t-^(i8i  —  i3)  =  43,7|, 
de  manière  que  la  limite  de  Terreur  totale,  dans  le  loga- 
rithme, sera 

(5 -h  21,2 -h  43,7)  ï,  c'est-à-dire  70  J-, 

et  la  limite  de  l'erreur  dans  le  nombre  — —  =  — ^• 

2. m         III 

L'accroissement  du  nombre  étant  comme  auparavant 

-^^>  si  l'on  prend  pour  S  les  cinq  chiffres  entiers,  on 

a  une  valeur  de  S  approchée  par  défaut  à   moins  de 

— ^>  c'est  à-dire  à  moins  d'une  unité.  Si  l'on  prend  S 

avec  le  premier  chiffre  décimal,  le  sens  de  l'erreur  reste 

indéterminé,  et  la  limi  te  de  Terreur  est  — ^  -h  ^^  >  c'est- 
.    ^  III       112 

à-dire  moindre  que  0,4» 


CERCLE  TANGENT  A  TROIS  CERCLES  DONNÉS; 

Par  m.  V.  HIOUX, 

Professeur  au  lycée  de  Nantes. 


1 .  La  solution  qui  suit  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, celle  de  Gergonne,  qui  se  trouve  ainsi  complètement 
justifiée. 

Donnons-nous  trois  cercles  (A),  (B),  (C),de  rayons 
inégaux;  plaçons  les  centres  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  ABC  et,  pour  fixer  les  idées,  supposons  chaque 
cercle  extérieur  aux  deux  autres.  Appelons  G'  le  centre 

la  limite  de  Terreur  sera 

a  a'b  +  ?  At  -  (a  +  p)  S!^^^  =  a  (  A'b  -  Ai^.c)  -1-  fJ(  AJ;  -  A^^»^), 

où  alors  pour  Ag^.^;  il  faudra  prendre  non  la  limite  supérieure,  mais 
la  limite  inférieure. 
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do  similiLude  directe  de  (A.)  et  de  (B);  de  même  A'  le 
cenlre  de  sîmîlîlude  directe  de  (B)  cl  de  (C);  enfin  B'  le 


centre  de  similitude  directe  de  (C)  et  de  (A).  Les  cen- 
tres de  similitude  inverse  correspondants  pourront  être 
désignés  par  C'^ ,  A  j ,  B'^ . 

Si  un  cercle  (co)  louche  deux  quelconques  des  cercles 
donnés,  (A)  et  (B)  par  exemple,  en  a  et  J,  les  points 
de  contact  seront,  dans  le  système  (A),  (B),  (to),  ou  deux 
centres  de  similitude  de  môme  nature,  ou  deux  centres 
de  similitude  de  nature  différente. 

En  considérant  le  premier  cas,  on  a  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  les  points  de  contact  d'un  cercle 
(^(ù)  et  de  deux  cercles  (A)  e^  (B)  sont  deux  centres  de 
similitude  de  même  nature  : 

I®  lies  points  de  contact  a  et  b  sont  antihomologues 
par  rapport  au  centre  de  similitude  directe  C  de  (A) 
et  de  (B)  ; 

2°  Le  cercle  (a>)  coupe  orthogonalemenl  un  cercle 
fixe  (H)  de  centre  C. 
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3"^  La  cercle  (II)  a  le  même  axe  radical  que  les 
cercles  (A)  et  (B). 

Démonstration .  —  i"  On  observe  d'abord  que  les 
trois  centres  de  similitude  a,  b  et  C!  sont  en  ligne  droite, 
puisque  les  deux  premiers  sont  de  même  nature  et  que 
C/  est  un  centre  de  similitude  directe. 

Soit  M  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à  (w)  eu 
a  elb\  ces  tangentes  sont  égales  et  par  suite  le  point  M 
est  sur  Taxe  radical  de  (A)  et  (B)^  il  suit  de  là  que 
les  points  a  Ql  b  sont  antihomologues  par  rapport  au 
point  C,  Tune  des  origines  d'inversion  de  (A)  et  de(B). 

1^  Soit  X  la  puissance  d'inversion  pour  le  point  C. 

On  a 

C'axC'6  =  X. 

Donc  le  cercle  (w)  coupe  orthogonalement  un  cercle 

(H),  de  centre  C  et  de  rayon  y/X. 

3°  On  observe  d'abord  que  tout  cercle  passant  par 
les  points  a  et  è  de  (A)  et  de  (B),  antihomologues  par 
rapport  à  C,  coupe  orthogonalement  le  cercle  d'inver- 
sion (H)  relatif  à  C. 

Considérons  en  particulier  le  cercle  (w|  )  de  centre  M 
et  de  rayon  I\Ia  =  M6;  il  coupe  orthogonalement  les 
cercles  donnés.  Soit  m  un  de  ses  points  de  rencontre 

avec  (H).  On  a  C'a  x  C  é  ^  X  =  Cm  :  donc  QJ m  est 
une  tangente  menée  de  C  au  cercle  (W|).  Dès  lors  Mm 
est  perpendiculaire  sur  Cm  et  se  trouve  tangent  à  (H) 
en  m.  On  a  Ma  =  Mi  =  Mm.  Le  point  M  est  d'égale 
puissance  par  rapport  à  (A),  (B)  et  (H),  dontles  centres 
sont  sur  la  même  droite  AU. 

Les   trois    cercles    ont   donc    le   même    axe   radical. 

c.  (^.  F.  n. 

Théorème  IL   —  Si  un  cercle  (w)  coupe  orthogo- 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  X.  (Septembre  1891.)        28 
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naîemeiit  le  cercle  (Vins^ersion  (H)  et  touche  (A) en  a, 
il  touche  également  (B)  en  un  point  b  antihomolof^ue 
de  a  par  rapport  au  centre  de  similitude  directe  C 

En  effet,  si  Ton  forme  la  figure  inverse  du  système  (A), 
(b))  et  (H)  en  prenant  C!  pour  origine  et  \  pour  module, 
le  cercle  (H)  se  conserve,  le  cercle  (ù>)  est  à  lui-même 
son  inverse  et  vient  toucher  Tinverse  de  (A)  qui  est  (B) 
en  un  point  b^  anti-homologue  de  a  sur  la  droite  G  a, 

c.  Q.  F.  D- 

2.  Cela  posé,  soit  (o))  un  cercle  touchant  (A),  (B) 
et  (C)  respectivement  en  «,  b  et  c,  les  points  de  contact 
étant  des  centres  de  similitude  de  même  nature  pour  le 
groupe  (A,  B)  d'une  part,  pour  le  groupe  (A,  C)  d'autre 
part,  et  par  suite  pour  le  groupe  (B,  C). 

Soit  (H)  le  cercle  d*in\ersion  de  centre  C  pour  (A) 
et(B)^  soit  de  même  (K)  le  cercle  d*inversîon  de  centre 
B'  pour  (A)  et  (C).  Le  cercle  cherché  (cj)  doit  couper 
orthogonalement  chacun  des  cercle»  d'inversion  (H)  et 
(K).  Donc,  en  vertu  du  théorème  II,  on  est  ramené  au 
problème  suivant  : 

Tracer  un  cercle  coupant  orthogonalement  les  cer- 
cles d' inx^ersion  (H)  et  (K)  et  touchant  l'un  des  cercles 
donnés^  le  cercle  {k.)  par  exemple, 

La  solution  du  problème  dépend  des  deux  lemmes 
suivants  : 

Lemme  I.  —  Tous  les  cercles  coupant  orthogonale- 
ment les  cercles  (H)  et  (K)  ont  pour  axe  radical  la 
ligne  des  centres  G  B'  de  ces  deux  cercles  y  c'est-à-dire 
l'axe  de  similitude  directe  des  cercles  proposés. 

Considérons  en  effet  deux  quelconques  de  ces  cercles 
((o<  )  et  ((0,)  :  ils  sont  coupés  orthogonalement  par  (H) 
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et  par  (K);  donc  leur  axe  radical  passe  par  G',  centre  de 
(H),  et  par  B',  centre  de(K)5  cet  axe  radical  est  donc  la 
droite  C'B'.  c.  q.  f.  d. 

Lemme  II.  —  Uaxe  radical  du  cercle  (A),  par 
exemple,  et  d'un  cercle  variable  (w,)  coupant  oriho- 
gonalement  (H)  et  (K)  tourne  autour  d'un  point  fixe 
(I)  de  V axe  de  sindlitude  directe  des  cercles  donnés, 
quand  le  centre  dei^iù^)  se  déplace  sur  Vaxe  radical 
de  (H)  et  de  (K). 

Au  cercle  (A),  associons  deux  cercles  (a>|)  et  ((1)2)  or- 
thogonaux à  (H)  et  (K);  leur  centre  radical  I  est  un 
point  de  l'axe  radical  de  {^\)  et  (0)2),  c'est-à-dire  un 
point  de  C'B';  si  Ton  fait  varier  le  cercle  (to^)  toujours 
orthogonal  à  (H)  et  à  (K),  le  point  I,  intersection  des 
deux  axes  radicaux  fixes,  ne  changera  pas;  donc  Taxe 
radical  tournera  autour  du  point  I.  c.  q.  f.  d. 

Jtemarque.  —  Sans  tracer  les  cercles  (H)  et  (K),  on 
peut  obtenir  à  volonté  un  cercle  (o>,)  qui  les  coupe 
orthogonalement. 

Pour  cela,  il  suffit  de  se  donner  un  point  p  sur  (A)  et  de 
construire  son  anti homologue  ç  sur  (B)  par  rapport  à 
C  et  son  antihoniologue  p  sur  (C)  par  rapport  à  B'. 

On  sait  que  tout  cercle  passant  par  petq  coupe  or- 
thogonalement le  cercle  (H)  et  que  tout  cercle  passant 
par/;  et  /'  coupe  orthogonalement  le  cercle  (K).  Donc 
un  cercle  ((Oi)  circonscrit  au  triangle  pqr  coupera  ortho- 
gonalement les  deux  cercles  (H)  et  (K).  En  menant  du 
centre  0^  de  (<*><)  la  perpendiculaire  sur  l'axe  de  simi- 
litude directe  des  cercles  donnés,  on  aura  l'axe  radical 

de(H)et(K)(0. 


C)  En  outre,  l'axe  radical  de  (w,)  et  de  (A)  tournit  le  point  I  par 
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3.  Ou  peut  niaiult'uaut  résoudre  le  problème  en  ques- 
tion d'une  manière  tout  à  fait  générale  : 

Règle  générale,  —  Pour  tracer  un  cercle  (03)  tou- 
chant de  la  même  manière  trois  cercles  donnés  (A),  (B) 
et(C)  : 

i^  Construisez  Taxe  de  similitude  directe  des  cercles 
donnés  et  tracez  un  cercle  (wi  )  coupant  orthogonalement 
les  cercles  d'inversion  (H)  et  (K)^ 

2®  Du  centre  O^  de  (w<)  menez  la  perpendiculaire 
0|F  sur  l'axe  de  similitude  et  construisez  l'axe  radical 
de((04)  et  du  cercle  (A),  par  exemple,  lequel  coupe  en  I 
Taxe  de  similitude  en  question^ 

3°  Du  point  I  menez  la  tangente  \a  au  cercle  (A)  et 
prolongez  le  rayon  ka  de  ce  cercle  jusqu'à  sa  rencontre 
en  O  avec  O^F.  Le  cercle  (oj)  de  centre  O  et  de  rayon 
Oa  répond  à  la  question. 

Il  y  a  deux  solutions;  car  du  point  I  on  peut,  en  gé- 
néral, mener  une  deuxième  tangente  la'  au  cercle  (A),  ce 
qui  fournît  un  deuxième  cercle  (w')  répondant  égale- 
ment à  la  question. 

Ce  procédé  de  solution  n'exige  pas  que  le  centre 
radical  des  cercles  donnés  soit  à  distance  finie. 

Mais,  comme  c'est  le  cas  le  plus  intéressant,  il  est  bon 
de  l'étudier  d'une  façon  toute  particulière. 

4.  Soit  P  le  centre  radical  des  cercles  donnés  :  c'est 
le  centre  d'un  cercle  (R)  coupant  orthogonalement  les 
cercles  donnés;  il  coupe  aussi  orthogonalement  chacun 
des  cercles  (H)  et  (K),  par  suite  d'une  propriété  déjà 
démontrée.  L'axe  radical  des  cercles  (H)  et  (K)  est  donc 
la  perpendiculaire  PF  menée  du  point  P  sur  l'axe  de 


où  vient  passer  la  tangente  en  a  au  cercle  (A)  et  au  cercle  cher- 
ché (w). 
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similitude  directe  des  cercles  proposés.  En  outre,  pour  la 
détermination  du  point  I,  le  cercle  radical  (R)  peut  ici 
tenir  lieu  du  cercle  (co^  )  déjà  considéré. 
On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Règle  particulière,  —  Pour  tracer  un  cercle  tou- 
chant de  la  même  manière  trois  cercles  (A),  (B),  (C) 
dont  les  centres  ne  sont  pas  en  ligne  droite  : 

1°  Construisez  l'axe  de  similitude  directe  et  le  centre 
radical  P  des  trois  cercles  et  menez  de  ce  point  la  per- 
pendiculaire PF  sur  Taxe  en  question  ; 

2°  Déterminez  le  point  de  rencontre  I  de  cet  axe  et  de 
la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle  (A),  par 
exemple,  et  du  point  I  menez  les  tangentes  la  et  la'  à 
ce  cercle  *, 

3®  Tracez  les  rayons  Aa  et  Aa  et  prolongez-les  jusqu'à 
la  droite  PF  en  O  et  en  O'.  Vous  avez  ainsi  les  centres 
de  deux  cercles  (w)  et  (o>')  qui  répondent  à  la  question 
et  qui  touchent  (A)  en  «  et  en  a'. 

Remarque,  —  l^a  corde  de  contact  aa\  polaire  du 
point  I  par  rapport  au  cercle  (x\),  passe  en  P,  puisque  I 
est  sur  la  polaire  de  P.  Soit  a  le  pôle  par  rapport  à  (A) 
de  l'axe  de  similitude  directe;  ce  pôle  est  sur  aa'.  Cette 
droite  est  donc  déterminée  par  ce  pôle  a  et  le  point  P. 

On  verrait  de  même  que,  si  bV  est  la  corde  de  contact 
de  (B)  avec  (w)  et  (co^),  elle  passe  par  P  et  par  p,  pôle  par 
rapport  à  (B)  de  Taxe  de  similitude.  Même  observation 
pour  la  corde  de  contact  ce'  de  (C)  avec  (w)  et  (co'). 

Corollaire,  —  La  solution  de  Gergonne  est  une  con- 
séquence de  la  précédente  et  se  trouve  dès  lors  complè- 
tement justiOée. 

Observation  finale.  —  Les  cercles  d'inversion  (H)  et 
(  K)  n'interviennent  que  par  leur  axe  radical  PF.  Orque 
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les  modules  correspondant  à  deux  cercles  d'inversion 
soient  positifs  ou  négatifs,  leur  axe  radical  sera  toujours 
la  perpendiculaire  menée  de  P  sur  Taxe  de  similitude  qui 
contient  leurs  centres. 

On  est  ainsi  conduit  a  appliquer  la  construction  pré- 
cédente à  l'un  quelconque  des  quatre  axes  de  similitude, 
en  observant  que  les  cercles  (co)  et  (a)')  ne  toucheront  plus 
de  la  même  manière  les  trois  cercles  donnés.  La  polaire 
déjà  utilisée  du  point  P  par  rapport  au  cercle  (A)  servira 
pour  chacun  des  axes  de  similitude.  On  a  ainsi,  en  géné- 
ral, quatre  groupes  de  deux,  c'est-à-dire  huit  cercles 
tangents  à  trois  cercles  donnés. 

La  môme  méthode  s'applique  quand  l'un  des  cercles 
est  remplacé  par  une  droite  ou  par  un  poiut  et,  en  géné- 
ral, quand  on  conserve  au  moins  un  cercle  sur  trois. 
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CO.HSTRUCTIOSI  GÉOMÉTRIQUE  DU  CENTRE  DE  GOURDURE  E^ 
m  POINT  DUNE  COURRE  RAPPORTÉE  A  DES  COORDONNÉES 
POLAIRES; 

Par  m.  nUSQUIN  DE  RHÉVILLE, 
Ingénieur  civil. 


I.   Soit  O  {fig»\)  le  pôle  du  système  de  coordonnées. 
On  sait  que  le  segment  OJN,  limité  sur  le  rayon  vec- 

leur  d'angle  polaire  io -^ — par  la  normale  AN  en    un 


point  Â.  de  coordonnées  p  et  o),  a  pour  valeur 


0N  = 


_  ^P 


d(ji 


Nous  nous  proposons  d'indiquer  une  interprétation 
géométrique  des  quantités  -r-^  et  -^-f' 


C?2p 


II.  Représentation  géométrique  de  ^~«  —  Soit  C  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  au  point  A  :  menons  NF 


Fig.  I. 


perpendiculaire  à  la  normale  AN  jusqu'à  sa  rencontre 
en  F  avec  le  rayon.  Joignons  CF  et  menons-lui  la  pa- 
rallèle N'G  par  le  point  N'  symétrique  de  N  par  rap- 
port à  C.  Cette  dernière  droite  rencontre  le  rayon  OA 
en  un  point  G,  tel  que 


le  signe  —  indiquant  que  le  point  G  tombe   sur  OA 

ddi" 


ou  sur  son  prolongement  suivant  que  ^^  est  négatif  ou 


positif. 
En  ellet, 


OG  r-r  FG  -  FO  =  AN  -^  -  AF  -  ^ 

A(i  OA 


(  4i3  ) 
En  remplaçant  dans  celte  expression  les  quantités  par 
les  valeurs  suivantes 


AN 


'['■HÈ)'] 


AF 


-ïb'Hm 


0N=^,  AG  = 


I  rfp  V       flf«p 


d%ù  ) 


diii^ 


on  obtient  Tégalité  cherchée 

III.   Centre  de  courbure  d'une  conchoïde,  —  Ré- 

ciproquement,  si  Ton  connaît  la  valeur  de  -t\^  on  peut 

construire  linéairement  le  centre  de  courbure  C. 

Il  suffit  de  porter  sur  le  rayon  vecteur  OA  une  lon- 

gueur  OG  =  -T-^  et  de  joindre  le  point  F  au  milieu  m 

Fig.  2. 


de  NG.  Cette  droite  F;»  passe  au  centre  de  courbure  C 
cherché  {Jig-  2). 
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Si  un  poitil  A'  décrit  une  conchoïde  de  la  courbe 
donnée,  c'est-à-dire  si  AA'  est  constant  quel  que  soit  le 

point  A,  les  quantités  ^,  ^~  sont  identiques  en  A  et 

en  A'  et  le  point  m  est  fixe  quelle  que  soit  la  lon- 
gueur A  A'. 

Pour  construire  le  centre  de  courbui*e  C  de  la  con- 
choïde au  point  A',  on  mène  NF'  perpendiculaire  à  la 
normale  J\A' jusqu'à  sa  rencontre  en  F'  avec  le  rajon  OA. 
La  droite  F  m,  joignant  le  point  F'  au  milieu  m  de  MG, 
passe  au  centre  de  courbure  C  cherché. 

IV.  Représentation  géométrique  de  -j-i'  —  Joi- 
gnons le  centre  C  de  courbure  au  pôle  O  et  soit  D  le 
point  de  rencontre  de  cette  droite  CO  avec  la  perpen- 
diculaire ND  à  la  normale  AN  {fig*  3). 

Fig.  3. 


La  droite  AD  rencontre  ON  en  un  point  B  tel  que 

1 


OA  X  OB  = 


d^ 


Oi 


f/p' 


En  effet,  le  triangle  ABN  coupé  par  la  transversale 
GOD,  nous  donne 


i-M>      /-vivT       A.G       DB 
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On  voit  facilement  que 


DB  _  QnVoB.QN 

^^  AN 

La  première  égalité  devient  alors,  en  y  remplaçant 
Xjy  par  sa  valeur  et  en  la  résolvant  par  rapport  à  OB, 

0B=  ^'-^^ 


an'— AG (an* -4- on') 
En  substituant  aux  quantités  géométriques  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  p,  -j^  et  -j-^j  onobtîeAt,  après  sim- 
plification, 

/dpy 

En  se  rappelant  que 

^.  d*iù  d^o  /du>\^ 

p  =  OA.  ^=__^— j, 

ceci  peut  s'écrire,  sous  la  forme  cherchée, 

OAxOB  =  -ji-. 

V.  Réciproquement,  si  Ton  connaît  la  valeur  de  -r-j- 

au  point  A,  on  peut  construire  linéairement  le  centre  C 
de  courbure. 

Il  suffit  de  porter  sur  le  rayon  vecteur  d'angle  polaire 

(1)  -I-  -  une  longueur  OB  telle  que 

M» 

0B  =  — i— , 
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cl(î  joindre  Ali  qui  rencontre  en  Dla  perpendiculaire  ]M) 
à  la  normale  AN  menée  par  rexlrémilé  N  de  la  sous- 
normale  polaire  {fig^  4) 

Fig.  f\. 


J) 


La  droite  DO  passe  au  centre  de  courbure  C  cher- 
ché. 

Remarquons  que  si,  parle  point  N,  on  mène  une  pa- 
rallèle à  la  droite  FB,  elle  rencontre  le  rayon  vecteur 
au  point  G  précédemment  défini  par  la  relation 


En  edet, 


0G  =  -P.- 


OG  =  OF^  =  ^^^^ 


ON 


on        OA   OB        OA.OB 


et.  comme 


OA.OB  = 


d^tii 


0N  =  ^, 


on  voit  que 


dçi- 


(4i7) 


RÉALISATION  ET  USAGE  DES  FORMES  IMAGINAIRES 

EN  GÉOMÉTRIE. 

Conférences  données  par  M.  MAXiMaiEN  MARIE 

au  Collège  Stanislas^  à  Saiate-Barbe ,  à   i'ÉboIe  Sainte-Geneviève 

et  à  l'École  Monge  (*). 


Sommaire  de  la  théorie  du  développem^ent  en 
série  y  par  la  formule  de  Tajlor^  d^une  fonction 
Implicite   r,    définie   par    une    équation    algébrique 

1 .  Pour  qu'une  série  à  termes  imaginaires  soîl  conver- 
gente, il  faut  que  la  série  des  parties  réelles  de  tous  ses 
termes  et  la  série  de  leurs  parties  imaginaires  soient 
séparément  convergentes,  c'est-à-dire  que,  si  le  terme 

général  est  représenté  par  Au  -+-  B«  \/ —  i  ^  il  faut,  pour 
que  la  série  soit  convergente,  que  ÂuCt  B^,  et  par  consé- 
quent y^A^  -i-  B^,  tendent  vers  zéro. 

2.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable,  et  dont  tous  les  coefficients  sont 
finis,  est  toujours  convergente  lorsque  la  variable  ne 
prend  que  des  valeurs  dont  le  module  soit  suffisamment 
petit. 

3.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable  reste  convergente  lorsque  le  mo- 
dule de  la  variable  reste,  si  peu  que  ce  soit,  inférieur  à 
une   certaine  limite,   et  devient  divergenle  lorsque  le 


(  '  )  Voir  t.  X,  p.  373. 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  X.  (Septembre  1891.)  29 
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module  de  la  variable  dépasse^  de  si  peu  que  ce  soit, 
cette  même  limite.  Lorsque  le  module  de  la  variable 
atteint  la  limite  en  question,  la  série  est  convergente  ou 
divergente,  selon  la  valeur  de  la  variable  elle-même^ 
mais  la  série,  dans  ce  cas  douteux,  ne  pourrait  pas  être 
utilisée  comme  étant  trop  peu  convergente,  si  elle  Té- 
tait; en  sorte  qu'il  importe  peu  de  savoir  ce  qu'il  en  est. 

'  4.  Une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes d'une  variable  est  convergente  ou  divergente, 
sauf  les  cas  douteux,  en  même  temps  que  toutes  ses  déri- 
vées ou  intégrales. 

5.  Si  Xq  et  j-q  sont  deux  valeurs,  qui  se  correspondent, 
de  la  variable  x  et  de  la  fonction  j^,  définie  par  une 
équation  algébrique /*(j:,j^)  =  o,  la  série 

qui  reste  convergente  tant  que  le  module  de  (x  — Xq) 
reste  suffisamment  petit,  mais  à  condition  qu'aucun  des 

coefficients  différentiels  ( -r-]  >  ( -r^  ) 

\duJo    \du^  / 

fini,  définit  l'ordonnée  d'un  lieu  tel  que,  si  aux  deux 
équations  /(x,^)  =  o  d'une  part  et  j'=  la  série,  de 
l'autre,  on  adjoignait  une  môme  relation  complémentaire 
quelconque  cp(a,  p,  a',  P',)=  o,  les  deux  courbes  déter- 
minées, sur  les  deux  lieux  superficiels,  par  cette  condi- 
tion, auraient  au  point  [xq,  ^o]  ^^  contact  d'ordre 
infini,  c'est-à-dire  se  confondraient  dans  une  étendue 
plus  ou  moins  grande  k  partir  du  point  [^o^^o]- 

6.  Les  ordonnées  des  deux  lieux  superficiels 

f{Xyy)  =  o        et        j' =  la  série 
se  confondront  donc  aussi  dans  un  intervalle  plus  ou 


9  •••  ne  soit  m- 

0 


J 
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moins  étendu,  c'est-à-dire  que  la  série  fournira,  dans  un 
intervalle  plus  ou  moins  étendu,  la  valeur  de  la  fonc- 
tion y  définie  par  l'équation  f{x^y)=^  o. 

7.  Mais  ridentité  des  deux  fonctions  ne  sera  jamais 
complète,  d'abord  parce  que  la  série  ne  restera  pas 
toujours  convergente  et  que,  devenue  divergente,  elle  ne 
définirait  plus  aucune  fonction;  en  second  lieu  parce  que 
la  fonction j^,  définie  par  Téquation  y(x,^)  =  o,  aurait 
toujours  m  valeurs,  pour  toute  valeur  de  j:,  si  Téquation 
/(.r,jK)  =  o  était  de  degré  m  par  rapport  ky^  tandis 
que  la  fonction  définie  par  la  série,  supposée  convergente, 
n'en  aura  jamais  qu'une. 

8.  La  série  ne  définira  donc  jamais  qu^un  segment  de 
la  fonction^,  définie  par  l'équation  fi^x^y)  =0,  et  l'iden- 
tité  des  deux  fonctions  ne  s'étendrait  en  tous  cas  que 
jusqu'aux  valeurs  de  x  telles  que  le  module  de  (x — x^^ 
restât  assez  petit  pour  que  la  série  elle-même  restât 
convergente. 

9.  Les  solutions  del'équation  j^  =  la  série  formeront 
plaque  sur  le  tableau,  comme  celles  de  l'équation 
f{x^y^-=-  o,  mais  la  preuiière  plaque  ne  sera  jamais 
qu'une  portion  de  la  seconde.  Cette  première  plaque 
s'appellera  la  région  de  convergence Gi  le  lieu  des  points 
situés  sur  son  contour  s'appellera  le  périmètre  de  la 
région  de  convergence. 

10.  La  valeur  que  ne  devrait  pas  dépasser  le  module 
de  (o:  — Xq)^  pour  que  la  série  restât  convergente,  dé- 
pend, par  rapport  au  lieu  f{x^y)  =  o,  du  système  des 
deux  valeurs  initiales  Xq  et  y^  de  x  et  de  j.  Si  À^  est  la 
valeur  qui  convient,  en  raison  de  la  position  du  point 
origine  [j^o^^^o]?  le  périmètre  de  la  région  de  conver- 
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geiice   sera   déiinî,  quant  aux  abscisses  do  ses  points, 
par  la  condition 

et  quant  à  ses  ordonnées,  par  les  deux  équations  conte- 
nues dans 

auxquelles  on  joindrait  les  équations 

a7!=a-i-P        et       j^j  =  a'-l-P'. 

11.  L'équation  du  périmètre  de  la  région  de  conver- 
gence sera  toujours  algébrique,  si  l'on  suppose  algébrique 
Téquation  f(x^y)=  o\  mais  la  courbe  représentée  par 
cette  équation  fournirait  beaucoup  de  branches  para- 
sites. Il  faudrait  en  elfet  éliminer  toutes  celles  de  ces 
branches,  en  nombre  m  —  i ,  dont  les  ordonnées  ne  satis- 
feraient pas  à  l'équation  y  =  la  série. 

12.  Lorsqu'une  fonction  atteint  une  valeur  inGnie 
pour  une  valeur  finie  de  sa  variable,  toutes  ses  dérivées 
deviennent  aussi  infinies^  lorsqu'une  des  dérivées  d^une 
fonction  devient  infinie,  tontes  les  suivantes  le  devien- 
nent aussi. 

13.  Un  point  d'un  lieu  où,  soit  l'ordonnée  et  ses  déri- 
vées, soit  une  des  dérivées  de  l'ordonnée  et  toutes  les  sui- 
vantes, deviennent  infinies,  ne  peut  jamais  se  trouver 
dans  l'intérieur  de  la  région  de  convergence,  puisque, 
dans  l'hypothèse  contraire,  ou  bien  la  série  pourrait 
prendre  une  valeur  infinie  et  rester  convergente,  ou 
bien  ce  serait  une  des  dérivées  de  la  série  qui  pourrait 
prendre  une  valeur  infinie  et  rester  convergente. 

Mais  il  se  trouvera  toujours  au  moins  un  de  ces 
points  sur  le  périmètre  de  la  région  de  convergence, 
parce  que  celles  des  dérivées  de  la  fonction  qui  devîen- 
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(Iraient  infinies  au  delà  de  la  région  de  convergence 
acquerront  déjà,  en  deçà,  des  valeurs  très  grandes  four- 
nies encore  par  les  dérivées  correspondantes  de  la  série 
primitive^  et  que  la  divergence  ne  pourra  se  produire, 
pour  ces  séries  dérivées,  qu'à  Tinstant  ou  elles  devraient 
acquérir  des  valeurs  infinies. 

Les  séries  dérivées,  d^ordres  moins  élevés,  tomberont 
alors  dans  le  cas  douteux  et  seront  sur  le  point  de  deve- 
nir divergentes,  comme  on  Ta  dit  plus  haut,  en  ce  sens 
seulement  que  le  terme  général  n'y  tendra  plus  vers 
zéro,  ce  qui  ne  veut  pas  dire  que  la  somme  d'un  assez, 
grand  nombre  des  premiers  termes  croîtrait  i indéfini- 
ment. 

14.  Les  points  particuliers  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion prennent  le  nom  de  points  critiques  du  lieu  en  ques- 
tion. Les  uns,  comme  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  Taxe  des  j^,  varient  dans  le*  lieu  avec  la 
direction  de  Taxe  des  j'^  les  autres,  au  contraire, 
comme  la  plupart  des  points  derebroussement,  resteni 
fixes  dans  le  lieu. 

15.  La  première  chose  à  faire  pour  préparer  la  dis- 
cussion de  la  série  suivant  laquelle  se  développe  l'or- 
donnée d'un  lieu  est  de  déterminer  exactement  tous  les 
points  critiques  de  ce  lieu. 

A  cet  égard,  on  remarquera  d'abord  que  les  dérivées 
d'une  fonction  ne  peuvent  devenir  infinies,  à  partir 
d'un  certain  ordre,  qu'aux  points  ou  cette  fonction  a 
acquis  plusieurs  valeurs  égales. 

On  commencera  donc  par  relever  tous  les  points  du 
lieu  où  plusieurs  valeurs  de  l'ordonnée  se  confondraient. 

Soient  X  et  y  les  coordonnées  de  l'un  d'eux  et  p  son 
degré  de  multiplicité.  Si  les  dérivées  premières  de  ces  p 
valeurs  dey  sont  toutes  finies  el  dillércntes,  leurs  déri- 
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vées  dWdres  plus  élevés  resteront  toutes  Gnies  etlepoiut 
en  question  ne  sera  pas  critique. 

Si  /;  —  ij  de  ces  dérivées  se  séparent  des  autres,  sans 
devenir  infinies,  et  ont  des  valeurs  distinctes,  le  point 
considéré  ne  sera  pas  critique  relativement  aux  formes 
correspondantes  de  la  fonction j^. 

Si,  sur  les  q  dérivées  restantes,  q^-rj&e  séparent  des 
autres  en  devenant  infinies,  le  point  en  question  sera 
critique  par  rapport  aux  q  —  r  formes  correspondantes 
de  la  fonction  y. 

On  ne  pourra  encore  rien  dire  relativement  aux  /* 
dernières  formes  de  la  fonction,  mais  on  les  dérivera  de 
nouveau  jusqu'à  ce  que  les  dérivées  ultérieures  se  sépa- 
rent ou  deviennent  infinies,  ce  qui  arrivera  tôt  ou  tard, 
parce  que,  si  les  dérivées  des  ordonnées  de  quelques 
branches  du  lieu  restaient  indéfiniment  confondues,  ces 
deux  branches  auraient  entre  elles  un  contact  d'ordre 
infini,  ou  se  confondraient  elles-mènios^  ce  qui  ne  sau- 
rait arriver  dans  un  lieu  algébrique  irréductible,  comme 
ou  doit  toujours  supposer  que  soit  le  lieu  en  discussion. 

16.  Tous  les  points  critiques  du  lieu  étant  ainsi  déter- 
minés, la  question  de  la  convergence  de  la  série  suivant 
laquelle  l'ordonnée  y  du  lieu  aurait  été  développée,  à 
partir  d'un  point  origine  [^Tq,  ^o]i  "o^*  critique,  se  ré- 
duira à  savoir  lequel  de  tous  les  points  critiques  se  trou- 
vera sur  le  périmètre  de  la  région  de  convergence  et  dé- 
terminera ce  périmètre,  ainsi  que  la  région  enveloppée. 

La  méthode  à  suivre  pour  résoudre  cette  question  con- 
sistera à  écarter  successivement  tous  ceux  des  points 
critiques  ou  ne  pourrait  pas  se  rendre  un  point  mobile 
[x,  j^],  parti  du  point  [j^^o^J^o])  sans  que  le  module  de 
[x  —  jTq]  eût  du  dépasser  momentanément  celui  de  la 
différence  entre  Xq  et  Pabscisse  d'un  autre  point  cri- 
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tique  [xi,  ^i]  où  aurait  pu  se  rendre  d'abord  le  point 
[a:,  y],  pour  parvenir  au  point  essayé. 

Le  tableau  dressé  d'avance  des  deux  enveloppes  et  de 
toutes  les  conjuguées,  surtout  de  celles  qui  passeraient 
par  les  points  critiques  du  lieu,  facilitera  singulièrement 
la  solution  de  la  question  précédente,  parce  que,  si,  pour 
se  rendre  du  point  [j^qi  Jo]  à  un  point  critique  [^/i,  J^^/i], 
le  point  [x,  j]  devait  forcément  traverser  la  conjuguée 
qui  passerait  en  un  autre  point  critique  [^i^JT*]  et  si, 
pouvant  se  rendre  sur  celte  dernière  conjuguée  ou  sur 
celle  des  enveloppes  qui  l'y  toucherait,  il  pouvait  s'ap- 
procher indéfiniment  du  point  [^<,  y<]  sans  que  le  mo- 
dule de  (x  —  ^o)  dépassât  celui  de  (Xi — ar©),  le  point 
critique  [x„,  y„^  devrait  évidemment  être  écarté  en  pré- 
sence du  point  [^M  ^i],  puisque  la  série  serait  déjà  de- 
venue divergente  pour  x  =  ^i. 

On  arrivera  ainsi  à  déterminer  sûrement  le  point  d'ar- 
rêt de  la  convergence,  sans  autre  difficulté  que  celle 
que  présentera  la  complication  de  l'équation  du  lieu. 

17.  On  s'aidera  puissamment  dans  cette  discussion  en 
s'appuyant  sur  cette  observation  presque  intuitive  que, 
si  le  point  [j:^,^]  peut,  sans  sortir  de  la  région  de  con- 
vergence, se  rendre  sur  une  conjuguée  tangente  à  l'en- 
veloppe réelle,  en  un  point  critique,  il  ne  pourra  pas 
passer  sur  cette  enveloppe  et  réciproquement.  En  effet, 
si  [j^mJKi]  est  ce  point  critique,  le  module  de  [^o  —  ^t] 
sera  toujours  compris  entre  les  modules  des  difîerences 
entre  Xq  et  les  abscisses  de  deux  points  pris  l'un  sur 
l'enveloppe  et  l'autre  sur  la  conjuguée,  à  des  distances 
infiniment  petites  du  point  [^4,  J^i]. 

18.  Si  l'on  déplaçait  d'une  manière  continue  le  point 
origine  [a:©,  jKo]»  1^  région  de  convergence  se  déformerait 
aussi  d'une  manière  continue  ;  le  périmètre  de  cette  ré- 
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gion  pivoterait  d'abord  autour  de  l'ancien  poiut  d'arrêt, 
il  viendrait,  à  un  instant  donné,  passer  par  nn  nouveau 
point  critique  et  abandonnerait  ensuite  le  premier  pour 
pivoter  autour  du  second,  et  ainsi  de  suite. 

19.  J'ai  nommé  courbe  d^ équilibre  entre  deux  points 
critiques  le  lieu  sur  lequel  pourrait  se  déplacer  le  point 
origine  [xo>yo]  s^^s  que  le  périmètre  de  la  région  de 
convergence  cessât  de  passer  à  la  fois  par  ces  deux  points 
critiques. 

La  considération  de  ces  courbes  d'équilibre  facilite 
singulièrement  la  fixation  du  point  d'arrêt  et  ses  dépla- 
cements intermittents,  lors  du  déplacement  continu  du 
point  origine. 

20.  Lorsque,  en  raison  de  la  situation  du  point  origine 
[^oî^o]  ^*"s  le  lieu,  le  point  [j:,j^],  parti  de  ce  point, 
pourra,  par  des  mouvements  en  sens  contraires,  se  rendre 
indifféremment  à  l'un  ou  l'autre  de  deux  points  critiques, 
sans  en  dépasser  d'autres,  on  appliquera  la  règle  de 
Cauchy,  c'est-à-dire  qu'on  prendra  pour  point  d'arrêt 
celui  des  deux  points  critiques  dont  l'abscisse  retranchée 
de^o  donnerait  le  moindre  module. 

21.  Soit  d'abord  pris  pour  exemple  le  lieu 

à^y^  -H  6*  ar'  —  a'  6*  =  o, 
les  deux   points   critiques  sont  [ jt:  =  -H  a,  jk  =  o]  cl 
[x  =  —  a,  ^  =  o],  où  ^  devient  infini. 

La  courbe  d'équilibre  entre  ces  deux  points  est  carac- 
térisée par  l'équation 

(ao— a)«-+-P5  =  (*o +«)*-+- Po         ou         ao  =  o; 

c'est  donc  celle  des  conjuguées  de  Tellipse  qui  la  touche 
en  ses  sommets  situés  sur  Taxe  des  y.  Ainsi,  si  le  point 
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[0*0,^0]  appartient  à  cette  conjuguée,  le  périmètre  de  la 
région  de  convergence  passera  à  la  fois  par  les  deux 
sommets  placés  sur  Taxe  des  x. 

Pour  que  le  point  d'arrêt  soit  [x  =  -|-  a^y  =  o],  il 
faudra  que  a^  et  ^q  satisfassent  à  Tinégalité 

(ao— a)«-hPS<(ao-4-a)»-f-pJ, 

c'est-à-dire  que  a©  soit  positif,  ou  que  le  point  [^o>^o] 
appartienne  à  une  branche  de  conjuguée  tangente  à 
l'ellipse  en  un  point  du  premier  ou  du  quatrième 
quadrant. 

Quelque  part  que  le  point  [jî^oîJ^o]  soit  placé  sur  Je 
lieu,  le  point  [j:^,y]  fourni  par  Téquation  j^=  la  série 
(supposée  convergente)  ne  pourra  jamais  traverser  l'arc 
des  X  pour  passer  d'une  des  branches  sur  l'autre,  de  la 
courbe  réelle  ou  de  la  conjuguée  c=oo,  car  autrement 
la  série  pourrait  fournir  deux  valeurs  de  y  pour  une 
même  valeur  de  x. 

Cette  remarque  sera  souvent  utilisable.  Dans  tous 
It'S  cas  analogues,  le  point  d'arrêt  sera  toujours  un  point 
de  rebroussement  pour  le  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence. 

Le  point  d'arrêt  restant  fixé  au  point[j?=  -t-  a^y=  o], 
c'est-à-dire  ao  restant  positif,  supposons  qu'on  veuille 
savoir  si  le  point  mobile  [^,y]  pourra  passer  sur  la 
courbe  réelle  ou  sur  la  conjuguée  c=  00  :  il  faudra  pour 
cela  remarquer  que,  pour  que  le  point  [x,y]  reste  dans 
rintérîeur  de  la  région  de  convergence,  le  module  de 

{x — ^0)5  011 

(a-ao)«-H(P-Po)*, 

devra  rester  moindre  que  celui  de  (a — Xq)^  ou 

(a-ao)2-4-p?, 
mais  que,  si  le  point  [^,j>^]  doit  se  trouver  sur  la  courbe 
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réelle  ou  sur  la  conjuguée  r;=:  oo,  p,  alors,  sera  nul,  ce 
qui  réduira  la  condition  précédente  à 

(a-ao)«-hPJ  <(a-ao)*-+-pJ 
ou 

a' —  aaoai+  aaa© —  a*  <o. 

Les  racines  de  l'équation  à  zéro  de  ce  trinôme  sont 

ao-+-(a  — «o)     et     «o  — (a  —  «0)1 

de  sorte  que,  pour  que  le  trinôme  soit  négatif,  il  faudra 
que  a  varie  entre 

ao-l-(a— «o)    et    ao--(a— «o); 

si  ao  =  a  =  /i,  le  maximum  sera  a  etle  minimums — 2A; 
et  si  ao=a4-A,   le  minimum  sera  a  et  le  maximum 

Ainsi  le  point  [xj  y]^  représenté  par  réquatîon 
yz=\a  série,  ne  pourra  jamais  passer  de  la  courbe  réelle 
sur  la  conjuguée  c  =  oo  ou  réciproquement. 

Fig.  38. 


Il  pourra  passer  sur  la  courbe  réelle  si  a©  <[  «,  et  sur 
la  conjuguée  c  =  00  si  ao]>  a  (Jîg.  28). 

Si  olq  était  égal  à  a,  le  périmètre  de  la  région  de  con- 
vergence n'aurait  que  le  point  A  de  commun  soit  avec 
la  courbe  réelle,  soit  avec  la  conjuguée  c  =  oo. 
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On  pourrait  aisément  construire  le  périmètre  de  la 
région  de  convergence  pour  une  position  donnée  du 
point  [xo,  yo]^  et  déterminer  la  portion  de  chaque  con- 
juguée dont  les  ordonnées  pourraient  être  fournies  par 
la  série. 

22.  Considérons  maintenant  le  lieu 

at  y\ IjllgJX^  ^t  ^î  ; 

les  points  critiques  sont 

[a?  =  -+-a,  ^=  o]        et        [ar= — a,  j^=o]. 

La   courbe  d'équilibre  est  caractérisée  comme  dans 
l'exemple  précédent  par  la  condition  ao  =  o.  Cette  courbe 

Fi  g.  ag. 


T«^^ 


est  l 'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées,  TBT'T'^B'T"', 
fournie  par  les  solutions  de  la  forme 

de  l'équation  du  lieu  (^fig.  29). 

Pour  que  le  point  d'arrêt  soit  le  point  A,  il  faut  que 
ao>  o,  c'est-à-dire,  si  le  point  [^0»  J^o]  appartient  à  la 
conjuguée  bab'a'^  pour  que  le  point  d'arrêt  soit  le  point 
A,  il  faut  que  le  point  \^Xq^  yo]  soit  placé  sur  la  branche 
baV, 
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23.  Soii  encore  le  lieu 

les  deux  points  critiques  sont 

la  courbe  d'équilibre  est  caractérisée  par  la  condition 

« J  -H  (  po  —  a)«  ==  «î  4-  (  Po H-  a )« 
ou 

Po  =  o  : 

c'est  la  conjuguée  à  abscisses  réelles,  laquelle  touche  Tcn- 

Fig.  3o. 


veloppe  imaginaire  ABA'B'en  ses  sommets  situés  sur 

Taxe  des  y  {fiS'  ^^)' 

Pour  que  le  point  A  soit  le  poinl  d^arrèt,  il  faudra  que 

ou  que  ^0  soit  positif;  c'est-à-dire  que  le  point  origine 
se  trouve  sur  une  detni-conjuguée  tangente  à  l'en Teloppc 
imaginaire  en  un  point  de  Taxe  BAB'. 

(  A  suivre,  ) 
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THÉORÈME  FONDAMENTAL  POUR  LA  RÉSOLUTION  NUMÉRIQUE 

DES  ÉQUATIONS  (M; 

Par  m.  E.  GARVALLO, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


i .   Pour  que  les  racines  cLp  et  a^^<  du   polynôme 
f{x)  ==  j:'»  4-  Al  x"^-*  -f-  . . .  -f-  kpX'^-P  -H  ...  4-  A 


m 
1 

k 


—r^  )    soit 
1 

négligeable  dei^ant  (  ■^— ^  J  pour  toutes  les  valeurs  de 

h  et  de  L  Le  polynôme  f{x)  se  sépare  alors  en  deux 
fragments.  Le  premier, .  obtenu  en  supprimant  les 
termes  qui  suivent  A^,  donne  les  p  premières  racines. 
Le  second  fragment,  obtenu  en  négligeant  les  termes 
qui  précèdent  Ap^  donne  les  m  —  p  dernières  racines. 

La  deuxième  partie  de  ce  ihéorème  est  fondamentale 
dans  ma  thèse.  Je  veux  y  revenir  dans  un  double  but  : 
retendre  en  la  précisant  et  signaler  son  importance. 

La  forme  de  Ténoncé  que  je  viens  de  rappeler  me  pa- 


(*)  Méthode  pratique  pour  la  résolution  numérique  complète 
des  équations  algébriques  ou  transcendantes,  p.  i3,  n»  9.  Thèse  de 
Doctorat.  Gauthier- Villars  et  fils;  1890. 

(')  Les  racines  sont  supposées  rangées  dans  Tordre  des  modules 
décroissants.  Un  nombre  imaginaire  est  dit  négligeable  devant  un  . 
autre  si  le  module  du  premier,  divisé  par  celui  du  second,  donne  un 
quotient  inférieur  à  l'erreur  relative  qu'on  tolère  dans  le  calcul.  Enfin 
les  racines  a  et  a^,  sont  dites  séparées  si  a  ^,  est  négligeable  de- 
vant a_. 

r 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  X.  (Octobre  1891.)         *  3o 
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raît  celle  qui  convient  le  mieux  à  mon  sujet,  dégageant 
l'idée  dominante  sans  s'attacher  à  fixer  des  limites  pré- 
cises. Cette  recherche  de  précision  et  de  rigueur  qu'on 
a  rhabitude  d'apporter  dans  les  approximations  numé- 
riques vient,  sans  doute,  de  la  préoccupation  de  pré- 
senter aux  élèves  des  raisonnements  inattaquables, 
mais  elle  offre  un  double  inconvénient  :  alourdir  les 
démonstrations  par  des  calculs  pénibles  et  dissimuler 
ainsi  Tidée  principale.  Voilà  pour  la  théorie.  Pratique- 
ment, elle  conduit  à  des  limites  trop  larges,  parce  que 
le  raisonnement  embrasse  à  la  fois  tous  les  cas  les  plus 
défavorables.  Quoique  je  me  sois  trouvé  parfaitement 
d'accord  avec  mes  juges  sur  ce  point,  je  suis  heureux 
de  satisfaire  ici  la  légitime  exigence  des  professeurs  et 
des  savants  qui  pourraient  ne  pas  partager  mes  idées. 

2.  Je  considère,  non  plus  une  équation  algébrique 
de  degré  m,  mais  l'équation  plus  générale,  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires, 

qui  peut  être  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 
Je  suppose  que  l'inégalité 

« 

(.)  .od(^*)^mod(^)^ 

soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  k  et  de  /.  Soit 
K  la  plus  grande  valeur  du  premier  membre,  L  la  plus 
petite  valeur  du  second.  On  a  par  hypothèse  R <^ L. 
Je  vais  chercher  une  condition  précise  qui  assure  la 
séparation  des  racines  de  l'équation  (i)en  deux  groupes 
et  trouver  des  limites  à  ces  deux  groupes. 


k 
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Je  donne  à  x  une  valeur  dont  le  module  est  compris 
entre  K  et  L.  Je  peux  représenter  ce  module  par 

mod:r  = /iK  =  — ,  L,         d'où         K= — ;L, 

n  nn 

n  et  n!  étant  des  nombres  plus  grands  que  i.  Pour  cette 
valeur  de  x^  je  compare  le  terme  ApX^~P  à  ceux  qui 
suivent  et  à  ceux  qui  précèdent.  Il  vient  successive- 
ment 

^^d  ^P^^^""''-'  =  niod  ^  X  x-^  <  K^  X  (n  K)-^     ou      (l\ 
'  kpXf^'-'P  kp  -  ^        ^  \n) 

'  Kpx"^-P  kp  -\h)   \n'    1  \n') 

Les  formules  (3)  montrent  que  les.  modules  des  termes 
qui    suivent   KpX^~P  décroissent  plus   vite  que  ceux 

d'une  progression  géométrique  déraison  —  »  Leur  somme 
a  un  module  inférieur  à 

moà kpX^-P  (  -  -4 H-. . .  )  =  moàApX'^-P  x  — ^ 

De  même,  d'après  les  formules  (4),  la  somme  des  termes 
qui  précèdent  kpX^~P  est  inférieure  à 

modApa7'«-P  x  —, 


n — I 


Ainsi  le  module  S  de  la  somme  des  termes  différents  de 
kpX^'P  satisfait  .i  l'inégalité 

S<modAca?'«-/'( — ' 1 ^ — V 

'  \n  —  I        n  — 1/ 

On  sera  certain  que  S  est  inférieur  à  modA^x'^"^,  si 
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l'on  pOSt! 


d'où 


•  <^ 


n  —  I        2 


/i  >  3,        /i'>  3, 


r 

^ 

I 

-  y 
2 

n- 

I  ^ 

K  = 

1 
nn' 

L< 

< 
ïï 

L. 

Pour  la  valeur  de  x  considérée,  le  terme  kpX^^'P  ne 
peut  pas  se  réduire  avec  la  somme  des  autres,  puisque 
celte  somme  a  un  module  inférieur  à  celui  de  ApX'^''P. 
L'équation  n'est  pas  satisfaite. 

En  résumé,  si  K  <  J  L,  les  racines  de  Inéquation  (i) 
se  séparent  en  deux  groupes  ;  les  unes  ont  leur  module 
inférieur  à  3K;  pour  les  autres,  le  module  est  supé- 

,  L 
rieur  a  ,j  • 

3.  Maintenant,  je  suppose  de  plus  K  très  petit  de- 
vant L;  les  racines  du  groupe  inférieur  à  3K  rendent 
très  petite  la  somme  des  termes  qui  précèdent  ApX'^^P, 
On  négligera  cette  somme  dans  le  calcul  de  ce  groupe 
de  racines.  Le  calcul  ci-dessus  fait  connaître  une  limite 
du  module  de  la  quantité  négligée  :  c'est 


mod  \  pX'^-p  X 


n  — i 


Exemple  numérique.  —  Soit  K  =  j^  L.  Les  racines 
du  groupe  inférieur  à  3K  donnent  n'  >  looo.  Pour  ces 
racines,  la  somme  des  termes  qui  précèdent  ApJC^^P 
est  inférieure  à  mod~^  ApX^'P.  Il  est  clair,  d'après  le 
calcul  même,  que  cette  limite  sera  toujours  bien  trop 
forte.  Si  l'on  néglige  cette  quantité,  il  en  résultera  sur  le 
calcul  des  racines  du  groupe  considéré  une  erreur  rela- 
tive de  l'ordre  de  j-oôô'  La  recherche  d'une  limite  pré- 
cise pour   cette  nouvelle   erreur  rentre  dans  le  cadre 
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d'une  intéressante  Note  de  M.  Jablonski  (*).  Je  ne  m'y 
arrête  donc  pas. 

4.  J'ai  montré,  dans  ma  thèse,  que  le  théorème  rap- 
pelé ci-dessus  conduit  à  une  méthode  sûre  pour  ré- 
soudre facilement  n'importe  quelle  équation  numé- 
rique. En  outre,  il  conduit  très  naturellement  à  la 
méthode  d'approximation  de  Newton  et  à  son  extension. 
Cette  méthode  consiste,  on  le  sait,  à  négliger  les  termes 
qui  suivent  les  deux  premiers  du  développement  de 

(,)        o  =/(a  +  h)  =f{a)  +  hf'(a)  +  ^/"{a)  -f- . . ., 

dans  lequel  a  est  une  valeur  approchée  d'une  racine  de 
f{jc)  et  h  la  correction  qu'il  faut  lui  ajouter  pour  avoir 
la  racine  exacte  a-\-  h.  Notre  méthode  permettra  de 
voir  si  ces  termes  sont  eiï'ectivement  négligeables  et  de 
trouver  une  limite  de  l'erreur  commise.  De  plus,  il 
pourra  arriver  que  le  troisième  terme  ne  soit  pas  négli- 
geable, mais  que  les  termes  suivants  le  soient.  C'est  ce 
qui  arrive  quand  l'équation  a  deux  racines  voisines  de  a. 
Dans  ce  cas,  l'exposition  classique  de  la  méthode  con- 
duirait à  en  rejeter  l'application.  Cependant,  les  deux 
racines  considérées  seront  données  par  une  simple 
équation  du  second  degré.  De  cette  remarque  résulte 
une  manière  avantageuse  d'appliquer  la  méthode  de 
Newton  proprement  dite.  On  examine  quels  sont,  dans 
le  développement  (i),  les  termes  négligeables  à  l'ap- 
proximation qu'on  se  propose  d'obtenir  définitivement. 
Ce  n'est  qu'après  avoir  ainsi  fortement  abaissé  le  de- 
gré de  l'équation  qu'on  applique  la  méthode  de  Newton 
proprement  dite  h  l'équation  simplifiée. 


(')  Bulletin  scientifique  de  M.  Lebon,  20  juillet  i88y. 
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*  SUR  LA  REPRÉSENTATION  GÉOMÉTRIQUE 
DES  POINTS  IMAGINAIRES  DANS  L ESPACE; 

Par  m.  p.  MOLENBROCH,  à  Amersfort. 


Prenons  un  système  de  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires auquel  nous  rapportons  deux  points  imagi- 
naires par  les  quantités 

(i)        a7i-Ha?, /— I,        yi-^yisT^,        zx^z^yf^i, 

(2)  x\-^x\\J~^\,      y\-^y't/^,      ^'i-h^i/^T. 

Comme  définition  fondamentale  nous  regarderons  : 
La  dislance  de  deux  points  imaginaires  est  la  quan- 
tité d  de  Téquation  (3  ) 

(3)  -Aiy^-y\)Myx-y'i)s/^Y 

Cherchons  maintenant  les  points  réels,  dont  la  dis- 
tance au  point  imaginaire,  désigné  par  (i),  s'annule. 
Si  5,7),!^  sont  les  coordonnées  réelles  d'un  de  ces 
points,  on  aura,  d'après  la  définition, 

(4)  i  (5-"^ï~~^«v^-~')* 

\         H-  (  T^  —ri  —  72  /—  0'  ■+•  (  C  —  «1  —  -52  /—  I  )*  =  0, 

équation  qui  se  réduit  au  système  suivant 

(5)  {\'-x,)^^{y^-y,Y^a-^z^y=x\-^y\^z\, 

(6)         ir2($  — ^i)-H  72(10 —ri  )-^^2(?  —  «i)  =  O. 

La  première  appartient  à  une  sphère,  dont  le  centre 
coïncide  avec  le  point  a:(,  j^^,  z^  ou  P4,  tandis  que  le 


(  435  ) 


rayon  est  égal  à  la  quantité  y/j:î|  -\-yl -^  zl.  Lai  seconde 
équation  est  celle  d'un  plan  passant  par  le  point  P< ,  et 
perpendiculaire  à  la  droite  OP2  joignant  Torigine  O  des 
coordonnées  aux  points  X2^  Jt-,  Z2  ou  P2. 

Les  coordonnées  5,  tj,  Ç  satisfaisant  à  toutes  les  deux, 
le  lieu  des  points  réels,  dont  la  distance  au  point  ima- 
ginaire (i)  s'annule,  est  une  circonférence  décrite  du 
point  Pi  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  OP2  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  OP2. 

Quand,  dans  ce  qui  suit,  nous  parlerons  d'un  point 
imaginaire  P,  nous  désignerons  toujours  par  Pi ,  P2  les 
points  réels  mentionnés  ci-dessus. 

Comme  représentation  géométrique  d^un  point  ima- 
ginaire, nous  choisirons  le  lieu  des  points  réels  tels 
que  la  distance  au  point  imaginaire  s* annule. 

Le  point  imaginaire  est,  par  conséquent,  représenté 
par  une  circonférence.  Le  centre,  le  rayon  et  le  plan  de 
cette  circonférence  seront  nommés  centre,  rayon  et 
plan  du  point  imaginaire. 

Si,  à  partir  du  point  V^ ,  nous  traçons  une  droite  V^  P' 
égale  et  parallèle  à  OP2,  P|  P'  sera  nommée  la  normale 
au  point  imaginaire.  Les  coordonnées  du  point  P'  ainsi 
obtenu  seront 

Nous  l'appellerons  parfois  le  pôle  du  point  imagi- 
naire. 

Convenons  encore  qu'en  déterminant  la  normale  à 
un  point  imaginaire  il  faut  avoir  attention  au  signe  des 
coordonnées  X2,jK2>  ^2>  de  sorte  que  les  normales  aux 
deux  points  imaginaires  conjugués  (i)  et 

(7)  ^1  — a^s/^,   yx—y^^T-^,    ^1  —  ^2/—! 

aient  longueur  égale,  mais  direction  contraire. 
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De  cette  convention  il  suit  que  les  pôles  des  poinls 
désignés  par  (i)  et  (7)  ne  coïncident  pas  non  plus.  En 
etTet,  le  pôle  du  point  (7)  sera  déterminée  par  les  coor- 
données 

Du  reste  les  deux  points  imaginaires  conjugués  seront 
représentés  par  la  même  circonférence,  puisque  les 
équations  (5)  et  (6)  ne  changent  pas,  quand  on  y  rem- 
place Xa,  j^2,  Z2  par  —  Xa,  — ^29  ^^  ^2' 

La  normale  et  le  pôle  de  deux  points  imaginaires 
conjugués  constituent  entre  ceux-ci  une  diQ'érence, 
laquelle  permet  de  faire  distinction  dans  la  représenta- 
tion géométrique. 

A  cet  effet,  nous  pourrons  ajouter  à  chaque  circon- 
férence représentant  un  point  imaginaire  une  flèche 
indiquant  le  sens  dans  lequel  on  se  propose  que  la  circon- 
férence soit  parcourue.  Cette  flèche  est  toujours  telle- 
ment tracée  que  le  sens  de  rotation  y  compris  se  montre 
positif,  c'est-à-dire  en  accord  avec  le  sens  du  mouvement 
de  l'aiguille  d'une  horloge,  quand  on  regarde  la  figure 
du  côté  où  le  pôle  du  point  imaginaire  se  trouve. 

A  cause  de  cette  convention  les  flèches  ajoutées  à 
deux  points  imaginaires  conjugués  auront  sens  con- 
traires. 

En  somme,  nous  pourrons  exprimer  les  réflexions 
précédentes  ainsi  : 

Tout  point  imaginaire  est  représenté  par  un  cycle 
à  rayon  et  à  normale  déterminés  y  parcouru  dans  un  sens 
positif,  quand  on  le  regarde  du  côté  oà  le  pôle  du 
point  imaginaire  se  trouve. 

Deux  points  imaginaires  conjugués  sont  représentés 
par  une  seule  circonférence  parcourue  dans  les  deux 
sens. 
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Après  avoir  établi  ces  principes,  nous  pourrons  exa- 
miner les  points  imaginaires  des  surfaces  et  des  courbes 
réelles  connues.  Mais  ces  principes  nous  permettent  en 
outre  d'interpréter  géométriquement  les  équations  algé- 
briques à  coefficients  imaginaires  ou  bien  complexes. 

Nous  nous  proposons  de  traiter  d'abord  quelques 
questions  relatives  aux  points  imaginaires  du  plan,  de 
la  sphère  et  de  la  droite  réels. 

Soit  donnée  l'équation 

(8)  ax -h  by -i- cz -h  d=  Oj 

dans  laquelle  a,  6,  c,  d  sont  supposés  réels. 

Si  l'on  substitue  les  quantités  désignées  par  (i)  au 
lieu  de  jc,  y^  z^  il  résulte  le  système 

(9)  axx-^  byi-\-  czi-\-d—  o,        ax^-^- by^-h  cz^=  o, 

La  première  de  ces  équations  indique  que  les  centres 
des  points  imaginaires  d'un  plan  sont  situés  dans  ce 
plan  lui-même,  tandis  que,  selon  laseconde,  la  normale 
à  tout  point  imaginaire  est  située  dans  le  plan,  ou  bien 
le  plan  du  point  imaginaire  est  perpendiculaire  au  plan 
donné.  La  longueur  de  cette  normale  et,  par  suite,  du 
rayon  d'un  point  imaginaire  reste  indéterminée. 

Prenons  ensuite  Tellipsoïde 

(10)  ax'^-{-by^-^  cz^=i\ 

a,  i,  c  sont  des  quantités  positives.  La  substitution  des 
valeurs  (i)  au  lieu  dex,j^,  z  ramène  cette  équation  aux 
deux  suivantes  : 


ax\  H-  by\  -\-  cz\  —  i  =  ax\  -\-  by\  -\-  cz 
axiXz-h  byiy^-h  cziz^=  o. 


2 
2» 


De  la  dernière  de  ces  relations  on  peut  conclure  que 
la  direction  de  la  normale  au  point  imaginaire  est  con- 
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juguéc  au  diamètre  de  Tellipsoïde  passant  par  le  centre 
du  point  imaginaire. 

Puisque  a,  &,  c  sont  des  quantités  positives,  on  a, 
d'après  la  première  des  équations  (i  i)^  l'inégalité 

ax\-+-  by\ -+-  cz\ >  i . 

Par  suite,  les  centres  des  points  imaginaires  sont  si- 
tués à  Textérieur  de  la  surface.  De  plus,  cette  relation 
nous  fait  connaître  un  second  lieu  des  points  x^^y^^  ^î 
correspondant  a  un  centre  donné  Xi,yty  z^. 

En  eilet,  cette  équation  appartient  à  un  ellipsoïde 
semblable  à  rellipsoïde  donné  et  ayant  ses  axes  paral- 
lèles à  ceux  de  cette  surface. 

Le  rapport  constant  de  deux  segments  homologues  de 
ces  figures  est 

On  prouve  facilement  que  cette  quantité  est  égale  au 
rapport  des  longueurs  d'une  tangente  quelconque,  me- 
née du  point  x^^  fi^  Zi  k  l'ellipsoïde  donné  et  d'un 
demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

Ayant  pris  arbitrairement  un  point  P|  à  l'extérieur 
de  la  surface,  qu'on  regarde  comme  centre  d'un  de  ses 
points  imaginaires,  on  construit  les  normales  corres- 
pondantes à  ce  centre  de  la  manière  suivante  :  Cherchez 
le  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  passant  par  P^ 
prolongez  les  rayons  vecteurs  joignant  le  centre  de  la 
surface  aux  points  de  la  section  de  ce  plan  diamétral 
avec  rellipsoïde  dans  le  rapport  mentionné  tout  à 
l'heure.  Tous  ces  rayons  vecteurs  seront  des  normales 
correspondantes  au  centre  P4 . 

Un  cas  particulier  est  celui  où  l'on  cherche  les  points 
imaginaires  d'une  sphère.  On  déduit  de  ce  qui  précède 
que  les  plans  de  ces  points  imaginaires  passent  par  le 
centre  de  la  splière  tandis  qn(î  le  rayon  des  cycles  est 
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égal  à  la  longueur  de  la  taugente  menée  de  son  centre  Pi 
à  la  splière. 

Une  droite  étant  représentée  par  deux  équations  de 
la  forme  (8)  donne  lieu  à  deux  systèmes  d'équations  de 
la  forme  (9),  d'où  Ton  conclut  immédiatement  que  les 
centres  des  points  imaginaires  d'une  droite  sont  situés 
sur  la  droite  même,  tandis  que,  quant  à  la  direction, 
les  normales  coïncident  avec  cette  droite. 

Les  points  imaginaires  d'une  droite  sont,  par  consé- 
quent, des  circonférences  décrites  de  chacun  de  ses 
points  avec  un  rayon  arbitraire  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  droite. 

Nous  voulons  encore  faire  attention  au  cas  général 
qu'une  équation 

(12)  /(^,  r,  'S)=0 

à  coefficients  réels  soit  donnée.  En  supposant  que  la 
fonction  y  est  développable  selon  le  théorème  de  Taylor 
et  qu'on  introduit  la  notation  àP/au  lieu  de  la  dlifé- 
rentiation  symbolique 

/        d  d  à  \P  .. 

la  substitution  des  valeurs  désignées  par  (i)  dans  l'équa- 
tion (12) donne 

I/(a?i,  yu  ^1)—  \  ^V-^-  rr^  AV-. .  .  =  o, 

La  forme  de  ces  équations  nous  fait  reconnaître  immé- 
diatement que  les  deux  systèmes  de  valeurs  +0:2, 
-i-j^2î  -+-^2  et  — X2f  — j^2>  — ^2  y  satisferont  à  la 
fois.  Les  points  imaginaires  d'une  surface  réelle  sont 
par  suite  toujours  conjugués  deux  à  deux. 
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Quand  deux  relations  entre  x,  y^  z  existent  de  sorte 
que  l*on  eonsidère  une  eourbe  réelle  dans  Tespace,  X(, 
y\')  z^^  x*i^  y^^  Z2  satisferont  à  deux  systèmes  d'équa- 
tions  de  la  forme  (i3).  On  pourra  done  éliminer  entre 
ces  équations  soitXi,^^,  Z|,  soita:2y^2t  ^3* 

Dans  le  premier  cas,  l'équation  en  x^^y^i  «2  résul- 
tant de  cette  élimination  représente  le  lieu  du  point  P2, 
que  nous  pourrons  nommer  le  lieu  décrit  par  les  nor- 
males supposées  coïnitiales. 

Dans  le  second  cas,  on  obtiendra  Téquation  du  lieudes 
centres  des  points  imaginaires  appartenant  à  la  courbe. 

Si  la  courbe  est  plane,  Tun  des  deux  systèmes  de  la 
forme  (i3)  prend  la  forme  (9),  de  sorte  que  le  lieu  des 
centres  des  points  imaginaires  devient  le  plan  de  la 
courbe.  En  outre,  les  plans  des  points  imaginaires  seront 
tous  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  donnée. 

Nous  passerons  maintenant  à  l'interprétation  géo- 
trique d'équations  h  cocHicients  complexes. 

Nous  nommerons  une  équation  de  degré  n  à  coefli- 
cients  complexes  équation  générale  de  ce  degré.  De 
plus,  nous  dirons,  comme  dans  la  Géométrie  réelle, 
qu'une  seule  équation  de  cette  forme  représente  une 
surface  et  que  deux  équations  représentent  une  courbe 
que  nous  distinguerons  d'une  surface  et  d'une  courbe 
réelles  par  les  noms  surface  et  courbe  générale. 

Ainsi  nous  pourrons  parler  d'une  surface  générale 
de  second  degré,  d'un  plan  général,  d'une  droite  géné- 
rale, etc. 

On  voit  facilement  que  les  points  imaginaires  des 
surfaces  et  des  courbes  générales  ne  seront  pas  conjugués 
deux  à  deux.  Les  deux  surfaces  réelles,  lieux  géométri- 
(|ues  des  points  P|  et  Pa  appartenant  aux  points  imagi- 
naires d'une  courbe,  se  trouvent  comme  dans  le  cas 
où  les  coeilicients  des  équations  étaient  réels. 


(  44.  ) 

Étudions  un  peu  plus  exactement  le  plan  général  et 
la  droite  générale. 

Soit  Téquation  donnée 


(i4> 


ax  -T-by  -\-  cz-\-  d  =  o^ 


où  les  coefficients  a,  i,  c,  d  seront  de  la  forme 

ai-H^i/ — I,     bi-hbi^ — I,     .... 

Si  x^y,  z  prennent  les  valeurs  complexes  désignées 
par  (i),  on  aura 


(i5) 


ai  X\  -I-  bs^y\  •+-  Cl  -Zi  -t-  û?i  =  a^x>i  -h  62^2  -H  c%  z^y 
aiXi-h  biy^-^  CiZ^-^  a^Xi-h  b^yi-h  Cj2i-+-rfj  =  o. 


Ces  équations  contenant  six  variables  nous  permet- 
tent d'exprimer  celles-ci  par  quatre  variables  indépen- 
dantes m,  n^  u,  ^  de  cette  manière 


Xi 


7i  = 


(16) 


Zi  = 


X2  = 


(17) 


y  ^2 


/w(aiDl)  —  ajeilo)-!-  m(6iC2 —  b^ci) 
m{bi'\!t\)  —  62X)-f- 1^(01^2 —  ^2^1) 

/7l(Cil)b  —  C2eil>)H-  u{aibi — ^261) 
—  /l(ai'l)î>  —  a2aîio)-h  (^(6iC2--  62  Cl), 


=( 


—  71(611111  —  b^^f^e)-\-  v{ciai — C2ai), 


^2 


-( 


m 


dt \ 

^  — Ubv 


(^1 


C2aPo) 


/l(Ciaftï  C2Jl>)H-  P(  «1^2—  «2^1); 


(  442  ) 

OÙ,  pour  abréger,  a  été  posé 

iaf  H-*}  -t-cf  =  fX>, 
«1  aj -hbibi-h  Cl Cj  =  1)1», 
aj  4-  6|  H-  c5  =  G. 

On  voil  immédiatement  que  la  direction  r,  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  à 

6j  Cf — àfCif    Ci^j — Cittij    ci\b^ — cLtb\, 

et  laquelle  est  perpendiculaire  aux  deux  directions  avec 
des  cosinus  proportionnels , à  a^,  b^^  C|,  a2,  b^^  ^2,  est 
d'une  grande  importance  au  plan  général. 

En  effet,  si,  comme  auparavant,  nous  désignons  les 
points  X\^j\y  Zi  et  0:2,^^29  ^2  par  P|  et  P2,  il  est  clair 
que  le  lieu  du  point  P2,  correspondant  à  un  point  P, 
arbitrairement  choisi,  est  une  droite  parallèle  à  la  di- 
rection r  et,  de  plus,  que  ce  lieu  ne  se  déplace  pas,  quand 
on  fait  varier  le  point  P4  de  manière  à  décrire  une  droite 
parallèle  à  la  direction  r. 

Si  nous  posons  ensuite 

$1  =  /n(ailll)  —  ajJlo)-!-  7i(aiG  —  ajlll)), 

(ig)         ^  7)1= /n(6ialb  — Ô2  Jl,)-f- /i(6iC— èjift)), 

Çi  =  m(ci  oPo  —  C2  Jl))-f-  /i(ci  G  —  cjiJb); 

Jj  =  /n(ai  G  — a2l)î)) — /i(aii)î)— ajX), 

(20)         ^  7ii=  m{biO —b2'\\\))—n{bi'\S{>  —  b%X\ 

Ç2  =  m(ci  G  — C2i)l))--  /i(ci  1)1)  —  C2  Jio), 

les  points  avec  les  coordonnées 

,  ai  G  —  a^^ih 
''»"^^*"JUG-'UI,«  ' 

,    61G  — ôalft) 
JiH-  a,  —  -^=5 — — , 


Zi  -h  di 
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Cl  G  —  CîiJl) 


XS  — Ub2  ' 


.  61  G  — 6,1)5) 
-   Cl  G  —  Cjift) 

^«  +  ''«  xe-Dî.» 

auront  évidemment  pour  projections  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  direction  r  les  points  ^^,7)1,^4,52? 
r]2,  2^2*  Entre  des  derniers  points  que  nous  désignons 
par  Qi,  Q2Î  une  correspondance  simple  aura  lieu. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que,  des  deux  termes  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (19),  (20),  le  premier 
peut  être  regardé  comme  mesurant  la  longueur  des  pro- 
jections sur  les  axes  des  coordonnées  d'un  segment  pris 
arbitrairement  dans  là  direction  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à 

(21)  aiilb  —  ajX,    ôilJb  —  bifXy    Cillî) — Cjoilo, 

tandis  que  les  seconds  termes  expriment  la  longueur 
des  projections  d'un  segment  pris  dans  la  direction  avec 
les  cosinus  dont  le  rapport  est 

(22)  ai  G  —  «2 1)1),     61 G  —  621)!),    Cl  G  —  Ci'iSi). 

Ces  directions  sont  toutes  les  deux  perpendiculaires  à 
la  direction  r,  comme  on  le  vérifie  facilement  à  Taide 
des  cosinus. 

La  longueur  des  deux  segments  projetés  est 

=  m/cil,(cil,G  — iJb2), 

/IV/(«1©-- .«î'Wi>)2-h(6iG  — 62Db)2-H(CiG  —  C2lJb)2 

=  nv/GC-JUG  — Db2). 
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A  partir  de  Porîgîne  O  des  coordonnées,  traçons  deux 
segments  OM,  ON  dans  les  directions  désignées  par 
(ai),  (22),  dont  les  longueurs  sont  respectivement 

Prenons  dans  ces  deux  directions  encore  deux  seg- 
ments arbitraires  OA^ ,  0B|  sur  lesquels  nous  construis 


M Al 


\      \ 


\  \ 


sons  un  parallélogramme.  Le  quatrième  sommet  peut 
être  regardé  comme  le  point  Q< . 

Afin  de  trouver  le  point  correspondant  Q2,  nous  ob- 
servons que  les  parallèles  menées  de  ce  point  à  OM, 
ON,  rencontrant  ces  droites  en  B2,  A2,  on  aura 

OAt  _  OB,  _  OA,  _  OB,  _ 

Si  Ton  prend  le  point  A.^  tel  que  OAj  =  —  OA2,  de 

la  relation 

OAi  _ 
OM   "'*' 

combinée  avec  les  équations  précédentes,  on  déduit 

OAi  _  OM  _  OAj  ^ 
OB    ~  ON  -  OBî^ 

d*où  Ton  peut  conclure  le  parallélisme  de  B»  Aj,  de  M> 
et  de  B|  A<.  A^jBi  étant  connus,  on  pourra  trouver  faci- 
lement A2,  B^  et  B2.  Le  quatrième  sommet  du  parallé- 
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logramine  construit  sur  OAo,  OBo  sera  le  point  clier- 
t'Iié  Qo. 

Ayant  délerminé  ainsi  deux  points  correspondants 
Qi,  Q2,  traçons,  à  partir  de  ces  points,  deux  segments 
dont  les  projections  sur  les  axes  des  coordonnées  sont 

ai  3  —  ai  Uî)  ,  b^B  —  bz ilî)  Cl  3  —  cg ill> 

~"  ^^    X3— i)b2   '     ~ ^   c)U3  -  111,2  '     —  ^2  j^,e  -  \)i>2  ^ 

c'est-à-dire  deux  segments  ayant  les  longueurs 


dans  une  direction  qui  est  perpendiculaire  à  la  direction 
/•  et    à    celle    dont  les  cosinus    sont   proportionnels  à 

^2?    ^2î   ^2* 

Des  bouts  de  ces  segments,  traçons  enfin  deux  paral- 
lèles à  la  direction  r. 

Ce  seront  là  les  droites  décrites  par  les  points  P^,  P^ 
du  point  imaginaire. 

A  chaque  point  de  l'espace  considéré  comme  centre 
d'un  point  imaginaire  correspond  une  infinité  de  nor- 
males, dont  les  bouts  forment  une  droite  déterminée 
parallèle  à  la  direction  r. 

Un  cas  particulier  est  celui  où  les  coefficients  a,  b,  c 
de  l'équation  (i4)  sont  réels,  tandis  que  d  est  imagi- 
naire. Dans  les  équations  précédentes  il  faudra  prendre 

aj  =  62  =  c'j  =  di  =  o. 
De  cette  manière  on  obtient 
(•23)  aicci-h  biyi-\-  ciZi  =  Oj        aia^j-i- èij^j-i- ci-Sj-H- </2  =  o• 
Lelieudes  centres  des  points  imaginaire  est,  par  suite, 
Ann,de  Mathémat.,  3'série,  t.  X.  (Octobre  189 1.)  3i 
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le  plai)  passant  par  rorigine  des  coordonnées,  perpeudi- 
culaire  à  la  direction  a^,  &i^  C|. 

A  clia(|ue  centre  correspond  une  infinité  de  nor- 
males aboutissant  dans  un  autre  plan  parallèle  au  plan 
précédent  à  une  distance 

d, 

s/a\  -hù]-\-ci 

Enfin  considérons  le  système  de  deux  équations  li- 
néaires à  coefficients  complexes  ou  la  droite  générale; 


(24) 


i  ax  -h  by  -^  cz  -\-  d  =  Of 
j  ex  -h /y  -h  gz-h  h  =  o. 


Afin  de  trouver  les  solutions  de  ce  système,  nous  ne 
séparerons  pas  immédiatement  les  quantités  réelles  des 
imaginaires.  D'abord  remarquons  que  les  équations 
(24)  nous  permettent  d'exprimer  x,  j,  z  à  Taide  d'une 
seule  variable  indépendante  complexe  </,  ainsi  : 

y=:{ce  —'ag)u-h[(C'-a)h—{ff  —  e)d]\y 
z  =(af — be  )u-h[{a  —  b)h~(e  ^f)d]^y 

où,  pour  abréger,  nous  avons  posé 

a     h     c 
^    f    8 


I 
Â 


I     I      I 


On  en  conclut  qu'en  général  le  système  d'équations 

(aS)         x—au-^d,        y  =  bu-^e,        z  =  cu-^f, 

en  supposant  «,  i,  c,  r/,  e,  /,  u  complexes,  représentera 
une  droite  générale. 

Maintenant  séparons  les  quantités  réelles  et  imagi- 
naires. Ce  procédé  fournit  les  deux  systèmes  de  rela- 
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lions 

'  J7i  =  «1  Ml  —  a^U2-\- di, 

(•28)  ^/i  =  ^iWi — ù^Ui-h  eij 

\    Zi  =  CiMi— C2M2-I-/1; 

(-29)  I  JK2=  èiMî-hèsWi-heî, 

(    ^2  =    CiM2-hC2Wi   -h/2. 

En  éliminant  «<,  z/g  entre  les  équations  du  système 
(28),  et  de  même  entre  (29),  on  aura  deux  équations 
linéaires  en  j^i,  j  <,  Zi  \  x^t  /25  ^2  respectivement,  mon- 
trant que  les  lieux  des  points  V^^.]?^  sont  deux  plans 
réels.  Ces  plans  sont  tous  deux  perpendiculaires  à  la 
dîieclion  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 

(3o)         61C2 — ^2^1,         c^a^. —  c^ai,        aib^  —  «2^1» 

et  par  suite  parallèles. 
Posons  encore 

l  $1  =  «1^1  — a2«2) 
(3r)  <   r^i  =  biUi —  62^2, 

(   Çi  =  Cl  Wi  —  C2M2; 

(    $2  =  «1^2-+-  «2^1» 
(3-2)  \    r^2=  ^1  W2-H  ^2^1, 

^    Ç2  =   Cl  '^i  -+-  C2  Ml . 

Il  est  évident  qu'entre  les  points  Çi,  r^,  Çi  ;  ^2?  "^2?  C2 
la  même  correspondance  aura  lieu  qu'entre  les  points 
Qm  Q2  définis  parles  relations  (19),  (î^o). 

Nous  sommes  arrivé  de  cette  manière  à  celte  inter- 
prétation géométrique  de  la  droite  générale. 

Déterminons  deux  directions,  dont  les  cosinus  soient 
proportionnels  à  a,,  ij,  c^  ;  ^2,  b^-)  c^.  Par  l'origine  des 
coordonnées  menons  un  plan  parallèle  h  ces  directions, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  direction  indiquée 
par  (3o).  Dans  ce  plan  construisons  deux  points  cor- 
respondants Qi,  Qo  à  partir  desquels  nous  iraçons  deux 
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segments  dont  les  projcc lions  sur  les  axes  des  coordon- 
nées soient  rf|,^,,y*i;  c/2,  <?2>yà  respectivement.  Les 
bonis  de  ces  segments  seront  les  points  P<,  P2  apparte- 
nant à  un  point  iuiagînaire. 

Chaque  centre  d^un  point  imaginaire  d'une  droite 
générale  n'admet  qu'une  seule  normale. 

Aux  résultats  précédents  j*étais  parvenu  par  une 
étude  sur  la  théorie  des  quater  nions  de  Ha  mil  ton  (*).  De- 
vant une  assemblée  du  «  Wiskundig  Genootschap  »  à 
Amsterdam,  j'eus  T honneur  d'exposer  quelques-uns  de 
ces  résultats.  Ce  fut  M.  Korteweg  d'Amsterdam,  qui,  en 
voulant  détacher  ma  théorie  des  points  imaginaires  de 
la  théorie  des  quaternions,  me  suggéra  le  principe  nien- 
lionné  ci-dessus,  afin  d'arriver  à  une  interprétation  géo. 
métrique  des  points  imaginaires.  Les  deux  méthodes 
si  diUérentes  conduisirent  à  la  même  interprétation. 
An  savant  mathématicien  d'Amsterdam,  je  dois  mes 
remerciements  sincères. 

Dans  ce  qui  suit,  j'ai  taché  d'exposer  le  rapport  des 
questions  traitées  précédemment  à  la  théorie  des  qua- 
ternions. 

Si  j:,  j^  z  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  P,  t,  y,  h  des  vecteurs  d'une  longueur  égale  à 
l'unité  dans  les  directions  des  axes  des  coordonnées,  le 
point  P,  dans  la  théorie  des  quaternions,  comme  on  le 
sait,  est  donné  par  l'expression 

(:i3)  ^^xi-^yj  ^zk. 

Quand  x^j^  z  sont  complexes  de  la  forme  (1),  ce 


())  Ces  résultats,  auxquels  Laguerre  était  parvenu  depuis  long- 
temps, ont  été  exposés  par  lui,  en  187a,  dans  les  Nouvelles  Annales. 
Nous  avons,  néanmoins,  publié  l'article  de  M.  Molenbroch,  parce  que 
son  procédé  d'exposition  est  différent  et  qu'il  semble,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  n'avoir  pas  eu  connaissance  des  travaux  deLagufrrc. 

Cii.  B. 


(  44y  ) 

vecteur  devient 

ou  bien 

(34)  p  =  a-hv/~p, 
si,  pour  abréger,  nous  posons 

(35)  Xxi-¥yij  -^zxk^a,        Xii-\-y2J  -^  z^k  =  p, 

a,  p  sont  des  vecteurs  réels. 

Hamilton  a  appelé  un  vecteur  de  la  forme  (34)  bi- 
vecteur.  De  ce  qui  précède,  on  conclut  qu'un  bivecteur 
représente  un  point  imaginaire  dans  Tespace.  a  est  le 
vecteur  du  point  avec  les  coordonnées  réelles  x^^ji^z^, 
c'est-à-dire  du  centre  P,  du  point  imaginaire,  ^  repré- 
sente la  normale. 

La  question  nous  vient  comment  il  faut  comprendre 

Tetret  du  facteur  \l —  i  opérant  à  un  vecteur. 

Le  vecteur  p  de  Téquation  (34)  est  multiple,  c'est- 
à-dire  ce  vecteur  joint  Torigine  des  coordonnées  à 
chaque  point  de  la  circonférence,  décrite  du  bout  du 
vecteur  a  avec  un  rayon  égal  à  la  longueur  du  vecteur  ^ 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  p.  L'ensemble  de  ces 
vecteurs  forme  un  cône  circulaire  oblique. 

L'expression  y/ —  1  P  aura  également  une  infinité  de 

valeurs.  Si  l'on  regarde  a -h  y/ — ^  P  comme  le  résultat 
de  l'addition  du  vecteur  a  à  chacun  das  vecteurs  conte- 


nus dans  le  symbole  y/ —  i  p,  on  peut  conclure  que  cette 
dernière  expression  représente  chaque  rayon  de  la  base 
circulaire  du  cône  mentionné  tout  à  l'heure  ou  bien 


sj —  I  |3  représente  chaque  rayon  du  point  imaginaire. 

L'elfet  de  l'opération  du  facteur  \J —  i   au  vecteur  j3 
est,  par  suite,  que  ce  vecteur  soit  fendu  de  manière  à  se 
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Iraiisforincr  dans  l'cnsoinblu  (1(îs  rayons  d'une  circonfé- 
rence située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  vecteur. 
Ilamilton  a  déjà  reconnu  que  TefFet  de  ropérateur 

\/' —  I  est  de  tourner  un  vecteur  autour  de  son  origine 
par  un  angle  droit.  Selon  ce  qui  précède,  il  faut  consi- 
dérer le  plan  dans  lequel  cette  opération  s'efTectue 
comme  indéterminé,  de  sorte  que  chaque  plan  passant 
par  le  vecteur  y  prenne  part. 

La  méthode  des  quaternions  nous  permet  de  recon- 
naître d'une  manière  fort  simple  que  Téquation  (34)^ 
d'après  les  convenances  usuelles,  doit  représenter  un 
cercle.  En  eOet,  de  cette  équation  on  déduit  iinmédia- 

t(;  ni  l'Ut 

p  —  1  —  / —  I  p  =  o 
et 

(36)  .\(p  — a  — /^p)=o, 
où,  d'après  une  formule  importante, 

équation  se  di\  isnnt  dans  ces  deux  autres 

(37)  N(p-a)=Np,  S(p-a)p  =  o. 

h'ï  première  relation  indiquer  une  sphère  décrite  du 
bout  du  vecteur  a  avec  un  rayon  égal  à  la  longueur  du 
vecteur  [3,  et  la  seconde  de  ces  équations  appartient  à  un 
plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  perpendicu- 
laire à  p. 

Il  n'est  pas  non  |)lus  diflicile  de  montrer  que  l'équa- 
tion (36)  dans  la  théorie  des  quaternions  est  identique 
à  l'équation  (4)  de  la  Géométrie  analytique. 

Si  y,  cj'  sont  deux  quaternions  réduits  au  même  déno- 
minateur, de  sorte  que 

(38)  fi  -.  -,  v':^  ^, 

T  T 
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nous  voulons  clioisir  la  définition  suivante 

/Q    \                                   / —    t      a-f-/— 13 
(39)  q^sj—iq'=  1 r, 

T 
indiquant 'que  nous  considérons  une  expression  de  la 

forme  </ -h  v — '  7»  ^^  un  bîqnaternion  de  Hamilton, 
comme  l'ensemble  des  opérations  nécessaires  pour 
transformer  un  vecteiir  ordinaire  en  bivecteur. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  pourrions  dire  aussi  : 
Uu  biqualernion  est  Topérateur  fendant  un  vecteur  en 
bivectenr. 

Dams  ses  Mathemancal  papcrs  y  ClilTord  adonné  une 
interprétation  des  biquaternions  entièrement  différente 
de  la  nôtre.  La  simplicité  et  en  même  trmps  Vacquisi- 
tion  d\ine  représentation  géométrique  fies  points  ima- 
ginaires me  semblent  deux  avantages  de  V interpréta- 
tion  adoptée  dans  cette  Note, 

Avant  de  finir,  je  ferai  observer  encore  que  MM.  La- 
guerre  etTarry,  dans  le  Bulletin  de  r  j^ssociaf ion  fran- 
çaise pour  l^ a\^ancement  des  Sciences  {^),  ont  déjà  publié 
quelques  iVotes  relatives  au  sujet  traité  dans  la  première 
Partie  de  cette  Note.  Pour  autant  que  j'ai  eu  Toccasion 
de  prendre  lecture  de  ces  Notes,  il  me  parait  : 

i"  Que  les  considérations  des  géomètres  français  ne 
se  rapportent  qu*.^  des  figures  planes  (2); 

1^  Que  leur  interprétation  géométrique  du  point 
imaginaire  résulte  de  la  nôtre,  si  l'on  remplace  le  cycle 
représentant  le  point  imaginaire  par  les  points  d'inter- 
section avec  le  plan  de  la  figure  (Laguerre)  ou  par  la 
normale  au  cycle  (Tarry); 

3**  Que  la  définition  d'une  droite  générale  donnée 
par  Tarry  dans  la  Noie  citée  ne  peut  plus  servir  quand 
oh  considère  des  figures  h  trois  dimensions,  tandis  qu'au 

(*)  Laguerre  n'a  rien  publié  dans  ce  Bulletin. 

(»)  C'est  complètement  erroné  en  ce  qui  reg^arde  Laguerre. 
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contraire  rinterprétation  géométrique  que  nous  avons 
déduite  dans  les  pages  précédentes  coïncide  avec  celle 
de  M.  Tarry,  si  deux  coordonnées  seulement  entrent  en 
considération.  C'est  la  dernière  remarque  que, nous  vou- 
lons encore  prouver. 

Quand  Tune  des  coordonnées  disparaît,  la  troisième 
équation  de  chacun  des  systèmes  (27),  (28),  (29)  doit 
être  omise.  On  voit  facilement  que  les  coordonnées  des 
points  d'intersection  du  cycle,  représentant  le  point 
imaginaire,  et  du  plan  de  la  figure  seront 

(39)  x=xizfy2,        7  =  jKi=ta7s. 

En  edet,  les  droites  joignant  ces  points  d'intersection 
au  centre  P^  du  cycle  sont  toutes  les  deux  perpendicu- 
laires à  OP2  et  d'une  longueur  égale  à  celle  de  OP2. 

A  cause  des  valeurs  (28),  (29)  de  x^^j'i^  x^y  J^j  ^^^ 
coordonnées  x^y  de  l'équation  (Sp)  prennent  la  forme 

{  X  =^  a' U\ — b' Ui-\- c'         ou         «"«!-+- è'^Wj -h  c*, 

(40)  \ 

(  y  =  b'ui->r  au^-\- d'        ou         b" Uy— a'^u^-'r  (T, 

si,  pour  abréger,  nous  posons 

a'  :=  a\  —  ^2i         b'  =^  a^-^r  b\y 
a''=ax-\-bi,         b"  =  b\  —  a%, 

z£i,  Ma  peuvent  varier  de  manière  à  obtenir  toute  valeur 
réelle. 

A  chaque  système  de  valeurs  de  i/^,  u^  une  couple  de 
points  Q,  R  correspond,  liés  par  une  relation  simple. 

En  effet,  si  à  u\^  ii.^  les  points  Q',  R'  correspondent 
comme  à  ït|,  U2  les  points  Q,  R,  on  aura 


QQ'  =[a\u,-u\)-b'(u^--u',)-\'^ 


KIV    =\a''{ux—u\)-^b''{u^--u'^)y 
H- 1  //'(  w, _-  a\  ) -  a"(iH -  wi  )J2 
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Par  conséquent, 


—  '  ^  =  const. 


11  s'ensuit  que  les  deux  points  Q,  R  en  faisant  varier 
//<,  «2  décrivent  des  figures  semblables,  et  un  examen 
plus  profond  fera  voir  que  ces  figures  sont  inversement 
semblables. 

Nous  avons  obtenu  que  le  couple  de  points,  qui, 
d'après  M.  Tarry,  représente  le  point  imaginaire,  décrit 
deux  figures  inversement  semblables,  quand  ce  point 
imaginaire  varie  de  manière  à  décrire  une  droite  géné- 
rale. C'est  la  définition  qui  a  servi  à  M.  Tarry  comme 
point  de  départ. 


NOTE  SUR  LA  CONVERGENCE  DE  QUELQUES  SÉRIES; 

Par  m.  E.  GAHEN, 

Professeur  au  lycée  de  Rennes. 


Soit  une  série  ^(p(n). 

Soit  ^{ji)  la  fonction  primitive  de  ç(n),  de  façon 
que  <p(/i)  =  4''('^)' 

Le  théorème  des  accroissements  finis  donne 

«p(/t-He«)=tKn-Hi)--iKAi),        o<0«<i; 
d'où 

n 

1 

11  suffit  de  voir  si  la  fonction  i^  converge  ou  non  vers 
une  limite  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  pour  dé- 
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cidcir  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  de  Ja  série 

Pour  passer  de  là  à  la  série  \]  ^(/i),  supposons 
que  la  série  T]  [?(^  4- 0^)— ^(«)]  soit  convergente. 
Dans  ces  condi lions,  la  série  ^.^{n)  est  convergente  ou 

divergente  en  même  temps  que  la  série  \^  (f{n  -l-8/ï),el 

le  problème  est  résolu. 

(^etle  mélhode  s'applique,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion f{n). 

Dans  le  ras  particulier  où  cette  fonction  est  toujours 
de  même  signe,  par  exemple  positive,  et  indéfiniment 
décroissante  en  valeur  absolue,  on  retrouve  un  théo- 
rème dû  h  C  au  cil}'. 

Dans  ce  cas,  en  elîet,  la  série  \^  [^(/ï-f-6/i)  —  '-fi^)] 

est  convergente,  puisque  ^(n-h^n)  —  cp(/2)  est  <  o  et 
<^en  valeur  absolue  que  cp(/zH-i) — ^(^)'  La  somme 
des  n  premiers  termes  de  cette  série  est  donc  <  en  valeur 
absolue  que  (p(i) — cp(/zH-i)  qui  tend  vers  ^(i).  Doncla 

série  ^,<f{n)  est  convergente  ou  divergente  suivant  que 

^(n)  tend  ou  non  vers  une  limite  pour  a/ =  oo.  Dans 
tous  les  cas,   la  méthode   permet  d*avoir  deux  limites 

n 

de  la  somme  ^  ç(/^),  coinm(î  on  le  verra  |)ar  les  exem- 

1 
pies  suivants. 


KXEMPLI^S. 


Premier  exemple,  —  Série  harmonique  :  N  - 


cp(/ij--  -,       'K'O--^  i^^'^i- 
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Donc 

log(n  -f- 1)—  logn  =  -—7^  ; 
d'où  Ton  déduit 

log(/i. -hi)— -logn<  -  <Iog/i  —  log(/i  — l) 
et,  par  suite, 

n 

Iog(/i -+-!)<  V  -  <n-logn. 

1 

Si  ron  fait  croître  n  indéfiniment,  on  déduit  de  là 

n 

d'où  Ton  déduit  que 


n 


2(^-ïog« 


tend  vers  une  limite  C  comprise  entre  o  cl  i .  C'est  la 
constante  d'Euler. 


Deuxième  exemple,  —  Zu~s 


1—5  (^^_e„)*' 

d'où 

<^  _  <^ , 

I A"  /l*  I  —  S 

n 

(ai -4-1  )*-•'— r        v^    i  n^-s — I 

<  2,-7  <n • 

I  —  s  Ad  n^  \  —  s 

I 

Ceci  prouve  d'aboid  que  si  .v^i,  la  série  est  con- 


/ 


(  m  ) 

vergonte,  ei  que  sa  somme  est 

1 


<  i-h 


*  —  I 
Si  5  -<  I ,  la  série  est  divergente,  et  Toii  a 


—  71* 
5 


n 


Ce  qui  prouve  que  X    — — tend,  pour 

n  =  00,  vers  une  lîniîte  C,,  o  <^C,<!  i,  généralisation  de 
la  eonstante  d'Euler. 


Troisième  exemple,  —   7   —, 


i 

I 


?(''^=ri^i^'       4.(71)=  logiog/i, 


log  log(/i  -f-  I) —  log  log/i  = 


croiï 


(n-+-0«)log(n-f-0«) 
<  log  \o^^{  n )  —  loj;  log( n  —  i); 

n 

loj;  loj:(/i -t- I  ) — lo«;loi;2<^   — ; 


loj;  logw  —  log  logi 


1 


.1  \oil'l 


Comme  loglog/2  croit  indé(ininient)  la  série  est  di- 
vergente et  Ton  voit  de  plus  que 


n 


2 

Uîiid  vcis  uiu;  limite  comprise  entre 


»  lou  •> 


(  P:  ) 

Quatricnia  exeninU\  —   >    — -; 


r 

*  » 


•v  <  /n  =  — i «.  •l,{n)= , 

_i_r_^ \ :u L_ 

_L_r_i ! 1 

. — L_^_i_r_^ !^i. 

d'où 

_L_f_J ! 1 

-rV— ! ^  _!_/—!_: ! ") 


•jt  log*  '2 


Dune,  si  a]>  I,  la  série  est  eouvergcnte,  et  sa  somme 
rst  comprise  <^iitre 


(a  —  i)log3t-i2  (a  —  i^log^t-*  •>.        'ilog^t-* 

Si  a  <^  I ,  la  série  est  divergente.  Considérons 

y /_! î ! V 

^\/iloga/i         I  —  aIog»-»/i/' 
rf.*tte  qnantité  tend  vers  une  limite  comprise  entre 


et     —  . -ï — — h 


(i  —  a)Iog»-».;.  (I  —  a)  Iog»->  tA        'ilog^ss 

Dans  les  exemples  précédents,  la  règle  de  Caucliy  suf- 
lirait  pour  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence. 
^'oici  un  exemple  où  elle  ne  su  Hit  plus. 
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vcrgente,  ci  que  sa  somme  est 

I 


<  I-H 


*  —  I 

Si  5  <<  1 ,  la  série  est  divergente,  et  l'on  a 

n 


)»-*— n* 


n 


Ce  qui  prouve  que  ^    "7  — -^ lend,  pour 

t 
n  =  00,  vers  une  limite  C,,  o  <^  C,<;  1 ,  généralisation  de 

la  constante  d'Euler. 


Troisième  exemple,  —  7   — i 


2 


log  log(/n-  0—  loglog/t  <  ^-j^ 

<loglog(n)  — loglog(n  — i); 
d'où 

log  log(/i -+- 1;— log  log2  <  2  ;jjf^ 

s 
<  log  log  n  —  log  log2  -+-  ^-ji^ . 

Comme  loglog/2  croit  indéfiniment)  la  série  est  di- 
vergente et  Ton  voit  de  plus  que 


n 


^(loglog/i  — loglogn) 
2 

tend  vers  une  limite  comprise  entre 


lo'HoL'Vi     et     — loi;  lo;? •>,-}-  —, 
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00 


Quatrième  exemple,  —   >   — i — -— 


2 


I  ...  ï  I 


o(n)=  — i .  «L  (  72  )  = —  , 

_L_  r_j [ :i  = î 

_L_r_i î 1 

a  —  I  Lloga-^n        log3^(/i -i-i)J 

<_L_<_L_r__j î ]. 

d'où 

j_r_! î 1 

—  lLlog^-l2  l0ga-l(/l  -h  |)J 


a 


<y_! <_!_/_J ■ ! \  +  -_L_. 

S 

Donc,  si  a]]>  1,  la  série  est  convergente,  et  sa  somme 
est  comprise  entre 


(a  —  i)  loga-i  2  (a  —  i)log°'-^  2        2log«-2 

Si  a  <^  1 ,  la  série  est  divergente.  Considérons 

y  /_j ^ L_^ . 

^V/ilogo^n        1  —  alog»-^/i/' 

2 

cette  quantité  tend  vers  une  limite  comprise  entre 


et 


I 


(i  —  a)Iog«-*2  (i  —  a)  log«-i  2        2l0g*2 

Dans  les  exemples  précédents,  la  règle  de  Caucliy  suf- 
firait pour  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence. 
Voici  un  exemple  où  elle  ne  suffit  plus. 
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Les  deux  seuls  points  critiques  sout  L  et  L\ 


a 


^-^vr 


X 


1  a 


3/3 


Supposons  d'abord  que  le  point  origine  [,2:0,  jKo]  se  Irouve 
sur  une  branche  de  denii-conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  Tare  LA  M  et  cherchons  à  quelles 


Fi«.  3i. 


conditions  le  point  mobile  [^,jk]î  fourni  par  l'équation 
^=:  la  série,  pourrait  passer  sur  la  courbe  réelle,  ou  sur 
la  conjuguée  c  =  00,  près  du  point  L,  sans  que  le  module 

de  \x — j7o]  dépassât  celui  de  (  — -= —  ^0  )•  ^  devant  être 
nul,  il  faudrait  pour  cela  que  a  satisfit  à  la  condition 


«0 


P2 


ou 


c'est-à-dire  que  a  devrait  rester  compris  entre  les  limites 


ia  ia 

•icL^ -"     et      — ~ 

3/3  3/3 
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Si  donc  ao  est  moindre  que  — —  et  égal  à  — A ,  a  pourra 

3/3  3/3 


varier  entre 


—  2  A,  limite  inférieure, 


3/3 


et 


2  CL 

y  limite  supérieure, 


3/3 

et  le  point  [a?,  y],  fourni  par  la  série,  ne  pourra  pas  pas- 
ser sur  la  conjuguée  c=  oo  près  du  point  L. 

Au  contraire,  si  a©  est  plus  grand  que  — ■=.  et  égal  à 


2a 


3/3 


3/3 
A,  a  pourra  varier  entre 


h '2. h,  limite  supérieure, 


3/3 
et 


-9  limite  inférieure; 


3/3 


le  point  [^,  y]  ne  pourra  donc  pas  passer  sur  Tare  LAM. 
Supposons  le  premier  cas,  c'est-à-dire  olq  =  — — —  A,  le 

point  [a:,  y]  ne  pouvant  pas  passer  sur  Tare  BLB',  sans 

que  la  série  devienne  divergente,  ne  pourra  pas,  à  plus 

forte  raison,  se  rendre  en  L':  le  point  d*arrèt  sera  donc  L^ 

Il  en  sera  encore  de  même  dans  le  second  cas,  ou  ao 

aurai  t  une  valeur  — —-^^  h.  mais  on  en  donnera  une  autre 

3/3 

raison  qui   est  que  le  module  de  (a^o —  l'abscîsse  de  L) 

sera  alors  moindre  que  celui  de  (  ^o  —  Tabcisse  de  L')  ;  en 

eflTet,  le  premier  sera 

et  le  second 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  X.  (Octobre  1891.)  j2 


( 
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Ainsi,  quelque  part  que  Ton  plaçai  le  point  origine,  sur 
une  demi-conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  Tare  MAL,  le  point  d'arrêt  serai t|  toujours  L. 

De  même,  le  point  d'arrêt  serait  L',  si  le  point  [xot  /o] 
appartenait  à  une  deniî-conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  Tare  M'A'L'. 

Cherchons  maintenant  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
deux  points  L  et  L'.  L'équation  caractéristique  de  celte 
courbe  est 


"-{'-m-"  {"-m 


c'est-à-dire 


i-m'-'^i'-iTù'-'' 


ou 

«0  =  o. 


Cette  condition  paraîtrait  comporter  deux  interpréta- 
tions :  la  première  que  le  milieu  de  la  corde  réelle  passant 
par  le  point  [a:o,  jKo]  se  trouvât  sur  Taxe  des  ^,  et  la 
seconde  que  le  point  [^o^^o]  appartint  à  l'enveloppe 
imaginaire  des  conjuguées  dont  les  coordonnées  sont 
imaginaires  sans  parties  réelles. 

Mais  rinspection  de  la  figure  montre  que,  pour  qu'une 
corde  réelle  d'une  conjuguée  eût  son  milieu  sur  l'axe 
des  y,  il  faudrait  que  celte  conjuguée  touchât  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'une  de  ses  branches  A  M  ou  A'M', 
et  Ton  a  vu  que  le  point  d'arrêt  est  alors  L  ou  L'. 

La  condition  a==  o  signifie  donc  que  le  point  origine 
doive  appartenir  à  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées; 
et  le  fait  s'explique  alors  tout  naturellement,  car  il  est 
facile  de  voir  que,  si  le  point  [^Tq,  yo]  se  trouve  sur  l'en- 
veloppe imaginaire,  il  pourra  se  rendre  à  l'origine  sans 
sortir  de  la  région  de  convergence  ;  or  il  lui  resterait  alors 
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juste  le  même  chemin  pour  parvenir  en  L  ou  en  \J , 
Cela  posé,  si  le  point  [xq,  yo]  appartient  à  une  conju- 
guée tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc 
LOL',  le  point  d'arrêt  sera  [.  ou  L',  selon  qu'on  aura 

3/3     ^        3v/3' 

• 

c'est-à-dire  suivant  que  ao  sera  positif  ou  négatif;  ou 
encore  selon  que  le  point  origine  appartiendra  à  une 
cleiui-conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point 
de  l'arc  OL  ou  en  un  point  de  l'arc  OL'. 

Enfin  supposons  que  le  point  origine  appartienne  à 
une  conjuguée  tangente  à  l'enveloppe  imaginaire  :  les 
conditions  pour  que  le  point  d'arrêt  soit  en  L  ou  en  \J 

seront  toujours 

ao>  o     ou     ao<  o; 

mais  il  faut  en  avoir  l'interprétation.  Or,  sur  chacune  des 
demi-conjuguées  en  question,  les  deux  parties  où  a  aura 
des  signes  contraires  seront  séparées  par  le  point  de  con- 
tact avec  l'enveloppe  imaginaire;  et  le  reste  va  de  soi.  En 
ellct,  les  deux  points  P  et  P'  où  une  même  conjuguée 
touche  l'enveloppe  imaginaire  ont  respectivement  pour 
coordonnées 

X  =  ^  s/ —  I         avec        ^  =  p'  \J —  i 

et 

37  =  — P  y/ — I  avec        j= — p'/ — i, 

de  sorte  que  POP'  est  précisément  une  des  cordes  réelles 
de  la  conjuguée;  les  autres  lui  sont  parallèles,  de  sorte 
que  la  condition  a©  ^  o  exprime  que  le  poin  t  [ Xq ,  jKo  ]  se 
trouve,  sur  la  conjuguée  où  on  Ta  placé,  à  l'extrémité 
d'une  corde  réelle  placée  au-dessous  de  la  corde  qui  joint 
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les  points  de  contact  de  cette  conjuguée  avec  Tenveloppe 
et  la  condition  a  <^  o  exprime  le  fait  contraire. 

25.  Considérons  inOni  le  lieu 

^'-+-  jt' —  ^axy  =  o. 
Fig.  3a. 


Les  points  critiques  sont  :  Torigine  [.r  =  o,  j'  =  o],  le 
point  A  (/ig-  Sa) 

et  deux  points  imaginaires;  le  point  l) 


X  —  a'^4 


•À 


,  y  =«/: 


V3v/-ij 


et  le  point  D' 


T-i-v/Hy/- 


(-"^— "^ 


,  y  —  a3y/'j. 


-— i-+-v/3V- 


'^ 
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Ces  deux  dcniiers  apparlieiiiieiil  à  la  conjuguée 

laiigeiile  à  la  courbe  réelle  en  B  el  A  l'enveloppe  ima 
gînaire  en  D  et  D'. 

Les  asyiiiploles  imaginaires  du  lieu  étant 


■±^v/-.,^g(,_^3y-)^ 


y  — 

^  1  i 


on  construirait  aisément  celles  de  la  conjuguée  DBD'. 
jNous  placerons  d'abord  le  point  origine  [xo,yo]  st*"* 
une  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un  point 
de  l'arc  OT',  parce  que,  pour  s'approcher  successive- 
ment des  points  O,  A,D  ou  ly,  un  point  [j^,j^]  du  lieu, 
qui  partirait  du  point  [jCo^J'^o]^  ainsi  placé,  devrait  passer 
successivement  sur  toutes  les  conjuguées  du  lieu,  le 
point  de  contact  avec  la  courbe  réelle  de  la  branche  qui 
le  contiendrait  décrivant  cette  courbe  réelle  dans  le 
sens  T'OCAC'OBT,  et  que,  comme  le  prouvera  la  dis- 
cussion, c'est  précisément  dans  l'ordre  O,  A,  D  ou  H 
que  se  présenteront  les  points  d'arrêt,  lorsque  le  point 
originaire  [^o>J>o]  s'avancera  sur  les  conjuguées  du 
lieu,  dans  l'ordre  qu'on  vient  d'indiquer  pour  le  point 

Le  point  [^o^J'o]  appartenant,  comme  on  l'a  supposé, 
à  une  conjuguée  du  lieu,  tangente  à  la  courbe  réelle  en 
un  point  de  l'arc  OT',  le  point  [x,  v],  représenté  par 
l'équation  y  =  la  série,  pourra  passer  sur  la  branche 
réelle  T'O,  près  du  point  O,  si  l'on  peut  trouver  sur  cet 
arc  T'O  un  point  [.i*  =  a,  j  r=  a'],  tel  que 

mod(ro  —  a)<  mod(j:o —  o\ 
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OU  que 

(ao-a)2-4-Pî<a3-hP5, 
c'csl-à-dirtî 

--'xaoLo-\-a^<i  o, 

OU,  comme  a  devrait  «Ure  positif, 

ce  qui  exigera  que  ao  soit  positif,  c'est-à-dire  que  \v. 
point  [j:^0)JKo]  ne  soit  pas  trop  éloigné  du  point  de  con- 
tact avec  la  branche  T'O  de  la  conjuguée  à  laquelle  il 
appartiendrait. 

Mais  dans  ce  cas,  de  ao^o,  le  point  [^,jk]  fourni 
par  la  série  ne  pourra  pas  passer  sur  la  branche  de  la 
conjuguée  C  =  oo  tangente  de  O  à  la  courbe  réelle;  il 
ne  pourra  donc  pas,  à  plus  forte  raison,  se  rendre  près 
du  point  A  ni  près  de  l'un  des  points  D  ou  D',  et  le 
point  0  sera  le  point  d'airèt  de  la  convergence  de  la 
série. 

Au  contraire,  dans  la  même  hypothèse  où  la  branche 
de  conjuguée  contenant  le  point  [,Tq  j]  toucherait  la 
courbe  réelle  en  un  point  de  l'arc  170,  si  ao  était  né- 
gatif, le  point  [x,  y]  fourni  par  la  série  ne  pourrait 
plus  passer  sur  l'arc  T'O,  mais  pourrait  passer  la  branche 
de  la  conjuguée  C  =  oo  tangente  à  la  courbe  réelle  enO, 
parce  que  l'on  pourrait  trouver  sur  cette  branche  un 
point 

tel  q 


ue 


ou  que 
c'est-à-dire 


ou 


mod(:ro-*-  a)<  mod(a7o  —  o, 

(ao  +  a)S-4-P5<«5-4-P?, 
2  aao  +  a*  <  o 

a  <—  7.7.0. 
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Mais  alors  le  point  [j^,J^]  fourni  par  la  série  ne 
pourrait  pas  parvenir  au  point  A,  parce  que  le  module 

de  [xq —  ay4)  serait  plus  grand  que  celui  de  (jcq  —  O). 
Kii  effet,  a^  étant  négatif,  le  premier  module 

serait  plus  grand  que  le  second 

Ainsi,  dans  ces  différents  cas,  le  point  O  sera  et  res- 
tera le  point  d'arrêt. 

Supposons  que  le  point  origine  [jc'cj^o]  vienne  du 
plan  sur  une  branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe 
réelle  en  un  point  de  l'arc  OCA.  Le  pointd'arrêt  restera 
le  point  O  tant  que  le  point  [^09^0]  n'aura  pas  traversé 
la  courbe  d'équilibre  entre  O  et  A,  courbe  dont  l'équa- 
tion caractéristique  est 


inod(a7o —  0)=  mod(a:o —  «/4) 
ou 

«î  +  P5  =  («o-«v^)Vp5, 

st-à-dire 

«0  =  • 

2 

Ainsi  le  point  d'arrêt  restera  le  point  O  tant  que  le 
milieu  de  la  corde  réelle  contenant  le  point  [^0,^0]  res- 
tera à  gauche  de  la  droite  CC','équîdistanle  de  l'axe  des 
y  et  de  la  tangente  menée  en  A  à  la  courbe  réelle. 

Le  périmètre  de  la  région  de  convergence  passera  h 
la  fois  en  O  et  en  A  lorsque  le  milieu  de  la  corde  réelle 
contenant  le  point  [^o?JKo]  se  trouvera  sur  le  prolonge- 
ment de  ce. 
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Enûn  le  point  d*arrôt  se  trouvera  en  A  lorsque  le  mi- 
lieu de  la  corde  réelle  contenant  le  point  [xo,JKo]  se 
trouvera  à  droite  de  C'C. 

A  partir  de  ce  moment,  le  périmètre  de  la  région  de 
convergence  pivolera  autour  du  point  A  jusqu'à  ce  que 
le  point  [xo,j  o]  vienne  traverser  Tune  ou  Tautre  des 
courbes  d'équilibre  entre  A  et  D  ou  entre  A  et  ly. 

La  première  de  ces  deux  courbes  est  caractérisée  par 
la  condition 

niod  {x^  —  a  v^4  )  =  ^^^  (  ^o  —  «  ^^4 )  » 

(|ui  se  réduit  à 


—  «0  /3  =  —  Po 
et  la  seconde  Test  par 

On  voit  que  les  premiers  membres  resteraient 
moindres  que  les  seconds  si  le  point  [j^o>^o]  venait  se 
placer  sur  la  branche  de  la  conjuguée  C  =  oo,  tangente 
en  A  à  la  courbe  réelle,  parce  que  a©  serait  positif  et  [îo 
nul;  par  conséquent,  le  point  A  serait  encore  à  ce  mo- 
ment le  point  d'arrêt. 

Supposons  que  le  point  [j^oiJKo]  vienne  se  placer  sur 
une  branche  de  conjuguées  tangente  à  la  courbe  réelle 
en  un  point  de  Tare  AO  :  ao  sera  d'abord  positif;  quant 
à  Poî  qiii  partira  de  zéro,  il  sera  positif  ou  négatif,  se- 
lon que  le  point  [j:o,J'o]  se  trouvera  sur  la  branche  de 
droite  ou  sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée  qui 
le  contiendra,  en  sorte  que,  si  le  point  [j^^o^'o]  ^^  trouve 
sur  la  branche  de  droite  de  la  conjuguée  en  question ,  ce 
sera  le  point  D  qui  pourra  devenir  le  point  d'arrêt,  et 
que  si,  au  contraire,  le  point  [jtoïJ'o]  se  trouve  sur  la 
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branche  de  gauche  de  la  tnême  conjuguée,  ce  sera  le 
point  ly  qui  pourra  succéder  au  point  A,  comme  point 
d'arrêt. 

Si  l'on  suppose  le  premier  cas,  c'est-à-dire  ^o  >  ^j  le 
point  D  deviendra  le  point  d'arrêt,  au  lieu  du  point  A, 
dès  que 

—  ao  /s  deviendra  plus  grand  que  —  Po  (Po  étant  positif); 

dans  le  second  cas,  le  point  D'  deviendra  le  point  d'ar- 
rêt, au  lieu  du  point  A,  dès  que 

—  «0  v/3  deviendra  plus  grand  que  po  (Po  étant  négatif). 

ao  prenant  d'abord  la  valeur  de  l'abscisse  du  point  de 
contact  de  la  branche  de  la  conjuguée  dont  il  s'agit  avec 
l'arc  AO  et  ^o  étant  alors  nul,  ni  l'une  ni  l'autre  des 
deux  conditions  ne  se  rencontrera  que  sur  une  corde 
réelle  de  la  conjuguée,  assez  éloignée  de  son  point  de 
contact  avec  l'arc  AO  et  jusque-là  ce  sera  le  point  A  qui 
restera  le  point  d'arrêt. 

Au  delà  de  cette  corde  réelle,  ce  sera  le  point  D  ou  le 
point  D'  qui  deviendra  le  point  d'arrêt,  suivant  que  le 
point  [jc:o,/o]  se  trouvera  sur  la  branche  de  droite  ou 
sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée  tangente  à  la 
courbe  réelle  en  un  point  de  Tare  AO. 

Si  le  point[j:o,j^o]  vient  se  placer  sur  la  conjuguée 
à  ordonnées  réelles,  tangente  à  la  branche  T'OA  en  O, 
la  valeur  dey©  s'exprimera  par 

yo=  a'o     (a'o  étant  négatif) 

et  les  valeurs  de  Xq  seront  fournies  par  l'équation 

xl  —  3  a  a'o  a?  -f-  a'^  =  o  ; 
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la  racine  réolUî  de  celle  équalion  sérail  rabscisso  posi- 
tive (lu  point  (le  rencontre  de  la  brandie  OT'  avec  la 
droite j^ -— a'y,  mais  ce  point  de  rencontre  n'entre  pas 
en  question.  Les  deux  autres  racines  seront 

Xo  -  ao  =t  Po  /—  I  ; 

leur  somme  2ao,  ajoutée  à  Tabscisse  du  poinlsitué  surla 
branche  OT'  devra  donner  une  somme  nulle,  par  con- 
séquent ao  devra  ôtre  négatif. 
En  conséquence,  ni  la  condition 

-aov/5<-po 

ne  pourra  être  satisfaite  par  un  point  [xo»  J'o]  d^*  ^^ 
branche  de  droite  de  la  conjuguée  en  question,  et  le 
point  1)  aura  dénnitivement  succédé  au  point  A  comme 
point  d'arrêt,  môme  en  supposant  le  point  [xo,7o]  î"" 
déHniment  voisin  du  point  G  ^  ni  la  condition 

—  «0  v/3  <  Po 

ne  pourra  ôtre  satisfaite  par  un  point  [^o^J^o]  tle  la 
branche  de  gauche  de  la  même  conjuguée  en  question,  et 
le  point  ly  aura  définitivement  succédé  au  point  A 
comme  point  d'arrêt,  même  en  supposant  le  point  [to/o] 
indéfiniment  voisin  du  point  O. 

Supposons  enfin  que  le  point  [^o^J^'o]  passe  sur  une 
branche  de  conjuguée  tangente  à  la  courbe  réelle  en  un 
point  de  l'arc  OT  :  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
points  I)  et  D'  étant 

mod  I  Xq  —  a  y/ f\ -   ■    — 

\(  3/-   —  I  —  v/3  /  -  I 

-:  inod  l  .2:^0  —  ^  V  4  ■    ■ 
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OU 


a.Q 


c'est-à-dire  ^o  =  o. 

On  voit  que  le  périmètre  de  la  région  de  convergence 
passera  à  la  fois  par  les  deux  points  D  et  D'  lorsque  le 
point  [^OîJKo]  se  trouvera  être  justement  le  point  de 
contact,  avec  Tare  OBT,  de  la  branche  de  conjuguée  sur 
laquelle  il  aura  passé,  et  que  le  point  d'arrêt  sera  D  ou 
ly,  selon  que  j3o  sera  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  se- 
lon que  le  point  [^Xq,  j^o]  se  trouvera  sur  la  branche 
de  droite  ou  sur  la  branche  de  gauche  de  la  conjuguée 
sur  laquelle  il  aura  passé. 

Sur  la  coiwergence  du  développement  en  série  d'une 
fonction  de  deux  variables  indépendantes,  —  On  trou- 
vera dans  le  second  Volume  de  ma  Théorie  des  fonc- 
tions de  variables  imaginaires  ce  qui  concerne  la  con- 
vergence du  développement  en  série,  par  la  formule  de 
Tayior,  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes 
X  et  Y,  définie  par  une  équation 

/(X,  Y,Z)  =  o. 

Cette  question,  entièrement  neuve  à  l'époque  ('),  est 
ramenée  à  la  précédente  par  cette  considération   évi- 


(*)  Elle  n'avait  été  traitée  auparavant  que  par  iMM.  Briot  et  Bou- 
quet, dans  leur   Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques. 
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dente  que  le  développement 


Z  =  ^-f-T-(X  — a7)-h-—  ^ ^-... 

ox  da?*        I .  a 


ordonnée  en  groupes  homogènes  par  rapport  à  (X  —  x) 
et  à  (Y  — j)y  coïncide  identiquement,  pour  chaque  sys- 
tème de  valeurs  finales  de  X  et  de  Y,  avec  le  développe- 
ment de  la  fonction  Z  de  X  seul,  qui  serait  définie  par 

les  équations 

/(X,Y,Z)=o 

et 

X-.r-'^' 

Y y 

k  étant  la  valeur  que  prendrait  le  rapport  ^ — ^pour 

les  valeurs  finales  qu*on  aurait  résolu  d'avance  de  don- 
ner à  X  et  à  Y;  de  sorte  que  la  question  n'est  autre  que 
celle  du  développement  de  l'ordonnée  Z  de  la  projection, 
sur  le  plan  des  XZ,  de  la  section  de  la  surface 

/(X,Y,Z)  =  o 
par  le  plan 

— a? 
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LES  CENTRES  D1NERTIE  DE  LA  NOITIÉ  ET  DU  QUART 

DU  CORPS  ÉPICYCLOIDAL; 

Par    m.    SVÉGHNIGOFF, 

Professeur   au    gymnase    de   Troïtzk. 


Le  plan  xoy  divise  la  surface  épîcycloïdale  et  le  corps 
épîcycloïdal  en  deux  parties  égales.  Désignons  par  /  etL 
les  distances  du  centre  d'inertie  de  chaque  moitié  de  la 
surface  et  du  corps  au  plan  xv-^ 


~  ml  =  (T  I  j  z  dS 


27: 


=  4a^a  /      (i  —  cosn^)s\n^—-^  do  j     (n-i-cosa)sinac?a 

27Ç 

=  Ga^n7  I        (i  —  cos/i(p)sin3 — i  do — 


i5 

Par  suite, 

,       i6a 

-  ML  =-  <j  /   /  j  z  dxdy  dz  =  ~   j  j  z^  dx  dy 

=  I        (i  —  cos/icp)*  û?cp    /      (/i-H  cosa)  sin'acfa 


(i  —  cos/icp)*  û?cp 


G 


Par  suite, 


L^7^ 


3-71 

Ann.  de  Mathémat.y  3"  série,  t.  X.  (Novembre  1891.)         33 
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Le  plan  zoj' diwisc  la  surface  et  le  corps  épicycloïdal 
ea  deux  parties  égales.  Désignons  par  t  clT  les  distances 
du  centre  d^'nertie  de  chaque  moitié  de  la  surface  el  da 
corps  au  plan  zj/^ 


«  tic 


X  I        cos^-^d^  I       [/i(/isinij^ -4- cos<|;sin/i\|;)-f-(H-cos/n|/)sintJ/cJ 


0 

7t 


1  /"       "  /l'î' 

-mï  =  4«'<"^  /        cos* — - 

2  ./^  '2 


f. 


iz 


I  r  " 


^. ,.          6/1*  —  2/H-5./1  —  2,        6  n*-\-  2  /n-  5   .    /i-h  2  , 
/W  = g sin— ^i^H ^*"^~'i' 

4/i«— 6/H-5   .    3n  — a,       4n*-+-6n-i-5  .  3n-h2  , 
i6  a       ^  i6  2 

'2/1  —  I    .    5/1  —  2,        a/i-i-i    .    5/i-f-2, 

_l —  sm t^  H —  sin ^y 

'^  600/1'' sin 1040/1®  — 872/1*+ 960/1*— 128 


('i*-'-4)(9'i*— 4)('25/i«-4) 
Par  suite, 


t  = 


"ialy^n^  sin i3o/i« — 109/1* -H  120/1*  — 16] 

(/i*--4)(9'i*-4)(a5/i*— 4) 


En  posant  /i=i,7î=2,/i  =  qo,  on 


9a  ^       lia  ^  26a 

78  i5 
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=  or  r  r  /  x'  dx'  dy  dz 


.a/  /  x'dy=^^ 


;=o  ^ 

7C 


X 


« 


i  MT  =  '""'' 


2  4 

/(?)=  g sinij; i ^sin(/i  — i),)^ 

2  4 

/l* -4-3/14-1.,^ 

H sin(3nH-i)4/ 

H g — sin(4n  —  i)<];-h  z —  —  sin(4/H-i)i!;, 

J^-|  36oAi8(  I  — cos-l— 5i2/i«— 384/i*+i92/i*— 16 

Par  suite, 

4ar45/i8(i  — cos- j  — 64n6— 48ai*-+-24/i2— 2I 

~  57r{n2— i)(4/i2>-  i)(9/i2_r) 

En  posant  «=1,72=2,  n=zcc^  on  a 

^       i6a            ^       24a            ^       -îta        64a 
1  =  — —  )  1  = >  1  = —= — 

DTT  niz  2  aOTT 


D'après  cela,  il  est  facile  de  déterminer  la  position  du 
centre  d'inertie  de  la  moitié  ou  du  quartier  de  la  sur- 
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face  et  du  corps  cpicycloïdal.  En  calculant 


r  /  /  I  z*  dxdy  dz 


9     r'        n      /•--••• 

=  ô  /  /  z^dxdy 


9=0 

SIC 


= -^    1       (  I  —  cos /i  «p  )•  rfcp  1        (n +  co9a)sin*cirfa, 


on  a 


637:»  g  g»  _  63  Ma» 
i6       "" ,     8o 


NOTE  SUR  LA  SÉRIE  2^'^"; 

1 

Par  m.  E.  G\HEN, 
Professeur  au  lycée  de  Rennes. 


Pour  5  =  G, 


«0 
Nn*u«=  (moda<i). 


Pour  5=1, 


En  général,  s  étant  entier,  \^  /l'u"  =  — -- — — j  »  A  res- 

1 
tant  fini  pour  u  =  i . 

Je  me  propose  d'étendre  cette  proposition  au  cas  de  5 

quelconque  ]>  o. 
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On  a,  pour  toute  valeur  de  s,  n  étant  un  entier  >>  i , 

i.îi..  .n  1-+-  Ê/i  -V   «  -X     V  / 

La  série  proposée  peut  donc  s'écrire 


M  -H  >  i i^ ^ — ^ i  — i 1  a«. 

I  .  2 ...  71  I  -+-  Ê|» 

S 


Appelons  a  et  p  deux  limites,  Tune  inférieure,  Pautre 
supérieure  au  nombre > 


^è«<P<i- 


On  voit  que  la  somme  de  la  série  est  comprise  entre 


(*H-î)(5  -f-2)..  .(5H-  n) 


Ad,  1.2. . .71 


et 


(5  -f- 1).  ..(5-1-  n) 


o  \^  (5-f-i)...(5-l- n)_,  .    „ 


c'est-à-dire  entre 


et 


tt  +  ar(s  +  I)  [^j— 1^  -  I  -  («  +  i)kJ 

«  +  p  r(* -.- I)  [^-^— i^,  - ,  -  (s  +  !)«]; 
ce  qui  démontre  le  théorème. 


(  »  )  Voir  Serret,  Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II, 
p.   i8o.  «^ 
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REMARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ABÉLIENNES; 

Par  m.  J.  DOLBNIA,  à  Nijni-Novgorod. 


1. 

On  sait  que,  dans  Tétudu  des  fondions  abéliennes,  on 
peut  se  borner  à  la  considéra  lion  du  cas  particulier, 
quand  Téquation  fondamentale  algébri(|ue  irréductible 
ne  possède  que  les  points  critiques  de  second  ordre. 
Nous  nous  occuperons  des  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce,  c'est-n-dire  des  intégrales  conservant  une 
valeur  finie  sur  toute  la  surface  de  la  sphère. 

Supposons  que  les  intégrales  abéliennes  dépendent 
de  l'équation  algébrique  irréductible 

qui  possède  les  points  critiques  de  second  ordre.  Autour 
de  chacun  de  ces  points  ne  se  permutent  que  deux  des 
n  racines  de  Téquation.  Dans  chaque  lacet  nous  distin- 
guerons le  commencement  et  la  fin;  ainsi  le  commence* 
ment  du  lacet  (/;)  est  le  point  O2,  la  fin  O^  \  il  est  inu- 
tile d'ajouter  que  les  points  Oi,  O,,  O2,  O^,  •••  sont 
infiniment  voisins,  ou,  si  Ton  veut,  coïncident  avec 
l'origine  des  coordonnées.  Néanmoins,  pour  plus  de  dé- 
termination, nous  prendrons  que  Torigine  des  coordon- 
nées se  trouve  toujours  au  point  O4,  et  nous  supposerons 
que  la  variable  complexe  se  meut  toujoui'S  dans  la  même 
direction  indiquée  par  les  flèches;  celte  direction  sera 
positive.  La  propriété  fondamentale,  bien  connue,  delà 
fonction  algcbri(|ue  y  est  la  suivante.  En  partant  de 
l'origine  des  coordonnécîs  O^  et  en  se  mouvant  successi- 
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veinent  par  tous  les  lacets,  nous  reviendrons  à  l'origine 
des  coordonnées  avec  la  même  racine  qu'au  commence- 
ment. 


Fig.  I. 


Nous  donnerons  le  nom  de  première  feuille  à  la  sur- 
face infinie  sur  laquelle  la  fonction j^4  arrive  à  l'origine 
des  coordonnées  avec  la  même  valeur,  en  variant  conti- 
nuellement par  tous  les  contours  élémentaires  dans  la 
même  direction  (dans  notre  recherche,  cette  direction 
sera  toujours  contraire  à  la  direction  de  l'aiguille  de 
rhorloge)',  la  surface  ayant  le  même  caractère  pour  la 
fonction  j^  portera  le  nom  de  seconde  feuille;  en  gé- 
néral, une  surface  possédant  le  même  caractère  pour  j^^ 
sera  la  feuille  k^^^^.  On  peut  supposer,  si  Ton  veut,  ces 
feuilles  superposées  comme  dans  le  système  de  Rie- 
mann^  mais  nous  employons  l'expression  yêuiV/e  dans 
le  sens  d'un  simple  terme,  ne  joignant  à  ce  mot  aucune 
signification  matérielle.  Si  la  fonction  y,  après  avoir 
passé  par  la  variable  complexe  du  lacet,  arrive  à  l'ori- 
gine  des  coordonnées  avec  une  valeur  nouvelle,  nous 
dirons  que  le  lacet  est  actif;  si,  au  contraire,  dans  les 
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mêmes  condilions,  la  foncliou  ne  change  pas  de  valeur, 
nous  dirons  que  le  lacet  dsI  passif.  Si,  autour  du  point 
critique  c,  se  permutent  deux  racines  yhjki  'e  lacet 
(c)*  joue  sur  deux   feuilles  un  rôle  actif.  Pour  déter- 
miner les  numéros  de  ces  feuilles,  il  faut  agir  de  la  ma- 
nière suivante.  Partons  de  Torigine  O3  du  lacet  c  avec  la 
racine ^i-  et  avançons  dans  la  direction  positive  jusqu'à 
ce  que  nous  arrivions  à  Torigine  des  coordonnées  0^. 
Si  nous  sommes  arrivés  au  point  0|  avec  la  racinejA, 
nous  dirons  que  le  lacet  (c)*,  avec  son  indice  i,  appartient 
a  la  feuille  A.  Partons  ensuite  du  point  O3  (Torigine 
du  lacet  c)  avec  la  racinej^^t  et  avançons  dans  la  direc- 
tion positive  jusqu'à   Torigine  des  coordonnées  O^Si 
nous  sommes  arrivé  au  point  0|    avec  la  racine /b? 
nous  dirons  que  le  lacet  (c)f  avec  son  indice  h  appar- 
tient à  la  feuille  B.  La   propriété  des  lacets  énoncés  ci- 
dessus  entraîne  une  propriété  encore  plus  întéressanle 
que  nous  expliquerons  par  un  exemple.  Posons  que  le 
lacet  (c)*  permute  deux  racines j^/,  j^ACt,  par  conséquent, 
appartient  par  ses  indices  aux  deux  feuilles  A,  B.  Partons 
dès  l'origine  des  coordonnées  0|  avec  la  racine  j^^î  ^^^^ 
arriverons  au  point  Os  avec  la  racine  ji)  après  cela,  il 
faudrait  traverser  le  lacet  (c)f  et  alors  la  fonction  dans 
le  point  O3  acquerrait  la  valeur  jk-  Si  nous  passons 
directement  du  point  O3  au  point  O3,  sans  décrire  le 
lacet  (c)f,  nous  arriverons  au  point  O3  avec  la  racine// 
et  non  avec  la  racine  yk  comme  il  l'aurait  fallu.  Mais 
sortir  du  lacet  (c)J^,  avec  la  racine  yi^  signifie  y  entrer 
avec  la  racine  j>.  Et,  comme  le  lacet  (c)f  appartient 
par  son  indice  â:  à  la  feuille  B,  l'omission  du  lacet  aclil 
(c)f  équivaut  au  passage  à  une  feuille  nouvelle.  D'où 
suit  la  conclusion  : 

Si  Von  fait,  à  la  place  oii  se  trouve  le  point  criti- 
que c^  la  coupure  des  deux  feuilles  A,  B  rfe  manière 
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que  le  point  critique  disparaisse  pour  toujours  et  que 
Von  commence  le  mouvement  au  point  0\  avec  la  ra^ 
cine  jTj^y  en  traversant  la  coupure,  y  ne  change  pas  de 
valeur,  mais  le  mouvement  ne  fer  a  q  ue  passer  dans  une 
feuille  nouvelle. 

Théorème  I.  —  Si  Von  part  de  V origine  des  coor- 
données 0<  avec  une  racine  de  l'équation 

et  si  Von  se  meut  dans  la  direction  positive  en  passant 
successivement  d 'un  lacet  à  un  autre,  on  peut  choisir 
des  lacets  tels  quen  les  supprimant  complètement  on 
parvient  au  passage  continuel  d^une  feuille  à  une 
autre  jusquà  ce  que  toutes  les  feuilles  soient  épuisées; 
après  quoi  s^effectuera  le  passage  de  la  dernière 
feuille  à  la  première  ;  en  opérant  ainsi,  nous  ferons 
autant  de  tours  complets  qu'il  y  avait  de  feuilles  et 
nous  formerons  autant  de  coupures  qu'il  y  avait  de 
feuilles  moins  une;  chaque  feuille,  pendant  ce  mouve^- 
menty  sera  passée  en  entier  et  seulement  une  fois. 

Démonstration.  —  Soit  le  point  O  Torigine  des  coor- 
données, et  M  le  premier  point  critique  que  la  variable 
complexe  doit  décrire  (le  point  M  est  tout  à  fait  arbi- 
traire). Posons  que  le  mouvement  commence  à  la 
feuille  A  5  par  conséquent,  on  part  de  l'origine  des  coor- 
données avec  la  racine  y^  et  Ton  commence  le  mouve- 
ment dans  la  direction  positive.  Parmi  les  lacets  actifs 
appartenant  à  la  feuille  A,  prenons  arbitrairement  un 
seul  pour  la  formation  de  la  première  coupure.  Posons 
que  le  lacet  destiné  à  la  coupure  joue  un  rôle  actif  sur 
deux  feuilles  A  et  B  ;  soit  ce  lacet 

a(A,  B). 

Coupons  deux  feuilles  A  et  Bpar  la  ligne  infinie  Oa. 
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Alors,  pendant  le  mouvement  continuel  Je  la  variable 
complexe,  nous  décrirons  dans  la  feuille  A  Tangle  MOa 
et,  par  la  coupure  O a,  nous  passerons  dans  la  feuille  B. 


La  seconde  coupure  doit  servir  au  passage  dans  une 
feuille  nouvelle.  On  peut  ])asser  à  la  feuille  nouvelle 
soit  de  la  feuille  B,  soit  de  la  feuille  A^  cela  dépend 
entièrement  de  notre  volonté.  Si  nous  voulons  passera 
une  feuille  nouvelle  de  la  feuille  A,  après  avoir  faille 
premier  tour,  nous  arriverons  à  l'origine  des  coordon- 
nées avec  la  racine ji,;  le  second  tour  commencera  à  la 
feuille  B  et  nous  devrons  décrire,  dans  cette  feuille, 
Tangle  MOa  jusqu'à  la  coupure  Oa^  par  cette  coupure 
nous  passons  encore  à  la  feuille  A  et,  par  une  nouvelle 
coupure,  de  la  feuille  A  dans  une  nouvelle  feuille, 
comme  nous  Tavons  voulu.  Mais,  si  nous  voulons  passer 
dans  une  nouvelle  feuille  de  la  feuille  B,  ce  passage 
devra  s'eifectuer  pendant  le  premier  tour  5  il  faudra  alors 
faire  une  nouvelle  coupure  dans  Tangle 

aOM  =  '211    -  MOa; 
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la  ligne  Od  marquera  cette  coupure.  Cette  coupure 
existant,  le  passage  dans  une  nouvelle  feuille  s'accom- 
plira pendant  le  premier  tour.  En  elîet,  par  la  coupure 
Oa,  nous  passerons  à  la  feuille  B  et,  par  la  coupure  Orf, 
à  la  feuille  D;  et  comme  nous  ne  rencontrerons  aucune 
coupure  donnant  un  passage  à  une  nouvelle  feuille,  le 
premier  tour  sera  terminé  à  l'origine  des  coordonnées 
et  dans  la  feuille  D,  par  conséquent  avec  la  racine ^d. 

Le  second  tour  commencera  à  la  feuille  D  et  y  conti- 
nuera jusqu'à  la  rencontre  avec  la  coupure  Od  par 
laquelle  le  mouvement  passera  dans  la  feuille  B.  Gommé 
nous  n'avons  pas  voulu  passer  de  la  feuille  D  à  une 
feuille  nouvelle,  nous  devrons  eifectuer  ce  passage  de  la 
feuille  B  ou  de  la  feuille  A.  Sur  notre  figure,  le  passage 
est  effectué  de  la  feuille  B  par  la  coupure  Of  dans  la 
feuille  F,  où  le  second  tour  sera  terminé.  Plus  loin  il 
faudra  avoir  soin  de  passer  de  la  feuille  F  à  une  nou- 
velle feuille.  Si,  pour  une  cause  quelconque,  nous  n'a- 
vons pas  trouvé  nécessaire  d'eifectuer  un  passage  direct 
de  la  /euille  F  à  une  feuille  nouvelle,  commençons  le 
troisième  tour  dans  la  feuille  F,  où  nous  continuerons 
le  mouvement  jusqu'à  la  rencontre  avec  la  coupure  0/ 
par  laquelle  nous  passerons  dans  la  feuille  B,  où  nous 
terminerons  le  troisième  tour. 

Pendant  le  quatrième  tour,  passons  par  la  coupure  aO 
dans  la  feuille  A  et  ensuite,  par  la  coupure  Oè,  dans  la 
feuilleC,  plus  loin,  par  la  coupure  0<?,  dans  la  feuille  E, 
où  nous  terminerons  le  quatrième  tour.  S'il  n'y  a  plus 
de  nouvelles  feuilles,  le  quatrième  tour  se  terminera 
dans  la  feuille  E.  Pendant  le  cinquième,  passons  par  la 
coupure  Oe  dans  la  feuille  G,  où  nous  terminerons  le 
cinquième  tour.  Pendant  le  sixième  tour,  passons  par  la 
coupure  Ob  dans  la  première  feuille,  où  nous  termi- 
nerons   le    sixième    mouvement.    Nous    avons    eu   six 
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feuilles,  nous  avons  fait  aulant  de  tours  et  cinq  cou- 
pures. Le  inouveinenL  dans  une  feuille  quelconque  com- 
mence depuis  la  coupure  avec  l'indice  de  cette  feuille 
et  continue  jusqu'à  une  nouvelle  coupure  avec  ce  même 
indice.  Outre  cela,  le  mouvement  ne  se  répète  plus 
dans  le  même  ordre.  Pour  cette  raison,  le  mouvement 
dans  une  feuille  quelconque,  par  exemple  6,  aura  lieu 
dans  les  angles 

aod  -f-  dof-^foa  =  211. 

*  Ainsi  le  théorème  est  prouvé.  Voici  un  exemple  : 
Soient  neuf  feuilles  marquées  des  numéros  i,  2,  -«Md* 
Par  les  points  critiques  sont  faites  des  coupures  dont 
Tordre,  pendant  le  mouvement  dans  la  direction  posi- 
tive,  est  le  suivant 

a(i,a),     6(1,3),    c(2,4),     c?(2,5), 
e(3,9),    /(4,6),     ^(5,8),     A(i,7). 

Le  Tableau  ci-joint  contient  les  angles  décrits  dans 
chaque  feuille  pendant  chacun  des  neuf  tours  :       ^ 


Numéro  Tours 

feuille.          1.  2.            3.  4.  5.  6.  7.  8.         0. 

1  ....  MO  a  »            »  »            »  aob           »  60  A   /»0M 

2 aOc  »  cOd  »  ^OM  MO  a        »         m 

:J....        »  »           »  »            »  hOe  cOM  MOô 

4 cO/  /OM  MOc  »            »  »            »         » 

5....        »  »  dOg  ^OM  MOrf  »            »         » 

6 /OM  MO/        »  »            »  »            „         »         1; 

7  ....        »  »            »  »            »  b            »  AOM  MOA 

8....        »  »  ^OM  MO^        »  M            »         »         '■  I 

9....        »  »            »  »            »  eOM  MOe 


» 


Théorème  IL  —  Prenons  deux  intégrales  abéliennes 
indépendantes,  de  première  espèce,  11  et  v.  Si  nous 
intégrons  suivant  le  contour  déterminé  par  le  théo' 
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rème  précédent,  l'intégrale 


I 


uâv 
sera  égale  à  zéro. 

Pour  démontrer,  remarquons  que  Tintégrale  prise 
suivant  la  totalité  de  tous  les  lacets  actifs  d'une  feuille 
quelconque  dans  la  direction  positive,  d'après  le  théo- 
rème de  Cauchy,  est  égale  à  zéro,  puisque  Tinfinité 
n'est  pas  le  point  critique  de  la  fonction^  dont  dépen- 
dent les  intégrales  abéiiennes. 

Indiquons  l'intégrale  prise  dans  la  totalité  des  lacets 
actifs  de  la  première  feuille  par 

H(I), 
pour  la  seconde  feuille 

H(II),     ..,; 
alors  nou  savons 

H(l)=H(II)=H(IlI)  =  ...=  o. 

Nous  désignerons  ainsi  l'intégrale  prise  suivant  une 
partie  du  contour  de  la  feuille  par 

H(A), 

a 

où  a  est  Tindice  de  la  racine  avec  laquelle  l'intégration 
a  commencé,  ^  l'indice  de  la  racine  avec  laquelle  l'in- 
tégration a  été  terminée,  A  l'indice  de  la  feuille  où 
l'intégration  a  eu  lieu.  Enfin  l'intégrale  prise  suivant 
un  lacet  quelconque,  nous  désignerons  ainsi 

«P(A), 

où  a,  ^,  A  ont  la  signification  indiquée  ci*dessus.  Ad- 
mettant ces  significations,  supposons  que  nous  avons, 
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par  exemple,  cinq  feuilles,  et  les  coupures  sont  faites 
dans  Tordre  suivant 

a(I,  II),    6(1,111),    c(II,  IV),    t/(II,  V). 

Posons  encore  que  le  lacet  a  permute  les  racines  j/, 
Yxt  le  lacet  (i)  permute  les  racines  ye^^Jm-i  le  lacet  (c) 
permute  les  racines  yn^ypt  enfin  le  lacet  {d)  permute 
les  racines  Jq^yr*  Le  premier  tour  donne  pour  l'inté- 
grale la  signification 

(I)  H{I)-t-H(n)-i-H(IV). 

1  i  n 

Le  deuxième  tour  donne 

(9t)  n(iv)-hn(ii)-f-ii(V). 

4  p  q 

Le  troisième  tour  donne 

(3)  H(V)-^H(II). 

6  r 

Le  quatrième  tour  donne 

(4)  H(II)-t-H(I)H-H(IÏI). 

s  k  l 

Enfin  le  cinquième  tour  donne 

m  1 

(5)  '  H(III)-i-H(I;. 

3  m 

En  ajoutant  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  nous  aurons 
Çuàv  =  H(T)-h  H{II)-H  H(IV)-+-  H(IV) 

J  \  i  n  4 

•^  &(II)+ H(  V)-f- H(V)-h  H(II) 

P  q  t>  r 

k  l  %  m  i 

-f-II(n)-hH(I)-HH(III)-hH(III)4-H(I) 

1  k  t  &  m 


ou 
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+  H(II)-h  np(ll)-{-pn{lV) 

i 

+  |^H(IV)-4-H(IV)-hjo/i(IV)l 

-hnjo(II)-t-H(II)4-^r(IJ) 
P 

•+-pg'(V)-hH(V)-i-H(V)l 
4-r5r(V)-t-^r(II)-t-H(II)H-H(II) 

r  S 

/ 

-4-  k£{ll)-^  ik{l)-+-  H(I)-h  lm{l) 

k 

[3  m  ^^ 

/7i/(III)-l-H(III)-4-H(III) 

^-  m/(III)-i-  /m(I)-i-  H(I). 


m 


En  remarquant  que 


H(IV)-hH(IV)-4-/?n(IV)=H(IV)=o, 

n  4 

r^(V)-i- H(  V)-t- H(V)=  H(V)=  o, 

17  6 

3  m 

m/(ITI)-i-H(III)-i-H(III)=H(III)=o, 


nous  aurons 


fudç  =  H{l)-^-ik{l) 

H-r^t(ii)-f-H(ii)-4-/i/>(ii) 

â(II)-i-  5^(11)-+-  H(II)-4-  H(II)] 

p  r  2  J 


P 

H(I)-h//n(I)-i-H(I). 


m 
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En  rcMiiarqnanl  que 


^/(II)_|.  11(11)+ /i/?(n)H- H(II  ) 

i  P 


yr(II)-i-H(II)4-n(")^"(I0=o. 


nous  aurons 


/ 


w()i>r^n(I)-+-/A-(I)-+-H(I) 

1  k 

/m(I)-}-H(I)r=  n(I)  =  o, 

m 


c.  0'  F»  n. 


11. 


Les  deux  théorèmes  prouvés  donnent  la  possibilité  do 
trouver  un  lieu  entre  les  périodes  des  deux  intégrales 
abéliennes  indépendantes  de  première  espèce.  Posons 
que,  moyennant  les  coupures,  le  passage  continuel  d'une 
feuille  à  une  autre  est  garanti  d'après  le  théorème  pre- 
mier; l'intégrale 

Juô., 

suivant  le  chemin  indiqué,  est  égale  à  zéro.  Considérons 
un  point  critique  quelconque  a  permutant  deux  racines 
yoL^y^\  soit  le  lacet 

appartenant,  par  Tindicc  a,  à  la  feuille  A  et  par  l'indice  ^ 
à  la  feuille  B,  ce  qui  est  indiqué  sur  \dL  Jig,  3. 

Posoùs  que,  pour  le  passage  de  la  feuille  A  à  la  feuille 
B,  existent  deux  coupures  :  Tune,  par  le  point  criti- 
que tj,  donnant  le  passage  de  la  feuille  A  à  la  feuille  C, 
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et  la  seconde,  par  le  point  crîlique  c^,  donnant  passage 
de  la  feuille  C  à  la  feuille  B. 

Posons  qu'en  effectuant  Fin tégrati on,  nous  ayons  déjà 
passé  dans  la  feuille  A  et  ensuite  dans  la  feuille  B,  Au 
moment  où  nous  arriverons  à  l'origine  des  coordonnées 

Fig.  3. 


a^^  (A.B  ) 


M. 


avec  la  racine  j^a?  l'intégrale  u  a  une  certaine  significa- 
tion déterminée;  désignons-la  par  Q.  Alors,  décrivant 
l'angle  MO  «dans  la  feuille  A,  nous  arriverons  à  l'origine 
des  coordonnées  ayant  la  signification 


OL 


A 


Après  le  passage  du  lacet 
parla  variable  complexe,  l'intégrale 


/ 


u  àv 
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acquerra  la  valeur 


(fi)        j       =rQ  +  H(A)l    y'%Pa-[Q  +  H(A)+«P(A)]  jT    ds^^ 


OU,  désignant 

r  ''  r"  a 

nous  aurons  pour  (6)  l'expression 

(7)      i  r"  r" 

-afi(A)Lg-f-  /     UoiôÇoL-  /      "M^P- 

Pour  le  môme  point  crîtique  dans  la  feuille  B,  nous 
trouverons 

Fq -I- n(  A)-f- aP(A)-4- II(A)-4- H(C)-H  n(B) 
La  p  »  /        J 


et  comme  le  lacet 

(a)g(A,  B) 

n'appartient  qu'aux  deux  feuilles  A  et  B,  la  partie  de 
Tîntégrale 

fuà. 

coirc'spondanl  à  un  seul  point  critique  sera  exprimée 
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par  la  somme  (7),  (8)  et,  par  conséquent,  sera  égale  à 

r  '  /  B  fi       -1 

aP(A)-f-H(A)-^H(C)-^H(B)^-H(B) 

L  P  '  /  B  J 

x(L.l-I4)-«?(A)(L"p-LS), 
ou 

r  '        '        "        ^     1 , 

H(A)-+-H(G)-hH(B)-hH(Bn  (Lg- LJ). 

Lp  i  /  li      J      ' 

La  quantité 

i  t  i\  ^ 

H(A)-hn(G)H-H(B)-i-H(B), 

^1  /  li 

que  nous  désignerons  par 

formera  la  période.  Désignons  encore 

alors  la  partie  de  l'inlégrale 


/"'" 


correspondanl  à  un  seul  point  critique 

</|(A,  B), 


s'exprimera  par 


^«  '4a- 


Si  nous  désignons  les  points  critiques,  sans  compter 
ceux  par  lesquels  les  coupures  sont  faites,  par 

Cfl,      ^/2,      «3,       •  •  •  ^      ^ml 

alors 

/  —  m 
(9)  /*"  ^^'  =  2  "'^''f' «'""''• 

Maintenant  il  faut  prendre  soin  que  l'équation  (9)  ne 


(  49»  ) 

contient  que  les  périodes  des  deux  intégralc-s  u  cl  i'. 
Comme  l'intégrale 

relativement  au  lacet 

que  nous  avons  désignée  par  L^a,  désignons  l'intégrah; 

fdu 

relativement  a  ce  même  lacet  par  ^Jp.  Raisonnant  rela- 
tivement à  l'intégrale 

f.  du, 
comme  nous  avons  raisonné  relativement  à 


/    u  <'/(', 


nous  avons  Téquation  analogique 


i  =  tn 


1 


K^'i^Z'a-n, 


où  K  est  formé  des  L  comme  H  esl  iormé  des  51  ;  et  par 
conséquent 

/  =  m  i~  m 

(10)  2  "''<  ^"^i  «/  ^  2  ^^''^  '^«^  P'  "^  ^' 


I  :^  1  1-1 


Choisissons  maintenant  les  lacets  fondamentaux  qui 
pourraient  servir  au  passage  de  y^  à  toutes  les  autres 
racincîs 

72»  .r-i'    •••'  ja-  y^^    •••»  yn, 

et  désignons  par  LF»  la  valeur  de  l'intégrale  m,  prise  sui- 
vant les  lacets  fondamentaux  unissant  j^i  avecjaî  soil^x 
ayant  la  môme  signifîcation  pour  l'intégrale  p».  Si  iioii" 
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posons 


1 


/    • 


on  peut  écrire 

mais  alors  chaque  quantité  de  la  forme 
donnera  une  période  que  nous  désignerons  ainsi 

D'où  il  suit  que  la  partie  droite  de  l'équation  (lo) 
lie  changera  pas  si,  dans  chaque  quantité  delà  forme 

ou  substitue,  à  la  place  de 

\  pi' 
la  période 

et,  par  conséquent,  la  partie  gauche  de  la  même  équation 
ne  changera  pas  à  la  suite  d'une  telle  substitution,  et 
nous  aurons  l'équation  (9)  dans  la  forme 


i  =  m 


(")  2""KL«„'p^)=o. 


i  =  l 


équation  donnant  le  lien  entre  les  périodes. 

Si  nous  désignons  par  N  le  nombre  des  points  criti- 
ques de  l'équation 

et  par  n  le  nombre  de  ses  racines,  nous  aurons  (n  -—  i) 
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lacels  fondamentaux^  de  même  le  nombre  des  coupures 
sera  (n —  i). 

Comme  les  périodes  (L)  qui  ne  contiennent  que  les 
lacets  fondamentaux  sont  égales  à  zéro,  le  nombre  de 
toutes  les  périodes  de  l'intégrale  abélienne  sera 

7.p  -=  N  —  2(/i  —  i)=  m. 

L'application  des  théorèmes  démontrés  aux  intégrales 
hjperellipliques  est  surtout  intéressant.  Prenons  deux 
intégrales  hyperelliptiques  indépendantes 


rf{.T)dx  r 

J    v/K(^)  J 


f{.T)dx  ^    r<f(x)àx 

"  ^K(x) 

où 


Ï\{j7)  ={x  —  ai)(j7  —  a^)...{x  —  «2/0  (^—  a^p^\){x  —  a^p^t), 

f{x)  et  <f{oc)  sont  des  fonctions  entières  dont  les  degrés 
ne  surpassent  pas  [p  —  i).  Posons  que  les  points  criti- 
ques sont  disposés  sur  le  plan  dans  Tordre  marqué  par 
leurs  numéros. 
L'équation 

a  seulement  deux  racines  et,  par  conséquent,  îl  J  ^  deux 
feuilles;  chaque  point  critique  appartient  à  deux 
feuilles  et,  par  conséquent,  il  suffit  défaire  une  coupure 
qu*il  faut  tracer  de  F  origine  des  coordonnées  par  un 
point  critique  quelconque  ;  menons  la  coupure  Oa^p^-i  7 
il  faudra  faire  deux  tours.  Le  premier  tour  donnera  : 

pour  le  point  critique  «4, 

j      udv-\'   j      (9- Al — w)  (^p  = '>.Ai  Bi  ; 

pour  Je  point  «2, 

f      (>- Al —  If  )  d{> 
0 
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pour  le  point  a^^ 

4(Ai  — Aî)B3-h9.A3B3; 
pour  le  point  ^4, 

—  4(Ai—  A,-+- A3)B4-f-'2A4B4,     ...; 
enfin  pour  le  point  «j/^-f  t 

4(Ai  —  Aj-h. .  .-h  Ajp)  B{p^i  4-  2  Asp-t-iBsp+]. 
Le  second  tour  donnera 

—  4(Ai —  A2-+-A3 —  A4-4-... —  Aj^-h  Aîy,-i-i)Bi-h  2A1B1 

—  4(A2~  A3-+-  A4  — -+-  Aïp— Ajp^i)B2-h  îAjBî 

—  4(A3— A4-h .  — A,p-4-  Ajp-Hi)B3-h  ^AsBs 

—  4(A4— -Ab-+- -+-  Aï,,— A,;,4-l)B4-4-2A4B4 

—  4(Aîjt> — Ajp4-i)Bjp-+- 2  AjpBï/, 

—  4  Ajp+i  Bjyj-t-i  -h  2  Aj/ï-Hi  Bjp^-i. 

Par  conséquen  t 


/ 


uâv  =  —  4  (  Al  —  A2  )  Bj 

-4-4(Ai  — Aî)B3 

-4(Ai  — A,-+-A3~A4)B4 

-^4(A,-Aj-+-A3— A4)B5 

—  41.A1  —  Aj-f-A3  —  ...H-Ajp-i  —  A2/i)Bip 

-H   4(  Al  —  Aï  -h   A3  — .  .  .  -f-  Aîp_l  —  A2;,)Bj;,-M 

—  4(A2— A3-f-  A4  —  . .  .-h  Aîp- A,p+i)B, 

—  4(A2 A3 -h  A4  —  ...-h  Afp —  A2p-m)B2 

-f-  4(A4—  Ag-f-  AsH-.  ..-r-  A2P— A2p4-l)B3 

—  4(A2p —  A2,j-t-i)B2/j=  o; 


(496) 
d'où  il  suit 

4(  A,~  Aj)(Bj—  B3-+-. .  .-4-  Bj;,—  Bsp+i) 
—  4(B,  — B2)(Aj— A3  4-...+  A,p-A,p+i) 
H-  4(A3—  A^)  (Bv—  Bj-f-. . .-+-  Bip—  Bîp+i  ) 


-+-  4  (  A j/,_i  —  A,,, )  (  Bip  —  Bip^i  ) 

~  4(Bîp_i  —  B2;,)(A2p —  A2p-Hi)=  o. 

En  posant 

•2(A,— A2)=  0)2,  -iCB,— -62)=  62, 

^(As—  A4)=  W4,         2(B3—  Bv)=  £4, 


'2(  A2/i-l ^ip=  W2p,  2(B2p-l —  Bip)=  62^, 

2(A2  — Aa-f-. . .-+- A2/J— A2/>-f-i)=  wi, 
'2(A4— A5-H..  .-\-  Aip—  Aip^^)=  (03, 
• 1 

2  (  B2  B3  -h  .    .    .  -f-    B2P B2/J-HI  )  =    El  » 

• , 

■^(B2/i — B2P-H1)  =  £2/^-1  > 
nous  aurons 

\   ((02^-1  £2/—  £2^-1  W2i)=  O. 
1  =  1 

Dans  cette  forme  remarquable,  on  a  presque  immé- 
diatement une  relation  entre  les  périodes  de  toutes  les 
intégrales  abéliennes  de  première  espèce.  Pour  éviter 
le;s  abstractions  inutiles,  analysons  en  détail  l'exemple 
emprunté  de  l'Ouvrage  de  Clebsch  et  Gordan  :  Théorie 
der  abclschen  Functionen,  1886.  Les  discussions  que 
nous  offrirons  possèdent  la  généralité  nécessaire.  Les 
points  critiques  sont  disposés  dans  la  direction  positive 
dans  Tordre  suivant 

^1,2'       ^2,35       ^1,^5       ^2,i'       ^3,4»       ^1,3» 

^7  ^,8  ^9  ^10  ^11  ^,12 

"2,V)       ''l,2'       '*2.:0       ''a,Vi       ".],'♦'        "3,'»- 


(  497  ) 
Dans  les  lignes  suivantes  est  présenté  le  rapport  de 
chaque  lacet  à  deux  feuilles;  les  numéros  des  feuilles 
sont  indiqués  par  les  chiffres  romains  avec  la  condition 
que  l'indice  arabe  de  gauche  corresponde  au  même  indice 
romain.  Ainsi  nous  avons 

aî,,(I,  II),     ai,3(III),     <,(II,  IV),     a|,,(ni,  II;, 

««,,(!,  III),     aî.3(IV,  III),     «1,4(11,  I),     a5,j(III,  I), 

al.3(III,  IV),     aJo^CIV,  II),     «51,(111,  IV),     aj,\  (IV,  III). 

Les  coupures  sont  faites  à  travers  les  points 
a?.3(IV,III),     «1,4(11,  I),     aî,2(III,  I). 
Après  la  formule 

3 


Qai 


L^p^a  =  [H(A)+H(G)+H(B)+H(B)JL;^;^ 


nous  avons,  pour  le  point  «{^(I,  II)» 

pour  le  point  a^  3(1,  III), 
(^?4  +  ^l§-^5lî,-ha?,-f-3t2-H:2l|3-+-:^il-^'2lH)Lî,; 

pour  le  point  aJj(II,  IV), 

'**i4^^  ^^4  3  ^^  "^3  2  ^^'^24^^'^43^  -^3  4  /  *^4  l 
—  ^"^2  3  ^^  ^3  4  ^^  ^^4  2  /  ^14  , 

pour  le  point  «2,(111,  II), 

(^l3  +  ^a  +  AH^^i2)L|4; 

pour  le  point  «3^(1,  III), 

^^iS+^-ll  +  -^Î4  +  ^t2  +  ^24 


(  1<)«  ) 

pour  le  point  rt!j.,(III,  IV), 

(aj}-Kail-4-3?,-haj,-H3Î3)L5,; 
pour  Je  point  «{^(II,  IV  ), 

pour  le  point  a!^\  (III,  IV), 

pour  le  point  «{^(III,  IV), 

(5ll,-f-a|,>+-2i{3-4-as,-4-ajî-f.aii)L«2. 

En  posant  que  les  lacets 

^ï,4»       ^4,1'       ^î,3 

sont  des  lacets  fondamentaux,  nous  aurons 

213,  =3  214^  =  2I?3  =  L],  =  Lt,  =  Ma  =  o. 

Nous  aurons  la  relation  entre  les  périodes  dans  la 
forme  (i  i)  : 


(i3) 


L'expression  (i  3)  est  symétrique  par  rapport  à  3  elL. 
Les  deux  premières  lignes  contiennent  les  deux  mem- 
bres symétriques 

212    T  I  211     î  2    • 

par  conséquent,  prenons  les  deux  premières  lignes  pour 
le  point  de  départ  de  noire  transformation  et  formons 


(a|,  +  as, 

-^a 

iS 

)L}. 

-^(31,4- 

^fa 

■+- 

Z\î 

-I- 

+  3JÎ) 

^, 

-H(a{,-t- 

^Î3 

-H 

a'2 

+ 

9L<< 

+  ajj) 

L|» 

-+-(3l{,+ 

^U 

-+- 

^U 

-t- 

ail 

+  ^U) 

L{g 

+(31, + 

^u 

-h 

3JS 

-1- 

3»iî 

)LU 

+( 

^s, 

■+- 

^1* 

+ 

a}? 

4- ail) 

LJI-o. 

(  499) 
le  binôme  symétrique 

^  ■•^    j  x(L},  +  Lf,+  LJî+LÎJ+LJ!) 

Faisons  la  soustraction  (i3),  (i4)  î  nous  aurons  évi- 
demment pour  résultat  une  fonction  symétrique  sem- 
blable et,  avec  cela,  le  nombre  des  lignes  sera  diminué  de 
deux  unités.  Ainsi  nous  avons  pour  reste 

-**2  4  ^3*  ^^  '**3  4  *^4  2  ^^  '**3  4  *^3*^^  '**3*  *^4  3 

—  /lliof  5    915    T.io^-*-r\2ln  î.ii 9Lllî.l2^ 

—  V-^14  ^3  4 -^3  4  '^2  4 -/^V '-^3  4*^3  4  —  ''^S  4*^3  4/' 

Nous  avons,  par  conséquent,  la  relation  entre  les  pé- 
riodes dans  la  forme  suivante  : 


(i5) 


.'  [(5iÎ2H-3f3  +  :aio-haii-h:ai|) 

xCLij  +  Lh-hLJÎ+LJi+Lif)] 
4-[aioLi,--5t|,Lio]^-[^îîLil-^ÎÎLiî]  =  o. 


Les  périodes  normales  sont 


Wi 

— 

5tÎ2  + 

'**43 

-1- 

^12  + 

(1)2 

— 

^23     ' 

-^34 

-h 

^15, 

CO3 

— 

9L10 

W^ 

— 

-^34» 

W5 

— 

:2ii2 

0)6 

— 

2111  . 
"^34  ' 

£1 

Li2  + 

Lfa 

î  10  _.     î  l  l 
i^âiH-  1^43 

£2 

— 

LI3  + 

M  4 

-h 

T  10 
*-'4  2> 

£3 

rz: 

■Hî. 

£4 

— 

LI4, 

£5 

=r 

=  m. 

£6 

= 

:Llî. 

2111   .    2li« 

^^43  ^^  ^^34» 


^3  4' 


Il  est  facile  de  prouver  que  chacune  des  périodes  (i3) 
s'exprimera  par  une   fonction   entière  et    linéaire  des 


(  5oo  ) 

périodes  normales  avec  les  coefficients  dz  i .  Nous  avons 
évidemment 

'^l2H-^Î3-H'2^îî^-^lî-+-^J!=Wl, 
^'3  +  ^34^-^42  =  "'^ 

31}, -h  313+ aj2 -H  3î J -h  ajî  =  0)1 -+- WJ-+- (03, 

^1 2 -^  51I3 -H  31J4  4- :aj  j -i- a»  { =  (oi -+- toj-h  0)4, 

^Î3  ■+■  ^J4  -+-  ^15  +  ^îî  =   «•>2+  W6, 
:2l|3-^3j4-f-3JÎ-4-3lJ{  =  0)2-+.  0)6. 

On  peut  former  aussi  les  périodes  normales  par  d'au- 
tres moyens.  Par  exemple,  posons 

(3134- 354-+- :a{o  +  3lJJ)(L|3+LS,-+-LJJ-^LJl) 

-(^Î3  +  ^3\^-^l§-^^U)(LÎ3+Li4  +  Lt§+Mî) 
=  0)|  Sj Ej  O),. 

En  faisant  la  soustraction  de  ce  binôme  de  (i3),  nous 
aurons  à  la  place  de  six  lignes  seulement  quatre  : 


(16) 


i^h 

-h 

-^34 

-f- 

^ÎS) 

M. 

i^U 

-f- 

^5* 

+ 

^Jï) 

LI3 

(^}2 

-h 

3|» 

+ 

3»t») 

LIS 

(A}2 

4- 

^h 

+ 

^^î) 

Mv 

Posons 


(5l}2-f-5l{3-^^î^)(M3^-L3^-+-LÎS) 
-(3|3  4-35,-h3j«)(L}j-hLj3-+-L|J)  =  W3e4-Ê3W4. 

En  faisant  la  soustraction  de  ce  binôme  de  (16),  nous 
aurons 

Par  conséquent 

„v,  _    712     _>.  115     _4_   vIlO     .     :3I12 
a>l  —  ^«23-r-  .-t*3^  -t--*»42^^'*»34» 

a>2  =  3|3 -i- 384 -4- 315 -h  3JÎ, 

W3=5lÎ2-+-3f3  4-3jJ, 
U)4=3|3-+-354-i-3J5, 
W6=  5l§4, 


(  5oi  ) 
Les  périodes  (i3)  s'exprimeront  au  moyen  des  pé- 
riodes normales,  de  la  manière  suivante  : 

'3^12-+-  ^1.3  •+•  3^11-^3^11-^  51JI  =  W,—  0)2-+-  a)3-h  0)4—  W6, 
51}  2"+- 5^1  j  +  5ti4  H- 5^11  -+-  5ljf  =  C01  —  W2 -4-  0)3-4-0)4-1-  CO5, 

3^h-+-  3iU-^  3ill-^  %ll  =  wu 

La  propriété  des  périodes  obtenues  à  Tintégration 
immédiate  de  s'exprimer  par  une  fonction  entière  et 
linéaire  des  périodes  normales  avec  les  coefficients  zh  i 
peut  être  prouvée,  en  général,  de  la  manière  suivante. 
Effectivement,  après  l'intégration,  nous  aurons  une  re- 
lation entre  les  périodes  à  laquelle  nous  pouvons  donner 
la  forme  suivante  : 


(17) 


{a\ 

-\-  al  -h  a\-\-. 

..-^«/,)6i 

(a? 

-h  al  -h  al  H-. 

..-^a?)62 

(«? 

H-  al  -i-  al  H-. 

..+  «3)63 

« 

-^a^-haV^'-h.. 

..-^al)b^P  = 

=  0, 

où  les  lettres  aet  i  marquent  les  périodes  des  intégrales 
qui  contîenneut  des  cycles  simples.  Pour  former  la  pre- 
mière paire  des  périodes  normales,  on  prend  deux  lignes 
quelconques  du  (17);  soit 

a}-h  aj-f-aj-l-. .  .4-  a^^=  o)i, 
a\ -h  al -\-  a^ -h .  * . -\-  af^  —  0)9. 

En  retranchant  de  (17)  le  binôme 

(.0  J   £2 â|   0)0 

et  en  désignant,   en    général,   par  a^  le  nombre  égal  à 
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zéro  ou  à  ±:  i ,  nous  aurons 

-T  (a}H-  a^-h  aj-+-.  ..-4-  a>-h  «ttoi-f-  ajcoj)  ô* 
(i8)     <  H  (a}-4- rif-h  rtj-l-- • --^  ^* -^  *f  Wi-h  a|ojj)  ^s 

-i-(<-h  <H-  <'-4-. .  .-H  a/;^,  ^-  «f  (0,  +  af  C02)  6»/^ 

Posons  que,  pour  la  formation  de  la  seconde  paire  des 
périodes  normales,  on  prend 

a}  -f-  ai|  -t-  . , .  -+-  a;*  -♦-  a}  Wj  -f-  a J  a>j  —  103, 
a}-h  ajn-. . .-{-  rt^H-  a}a>i-4-  aj(i)2=  CO4; 

en  retranchant  de  (18)  le  binôme 

nous  aurons  pour  reste 

(  a}  -h  a  J'  -{-  «5  -h  .  . .  -f-  a,*!.  -  h  «}  (o,  -f-  a^  toj  -;-  a^  W3  )  6'"» 

-  T- 

-+-« -H  af  4-  af -f-.  .H-  aj;],-+-  af  w,-4-  af  wj-^-  af  (03)  Z.^/.. 

En  continuant  cette  transformation  nous  aurons  dé- 
finitivement 

Ui  —  w,, 

il3  =  —  a?  0)1  —  a|  0)2  :  •  '^gj 
124  =  — af  0),—  «1(1)2-!-  0)4, 


.2''...  -.î/' 


ilj/;  — 9/^    M^  —  CL^  0)2  —  ...  -h  0)2/^. 


(  5o3  ) 


SUR  LES  FORMES  QUADRATIQUES  ET  SUR  L'ÉQUATION 

DITE  EN  s; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Les  méthodes  connues  pour  la  discussion  de  la  fa- 
meuse équation  en  s^  que  Ton  rencontre  dans  une  foule 
de  théories  et,  en  particulier,  dans  celle  des  plans  prin- 
cipaux des  quadriques,  ont  l'inconvénient  d'être  trop 
particulières  ou  de  s'appuyer  sur  des  identités  déduites 
de  la  théorie  de  la  multiplication  des  déterminants,  qui 
n'est  pas  exigée  parles  programmes  officiels.  Voici  une 
nouvelle  démonstration  très  générale  et  qui  ne  présente 
pas  ces  inconvénients^  elle  est  d'ailleurs  fort  simple, 
comme  on  va  le  voir. 

Soit  aij=  aji.  Il  s'agit  de  trouver  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  la  résultante  en  .v. 


(1) 


^11  —  s      (Zii  ...       Clin 


=  o         OU         S  =  o, 


(Ifii  Cl,i2  •  •  .        Cl/ifi         S 

des  équations 

(«11  —  s)xi-h  ai2.T^-\-. . .-{-  ai„x,i=  o, 

.    a2iXi-\-  (a^i 5)a"2-r-.  .  .-f-   «2rt-^rt  =  o. 

''''     \ 

ait  une  racine  double,  triple,  etc. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  la  première  des 
équations  (2)  est  précisément  Téquation  S  :==  o  elle- 
même;  il  suffit  de  supposer  que  JCi,  .r2,  .  .  . ,  x,i  y  sont 
remplacés    par  leurs    valeurs,  tirées  des   autres  équ5- 


(  5o/î  ) 
lions  (i),  auxquelles  ou  peut  adjoindre 

(bien  que  cela  ne  soit  pas  nécessaire,  la  démonstration 
se  faisant  aussi  bien  en  supposant  Xn=^  i)-  En  égalant 
alors  R  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de  la  pre- 
mière formule  (2)  prise  par  rapport  à  5,  on  aura  la  con- 
dition pour  que  S  =  o  ait  une  racine  double;  en  prenant 

cette  dérivée,  on  introduira  les  quantités  -p  qui  devront 

être  éliminées  en  faisant  usage  des  autres  formules  (2) 

également  différentiées;  ainsi  Téquation  -^  =  o  sera  la 
résultante  des  équations 


(3)     ',  dxi  dcr^  ,  dXn  _ 

dx\  dx^  dXfi 

X\    — r^    —T"  X9        m         ~t~  .  •   •  ~T~  3?/|.  ~~î —  0« 

ds  ds  ds 

dx  I 

provenant  de  Télimination  des  dérivées  —^-^  et  aussi  des 
quantités  xi  à  Taîde  du  système  (2).  Or,  si  Ton  multi- 
plie  la  première  des  équations  (3)  par  -t — >  la  seconde 

par  >  •••?  la  7/**"*  par  — -^  et  si  on  les  ajoute,  on 

trouve,  en  observant  que  S  1-  o, 

^        --  "h  -ri  -. h.  .  .  H-  Xn  -   —  —  o; 

mais  X\^  .rj,  .  .  . ,  en  vertu  de  (2),  sont  proportionnels 
a  -  —  ?  - —  r-^  T—  -  :  .  .  .  ,  donc 


2 
— .  o. 


(  ;)o5  ) 
Telle  est  la  forme  que  Ton  peut  donner  à  réquation 

-r-  =  o;  en  la  combinant  avec  S  =  o,  cela  exige  cpie 

tous  les  mineurs  de  S  soient  nuls,  si  les  aij  sont  réels. 

Clierclions  la  condilîon  pour  que  S  =  o  ait  une  racine 
triple;  des  considérations  analogues  nous  conduisent  à 
tlifltérenlîer  les  formules  (3)  et  Ton  a 

.  .  d^x  d^^n         dxx 


En  multipliant  la  seconde  par  ^ — ^3 — »  la  suivante  par 
-r ; — ?  ...  et  en  les  a  outant,  on  a 

dTj      'd^S  dx^       d^^  _ 

ds   daiidan         ds   daixOUiz 

mais  —j^y  -3— > . . .   étant  proportionnels  à  leurs  coeffi- 
cients, on  a  encore 

à^  S  à*  S 

=  0, =  o,  ..., 


OUiiuan  âanda23 

et  ainsi  de  suite. 

L'esprit  de  cette  méthode  s'applique  encore  dans  une 
foule  d'autres  circonstances':  par  exemple,  dans  la  théo- 
rie des  intersections  des  coniques  et  des  quadriques. 
Pour  ne  pas  trop  allonger  cet  article,  nous  considé- 
rerons seulement  les  applications  aux  quadri(|Uf\s. 

Soient  /=  o,  g  =  o  les  équations  de  deux  quadri- 
ques,/et  g^  désignant  des  fonctions  de  x,  y.  z,  t  homo- 
gènes. Nons  ferons    * 

f  -  àf  df 

/Il  —   ~\ — 7  '  /12  —  "■; '  .... 

''  dx^  •'  OxOy 

Ann.  de  /\fathefnat.,  3*  série,  t.  X.  (Novembre  1891.)         3*) 


I 

l 
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C1icT(!lions  un  point  x^y,  z^  t  ayant  même  plan  polaire 
par  rapport  aux  deux  quadriqucs,  il  sera  déterminé  par 
les  équations 

•^  =  A  =  A  =  A 
^1     fft     <?»     ^*' 

ou,  en  égalant  ces  rapports  à  —  .ç, 


(I) 


Si  Ton  élimine  x^y^  z,  t  entre  ces  formules,  on  obtient 
une  équation  du  quatrième  degré  en  s 

S  =  o, 

qui,  en  général,  aura  quatre  racines  distinctes,  à  cha- 
cune desquelles  correspondra  un  point  Xj  y,  z,  t  donné 
par  les  formules  (4)^  tout  cela  est  bien  connu. 

I  °  Je  dis  que  si  l* équation  S  ==  o  a  une  racine  double, 
les  surfaces  y  =  o,  g  =  o  sont  tangentes.  En  effet, 
Téquation  S=o  peut  être  considérée  comme  étant  la 
première  des  équations  (i),  où  x,  j^  z  sont  remplacés 
par  leurs  valeurs  tirées  des  autres  formules  (i).  En  dîf- 
férentiant  ces  équations,  on  aura 


(/) 


11 


( 3)  '  ^'^'^ 


dx 
ds 

dx 
ds 


ds 


ds 


(/41 


^  dx 


-H-  ^4  =  O. 


On  en  lire 


fll-^ffilS     /l2-+-^12*      /l3-l-A'l3*      gi 


•     ••••■••••  •• 


A\-^f(\\ff    J'ut-^  f:\is    An-hSTizS     gh 


=  0; 


(  5o7  ) 
ajoutant  les  lignes  avec  la  dernière  après  les  avoir  inul- 
lipliées  par  x^  y^  z,  /,  on  a,  en  vertu  Je  (i)  et  du  théo- 
rème des  fonctions  homogènes, 

fi\-^g\\s   Jii-hgiiS   fiz-^grns    gx 


«     •  • 


o  ^  g 


=  o, 


d*où  Ton  conclut  g- =  o  et,  par  suite,  en  vertu  de  (i), 
y  =  o.  Les  surfaces  g  =  o,  /=  o  en  hiur  point  com- 
mun x^y^  z  sont  donc  tangentes. 

2°  Cette  démonstration  est  en  défaut  quand  les  mi- 
neurs de  S  sont  nuls,  car  le  multiplicateur  de  g,  dans  la 
formule  précédente,  est  nul.  Mais  alors  les  formules  (i) 
se  réduisent  à  deux  distinctes  ;  il  y  a  une  infinité  de  pôles 
x^  j^  z  en  ligne  droite  répondant  à  la  racine  double; 
la  droite  de  ces  points  rencontrey=  o  en  deux  points 
où  l'on  a  aussi  g*  =  o  :  les  surfaces  f-=-  o,  g"  =  o  sont 
alors  bitangeutes;  elles  se  coupent  d'ailleurs  suivant 
deux  courbes  planes,  puisque  y-4-Xg=  o  représente 
alors  deux  plans. 

3°  Si  tous  les  mineurs  de  second  ordre  de  S  étaient 
nuls,  un  raisonnement  analogue  prouverait  que  S  =  o  a 
une  racine  triple  et  que  les  pôles  correspondants  x^y^  z 
seraient  dans  un  plan;  les  deux  surfaces y'=  o,  g=o 
circonscrites  l'une  à  l'autre  se  toucheraient  suivant  une 
courbe  plane. 


(  5o8  ) 


KOTE  SUR  V\  DÉVELOPPEMENT  DES  QUANTITÉS  NUMÉRIQUES, 
QUI  PRÉSENTE  QUELQUE  ANALOGIE  AVEC  CELUI  EN  FRAC 
TIONS  CONTINUES; 

Par  m.  E.  CAHEN, 
Professeur  au  lycée  de  Rennes. 


1.  Soit  une  quantité  numérique  x,  en  appelant  a^  sa 
partie  entière 

Xo  étant  <[  i. 

Soit  Uo  1^  partie  entière  de  jto? 

«0  <  a?o  <  «0  -+-  ï  » 
—  est  une  valeur  approcliée  de  —  par  excès,  à  moins  de 


ou 


On  peut  donc  poser 


I         1 

a?  =  «1 H —  > 

_    à^                          _        éi    'ff\T'tif\r'i 

<I. 

Xo           Uo(Uo-hl) 

En  appelant  «i  la  partie  entière  de  .r,  on  peut  écrire 

de  même 

I         I         I 

37  =  «1  H 1 9 

Uq  //,  .r, 

et  ainsi  de  suite. 
Finalement 

III  _.     I 

(i)  .T  r-2  ai-\ \ ...rr  — 

^  '         Uq  fil  11.2  Ifn 


(  5o9  ) 

et  l'erreur  commise,  quand  on  s*aiTèlc  au  terme  —  >  est 
du  signe  de  Un  et  plus  petite  on  valeur  absolue  que 


2.  On  peut  développer  x  par   une   série    analogue 
d'une  façon  un  peu  différente. 
Soit  «I  la  partie  entière  de  x 


I 

X  =  ai-\ 

Xq 


Soit  Uo —  I  la  partie  entière  de  a:©,  tt-  est  une  valeur 

de  —  approchée  par  défaut  à  moins  de  77-3 ÎT  ^^ 

I 
U„(Uo-i)  P""^*- 

On  peut  donc  poser 

(xT<u.(Uo-i)   «/<»•"■'"•'■   <-' 

et  ainsi  de  suite. 
Finalement 

_  III  I 

Uo  tll  Uj  U;, 

L'erreur  commise  en  s'arrôtant  au  terme  jr-  est  posi- 
tive  et  inférieure  à 


U«(U«— I) 


3.  Le  développement  en  séries  de  cette  nature  n'est 
évidemment  possible  que  d'une  seule  manière.  Si  x  est 
incommensurable,  le  développement  est  évidemment 
illimité.  Je  dis  que,  si  xest  commensurable,  le  dévelop- 


(5io) 

peinent  est  limilé.  Considérons,  par  exemple,  le  dévelop- 
pement en  série  (i). 

Je  peux  supposer  x  <^  i  pour  ne  pas  embarrasser  les 
calculs  du  terme  irrégulier  a|. 

Soit  alors 


A,  B  étant  entiers  : 


•j?  =  — « 
B 


•  •  •  • 


A  _    I  I         I 

B  "^  Wo        Ml         Wj 

Considérons 

A I (B  —  Amq)  _       Ao 

B       Mo  ~"  Bmo        ""       13o' 

en  posant 

Ao=  B  —  A  Mo, 

Bo=  Bmo; 
A i_      J.  _       A.0         I    __  Bq—  ApMj  _  A| 

B  Mo         Ml   "~         B^  Ml   ~"         BqMi         "*"  B^' 


en  posant 


Al  =  Bo— AoMi, 
B|  =  BoMi. 


D'une  façon  générale, 

A         I         I  .     I        A 


z=   -Jl, 

Bo  Mo       '       M|  '  Up  By, 

A;,  =    Bp_l— A,j_l  Mp, 

tip  =    Byj— 1  Up, 

Je  dis  (]ue  les  nombres  entiers  Ap  vont  en  décrois- 
sant, c'est-à-dire  que 

r>p—  Ap  Up^\  <i  Ap 
OU 

^'>  L_. 

Bp  Mp4.i  -h  1 

Or  c'est  ce  qui  résulte  de  la  façon  même  dout  la  série  a 


(5.,  ) 

été  rormée.  On  a  déterminé  Up^^'i  jtistemeiit  par  la  con- 
dition 


Les  nombres  entiers  et  positifs, 

■™-0>        -^l»         •  •  •!        A.p, 

allant  en  décroissant,  Tun  d^eux  est  forcément  nul  et  la 
série  est  limitée. 


Exemple  : 


355  _  o       I         I 
i'3  ~"         7       791 


4.  Pour  qu'une  série 


I         I         I 

ûtjH 1 . 

Uq  U\  Ui 


soit  une  série  delà  forme  (i),  il  faut  et  il  sufEt  que,  pour 
toute  valeur  de  /t, 


'  '  '    ~      < 

•   •    •  ^"Vi 


Un         Un-i  W«-j  art-i(M«_i-M) 

Si,  en  effet,  cette  condition  est  remplie,  on  voit  faci- 
lement qu'en  développant  la  quantité 

I         I 

a?  =  aiH h... 

Uq  Ui 

en  série  (i),  on  retrouve  justement  ce  développement. 
De  même  pour  une  série 


''''^k'^i:^'"^ 


la  condition  est  que 


-h   fr h...< 


CoNsÉQUEWCE.  —  6Ï,  dans  une  série  illimitée  de  la 


(  5«^-  ) 

forme 


I         I         I 
ao       Ui       Ui 


on  a,  pour  toute  valeur  fie  /i,  ou  tout  au  moins  à  partir 
(l\ine  certaine  ^taleur  de  /i,  constamment 


> 


I 


la  série  a  pour  somme  un  nombre  incommensurable. 
Eu  particulier,  cette  condition  est  remplie  si 


'     >  ' 


Un{Un-^\)         Un+\ 
OU 

I  ^      I  I  I 

> H       — , 


tt«(M/i4-l)  W«-hl  M«-»-î  W/i-i-s 

ce  qui  donne  des  caractères  permettant  de  reconnaître 
si  la  somme  d^une  série  est  un  nombre  incommensu- 
rable. 

On  aurait  un  théorème  analogue  pour  la  série 

I  I  I 

Une  telle  série  représente  un  nombre  incommensurable, 
si  Ton  a  constamment 


:\  > 


Exemple,  —  Soit 

I       I       I        I  I  I 

I       2      6'      i'i       i8o(i       326344'-^      *     * 

chaque  dénominateur  est  égal  au  précédent  multiplié 

par  lui-même  plus  un. 

On  a  donc  ici 

I       •  __      I 


(5.3) 

et,  par  conséquent, 


1  I  T 


"«("/»-+- 0         W/«-t-I         ^n+%         W«+3 

Donc  la  série  a  pour  somme  un  nombre  incommen- 
surable. 

Autre  exemple.  —  La  série  dont  le  ternie  général  est 

T 

^1.2.3...  n 

€1  étant  >  I . 

On  voit  facilement  que  la  somme  de  celte  série  est 
incommensurable. 

D'ailleurs  Lîouville  a  montré  que  cette  somme  n'est 
pas  non  plus  un  nombre  algébrique. 

5.  On  peut  généraliser  le  résultat  précédent,  en  consi- 
dérant des  séries  de  la  forme 

î^  __  ^  -f.  î^  _ 

Mo  Wi  l/j 

ou 

i>0         V\         v% 

h    -    -    -T-    — 

Uq  Ux  U% 


•   •   •   • 


Uo^Uij  •  . .,  1^0)^19  •  •  •  ^tant  des  nombres  entiers. 

On  démontrera  sans  peine  que  la  somme  de  la  pre- 
mière est  un  nombre  incommensurable,  si  Ton  a  con- 
stamment 


'  "  "■       •    •    •  ^»^ 


•    •    ■     ->^  j. 

En  particulier,  cette  condition  est  remplie  si 


<^i-»-i  Vn 


ou  si 

■  —  — ^—    -+-  — ^^—  <^   ■  y  .  •  ^  « 

itfi+i        ««4-2        W/i-f-s        ï'«(W/»-+-i) 

La  somme  de  la  seconde  série  est  un  nombre  incom- 


(  5.4) 

niensiirable,  si 


1 -4-  .  .  .<^   . ,  •  •  •• 


CONCOURS  D'ADUISSIO\  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  4891 

(SECONDE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  cercle  G  passant 
par  Torigine  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  a?  = > 

j'  = •  Dans  ce  cercle  on  mène  deux  cordes  de  longueur^, 

passant  par  Toriginc.  D'un  point  de  Taxe  des;r,  dontTabscisse 
est  Pf  on  mène  des  droites  perpendiculaires  à  ces  cordes. 
Gela  étant  : 

i^  On  demande  Téquation  A  du  lieu  des  points  tels  que  le 
produit  de  leurs  distances  aux  cordes  soit  dans  un  rapport 
donné  X  avec  le  produit  de  leurs  distances  aux  droites  perpen- 
diculaires à  ces  cordes  et  le  lieu  des  centres  des  coniques 
représentées  par  l'équation  A  lorsque  X  varie; 

'2**  On  discutera  la  nature  des  coniques  représentées  par  l'é- 
quation A; 

3"*  Le  rapport  X  étant  choisi  de  façon  que  la  conique  A  de- 
vienne un  cercle,  on  demande  de  trouver  le  lieu  du  centre  de 
ce  cercle  lorsque  le   centre  du    cercle  G  décrit  l'hyperbole 

.r'  -h  n  xy  =  -j  • 


Physique, 


1*  Un  récipient  de  capacité  invariable  renferme  1*^^  d'air  scc 
à  o";  cet  air  s'y  trouve  sous  la  pression  de  o™,76o  de  mercure. 

On  y  refoule  9>*, 3i3  de  gaz  oxygène  sec  et  7''«,687  de  paz 
azote  sec,  puis  on  élève  A  loo"  la  température  du  rccipîenl. 


(5.5  ) 

On  demande  la  pression  finale  dans  cet  appareil,  connais- 
sant : 

Le  poids  de  i"'  d'air  à  o*  et  nT,  760 i ,  298 

La  densité  de  l'oxygène i ,  io56 

La  densité  de  Tazote 0,972 

Le  coefficient  de  dilatation  des  gaz  ....  0,00867 

2?  Énoncer  très  sommairement  les  principes  du  fonctionne- 
ment de  la  machine  électrique  à  plateau  de  verre  dite  machine 
de  Ramsden. 

Chimie. 

Les  hydracides;  leurs  préparations.  Comment  établit-on, 
par  analyse,  leur  composition? 


Calcul  trigonométrique. 
Soient 

a,  b^  c  les  côtés  d'un  triangle; 

R  le  rayon  du  cercle  circonscrit; 

a,  p,  Y  les  hauteurs  qui  correspondent  aux  côtés  a,  b,  c. 

On  donne    les  rapports  ^  =  1,543678,  -^  =1,254876,  et  on 

demande  de  calculer  les  rapports  ^»  —  >  ^j  i»  en  supposant 
Tangle  A  aigu. 

Épure. 

On  donne  deux  cônes  de  révolution.  Les  deux  axes  {oz,  o'z') 
et  (co/,  ta't')  sont  de  front,  inclinés  à  45**  sur  le  plan  horizontal 
et  perpendiculaires  entre  eux.  Le  plan  de  front  qui  les  contient 
est  à  o"*,ii  en  avant  du  plan  vertical.  La  cote  du  sommet 
(o,  o')  est  de  o"*,ii;  celle  du  sommet  (w,  w')  est  de  o^joS;  la 
distance  ota  est  de  o'",o6;  le  milieu  de  oo)  est  à  égale  distance 
des  grands  côtés  du  cadre  ;  le  demi-angle  au  sommet  de  chacun 
des  cônes  est  de  45^ 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections,  ses  con- 
tours apparents  et  leur  ligne  d'intersection,  l'ensemble  des 
deux  cônes  terminés  d'une  part  au  plan  horizontal  de  projec- 
tion et  d'autre  part  au  plan  horizontal  dont  la  cote  est  o*".  17. 


(5.G) 

On  n'indiqycra  ù  l'encre  rouge  que  les  conslrnciions  néces- 
saires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  Tintersection 
des  deux  c6nes  et  la  tangente  en  ce  point,  un  point  quel- 
conque de  chacune  des  sections  planes  qui  limitent  les  cônes 
et  les  tangentes  en  ces  points. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre  à  o'",24  du  petit  côté  inférieur. 

Titre  extérieur.  —  Intersection  de  cônes. 
Titre  intérieur.  —  Assemblage  de  cônes. 

Ce  titre,  en  lettres  dessinées,  est  de  rigueur.  Le  cadre  a  0^,4'J 
sur  o™,27. 

On  exposera  succinctement,  sur  une  feuille  à  part,  le  pro- 
cédé suivi  pour  chacune  des  déterminations  précédentes. 


NOTE  SUR  LE  PROBLÈME  DE  MÉCANIQUE 
PROPOSÉ  AU  CONCOURS  D  AGRÉGATION  EN  1891; 

Extrait  d'une  Lettrk  de  M.  de  Saint-Germain  a  M.  Rouciié. 


Je  vais  micore  briëvenient  indiquer  cette  année,  pour 
quelques  lecteurs  des  Nouvelles  jénnales,  une  solution 
du  problème  de  Mécanique  qui  a  été  ])roposé  aux  can- 
didats h  TAgrégation  des  Sciences  inathéniatiques. 

On  supposait  qu'un  trièdre  trîrectangle  OXYZ,  tour- 
nant avec  une  vitesse  constante  w  autour  de  Tarète  OZ, 
dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  entraîne 
avec  lui  le  paraboloïde  P,  défini  par  Téquation 

(i)  x^  — y^rr^'xpz. 

\]n  point  M,    de    masse  i,   de   poids  ^,  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  la  surface  de  P,  est  attiré  vers  le  sommet  0 


p 

les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les  génératrices 


par  une  force  égale  à  —  OM;  en  outre,  MA,  MB  étant 


(5.7) 

de  P  qui  passent  en  O,  M  est  sollicité  par  deux  forces, 
respectiveineiïjt  dirigées  suivant   les  segments  AM,  BM 

et  égales  à  —  AM,  —  BM.  La  position  du  point  M  est 
P  P 

définie  par  les  paramètres  X,  [jl  qui  figurent  dans   les 

équations 

[      x^  y*  ^ 

'  -h    xr- =  A  —  25, 


1   X  —  D  X  -H^ 

f 1 =  a  -H  2^ 

des  paraboloïdes  hoinofocaux  à  P  et  passant  pn  M.  Cela 
posé,  on  demandait  : 

1°  De  former  l'équation  de  Jacobi  dont  il  suffirait 
de  connaître  une  intégrale  complète  pour  en  déduire, 
par  des  dillerentiations,  les  équations  du  mouvement 
du  point  M; 

a**  De  trouver  cette  intégrale  complète  et  les  équa- 
tions du  mouvement  quand  on  suppose  co  =  o  ; 

3**  D'intégrer  Téqualion  de  la  trajectoire  et  d'indi- 
quer la  forme  de  cette  ligne  quand,  (o  étant  toujours 
nul,  on  a,  pour  /  =  o, 


X=y=p 


\/\ 


dx  3  -h  3 1/3   / — 

dt~  8       ^^^' 

La  première  partie  est  une  question  de  cours.  Cher- 
chons la  demi-force  vive  T  du  point  M.  Soient  x^  y^  z 
les  coordonnées  du  mobile  :  sa  vitesse,  résultante  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'entraînement,  a  pour 
projections,  sur  OX,  O  Y,  OZ, 

x' — w^,    ^'-t-ojr,     z\ 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  X.  (Décembre  1891.)  36 


(  5i8  ) 
Cl  Ton  a 

Cherchons  encore  le  travail  SU  correspondanl  à  un 
déplacement  virtuel  du  point  M  compatible  avec  les 
liaisons  telles  qu^elles  existent  à  V instant  même  que 
nous  considérons,  c'esi-à-dire  à  un  déplacement  arbi- 
traire sur  le  paraboloïde  supposé  iixe.  Le  travail  du  poids 
est  — g^^^  celui   de  Tattraction  dirigée   suivant  MO, 

—  -- (a:  Sx -h  78)^-4- 5  03 );  si  le  point   A  est  sur  la 

génératrice  pour  laquelle  jr  est  €»gal  à  x,  on  trouve  aisé- 
ment que  ses  coordonnées  sont 

x-\-  y       or  -\-  y 

, •_,     o; 


'À  '1 


le  travail  de  la  force  dirigée  suivant  AM  est  donc 


3 
P 


.^[£_Z(8.-8j)  +  .8.]  =  ,^J?8.Am'; 


le  travail  de  la  force  dirigée  suivant  BM  est  de  mî^ine 
Il  r^jtZ  (8:p  ^-  3^)  4.  ^  85I  =  l£  8 . BW*, 

et  Ton  trouve,   en  ajoutant  les  travaux  de  toutes  les 
forces, 

On  voit,  sans  même  invoquer  la  relation  qui  lie  x,/, 
z,  qu'il  existe  une  fonction  de  forces  correspondante  (*)  : 


(»)  Si  l'on  cherchait  le  mouvement  relatif  de  M  en  introduisant 
les  forces  fictives  rie  Coriolis,  la  valeur  de  T  se  simplifierait,  mais 


(  5'9  ) 
nous  pouvons  l'écrire 

(4)  i]  =  ^^z-h  —  {x^-hy^-hU^)' 

Il  faut  exprimer  U  et  T  en  fonction  des  variables 
\  [JL.  Des  équations  (i)  et  (2) on  déduit,  soit  par  la  mé- 
thode de  Binet,  soit  par  une  résolution  directe  qui  est 
ici  bien  simple, 


(5)  <y^  = 


2, 

(X-4-/?)({x  — ;?) 


'2 


On  trouve  alors 


/ 


X 


((JL-4-/>)X'-h(X— /?)fx' 
1\/'l(l—p){[i.-hp) 
(6)  Jy^  ilX-p)l'-^a^p)ll' 


j 


r  -  a' 


I 


^  —  —         9 


'X 


Ces  résultats  nous  conduisent  aisément  aux.  valeurs 


on  devrait  considérer  le  travail  virluel  de  la  force  centrifuge  com- 
posée Fj,,  soit  2  (») (  j-'  0J7  —  57'  Sj')  ;  la  fonction  des  forces  n'existerait 
plus  et  on  ne  saurait  former  l'équation  de  Jacobi.  Quant  à  croire 
que  le  travail  virtuel  de  Fj  est  nul  parce  que  son  travail  réel  le 
serait,  c'est  une  grave  erreur. 


{    ^20    ) 

cherchées  de  U  et  de  T, 

(8)  u=-^i^  +  ^(Xt-XHi  +  |ji»-/)«), 

8(X»— /?«)  8((ji«— />«)  *^ 


(9) 


2 


le  radical  aj^ant  le  signe  du  produit  xy. 

Comme  la  valeur  de  T  n'est  pas  homogène  par  rap- 
port à  X'  et  [jl',  nous  devrons,  pour  former  la  fonction  H 
d'Hamilton  et  rë(|uation  de  Jacobi,  exprimer  au  moyen 
des  variables  canoni(|ues  la  quantité 

dA         '     dix 

Il  convient  d'abord  de  la  simplifier  en  décomposant  T 
en  trois  parties,  To,T|,T2;  Tq  est  la  somme  des  termes 
indépendants  de  X'  et  [jl',  T|  et  T2  sont  les  sommes  des 
termes  du  premier  et  du  second  degré  par  rapport  aux 
mêmes  variables;  le  théorème  d'Euler  sur  les  l'onctions 
homogènes  donne  la  relation 

K  =  T,~To, 
ou,  en  se  reportant  à  Téquation  (9), 

/      V    ïx  A(A-HU)    .,-  [Jl(X-l-lJl)       ,,         I       -^^  ,. 

Pour  introduire  les  variables  canoniques,  nous  coiisi- 


(  5ai   ) 
dérerons  l'expression  (9)  de  T  et  nous  poserons 


(II) 


I  ^  ^  ^  ^  f^(^-^f^)  ^'.p^i  AïEE 

[  dix'       4(11^  — p^)^         1    V    !A*  — /?*' 


Dans  Téquation  (10)  remplaçons  X'  et  [x'  par  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (i  i)  en  fonction  de  /et  de  m 
et  reportons-nous  à  l'équation  (8)  :  nous  aurons  îininé- 
diatenient  la  quantité 

H  =  K  — U, 

exprimée  au  moyen  des  variables  X,  jjl,  /,  m, 

2((x'-/)>)  /  £0.      /XÎ^^J*  V 

Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  /,  m  par  ^  1 

—  et  si,  ajoutant  an  résultat  obtenu  le  terme  -r-i  on 

égale  la  somme  à  zéro,  on  obtient  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  propre  à  déterminer  la  variable  S  con- 
sidérée comme  une  fonction  inconnue  de  X,  [x,  /.  Jacobi 
a  démontré  qu'il  suffirait  d'en  connaître  une  intégrale 
Si  dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  ai,  a2, 
autres  que  celle  qu'on  peut  introduire  par  simple  addi- 
tion, pour  en  déduire  les  équations  du  mouvement  sous 
la  forme 

^''>  557  =  ?"       5;7=P«'       W=''^       ■^="'' 

s  =  S| -|- aj  est  d'ailleurs  une  intégrale  complète  de 
l'équation  de  Jacobi. 
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Quand  on  faîl  (o  =  o,  celle  équalion  devient  en  inul- 
lipJianl  lous  les  ternies  par  — —- > 

if~.pt  ^àsy     ix^  —  p^fds  ^« 

X        [ôî)   -^-"hl        [dix) 

elle  préscnle  une  forme  qu'on  a  bien  souvenl  renconirée 
dans  les  applications  classiques  du  ihéorème  de  Jacobi, 
el  aucun  lecleur  ne  sera  embarrassé  pour  irouver  Pin- 
légrale  demandée  :  si  nous  posons,  pour  simplifier 
récriture, 

o(u)--  gu^  —  pffu^-^- p(2h  —  pg)u  -{-  a, 
^{u)^  gu^-^-pgu'^-h p{ih—pg)u  —  a, 

nous  aurons 


a  el  h  sont  deux  conslanles  qui  remplacent  a{  el  a,. 
LMnlégrale  des  forces  vives  est  vérifiée  quand  (o  est  nul 
el  T  — U  reste  égal  a  A,  en  adoplanl  pour  U  les  valeurs 
(4)  cl  (8).  Les  formules  (12)  donnent  les  équations  du 
mouvement^  mais,  aux  deux  premières,  on  peut  substi- 
tuer les  équations  suivantes,  où  Xo,  [Xo  désignent  les 
valeurs  de  X,  [x  pour  ^  =  o,  i , 

(,3,       r'__Adk^ ^  r^       y/Mjx 

J\.  /(X2-/>2/o(X)      J^^   /('i^* -■/?*) '1(1^/ 


,.  ...-    .  ,^(i^; 


la  première  est  Téquation  de  la  irajecloire,  la  seconde 
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donne  la  loi  du  mouvement  sur  celte  ligne.  Enfin  si, 
dans  les  deux  dernières  équations  (12),  on  remplace  /, 
m  par  leurs  valeurs  (i  i),  sauf  co  ==  o,  on  en  pourra  dé- 
duire 


(i5)    V=  2v/(X'-~/?^)o(X)^  ^,^  2v/(tx^  — /?2)j>([x)^ 

(X-f-[x)v/^  (X-h  fx)//?{x 

les  radicaux  en  X  et  [jl  doivent  avoir,  k  un  instant  quel- 
conque, des  valeurs  de  mêmes  signes  que  V  et  [jl',  et  ce 
sont  les  mêmes  déterminations  qui  doivent  figurer  dans 
les  éc{uations  (i3)  et  (i4)' 

Étudions  maintenant  la  trajectoire  dans  le  cas  parti- 
culier proposé.  A  cet  effet,  nous  déterminerons  les  con- 
stantes qui  figurent  dans  son  équation,  et  d'abord  Xq,  [J^o» 
Pour  que  les  intersections  des  paraboloïdes  (i)  et  (2) 
soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  X  et  u  soient  de 
même  signe  et,  en  valeur  absolue,  au  moins  égaux  à  p  : 
nous  les  prendrons  positifs.  En  ayant  égard  aux  valeurs 
(le  Xo,  J^O)  01^  ^oit  que  ^o  est  nul  :  le  pointde  départ  Mo 
du  mobile  est  sur  la  génératrice  OA  ;  les  équations  (3) 
donnent  d'ailleurs 

Xo=  [JLo  =  2/?. 

Nous  déterminerons  XJ,,  [jlJ,  à  l'aide  des  deux  pre- 
mières équations  (4  )  :  si  Ton  y  remplace  a/,  j',  X,  (jl  par 
leurs  valeurs  initiales,  on  a 

3-4-3/3   /—       3Xi-f-|xi 


\//^^  = 


v/5 


0-1-/3      / —       Xq  h-  3  [Xq  ^ 


d'où  Ton  tire 


3    / .  3 


4  4 


(  5^4  ) 

Les  itilégrales  premières  (i5)  vont  nous  perineltre 
de  calculer  facilement  h  et  a  :  remplaçons  fC^)  et 
t{/([ji)  par  leurs  développements,  donnons  aux  variables 
leurs  valeurs  initiales  et  élevons  au  carré  :  nous  aurons 

8  ^^  "^  8/>»  ' 

27        ^  3(io^;?»-f-4/?«A>-a) . 
8  ^^  8jD«  ' 

on  en  déduit 

A  =  o,        rt  =  ^/>«. 

On  peut  s^assurcr  directement  que  h  est  nul,  car  Uo 
est  égal  à  f />^,  et  Téqualion  (9)  montre  que  telle  est 
aussi  la  valeur  initiale  de  T  :  écrivons  alors  l'équation 
différentielle  de  la  trajectoire 

d\,  d[K  sont  proportionnels  à  X',  [Jl'  et,  en  se  plaçant  à 
Tinstanl  initial,  cette  équation  permettrait  de  calculer  a. 
Les  valeurs  de  a  et  de  h  donnent  les  identités 

et  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  peut  s'écrire 

Sans  Fintégrer,  on  peut  en  tirer  des  indications  pré- 
cises sur  la  forme  de  la  trajectoire  :  X,  [Ji  partant  tous 
deux  de  la  valeur  a/>  et  commencent  par  décroître,  XJ,, 
[a'q  étant  négatifs  ;  il  faut  d'abord  prendra  le  signe  4-  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (16).  Il  est  clair  que  p 
commence  par  décroître  plus  rapidement  que  X,  parce 
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que  le  coefficient  de  //[x  est  d*aborJ  moindre  que  celui 
de  rfX;  tant  que  [jl  décroîtra,  il  ne  pourra  être  supérieur 
à  X.  Quand  [x  atteint  sa  limite  inférieure  p^  l'intégrale 
du  second  membre  de  Téquation  (  1 6)  croit  indéfiniment  ; 
il  doit  en  être  de  même  pour  Tintégrale  du  premier 
membre  et  il  faut  pour  cela  que  \  tende  en  même  temps 
vers  sa  limite  p\  l'équation  (i4)  montre  que  \  et  ul  n'at- 
teignent leurs  limites  qu'au  bout  d'un  temps  infini. 
Ainsi  [X  et  X  décroissent  en  même  temps  de  ip  à  p,  \  res- 
tant au  moins  égal  à  [x,  par  conséquent,  z  au  moins  égal 
à  zéro^  la  trajectoire  se  réduit  à  un  arc  fini  JMoO  situé 
au-dessus  du  plan  OXY  sur  la  région  de  la  surface  de  P 
qui  est  comprise  entre  la  génératrice  OA  et  le  plan  ZOX. 
Clierchons  la  tangente  en  un  point  quelconque  M. 
LVxpression  (7)  de  ds-  montre  qu'entre  quatre  lignes 
de  courbure  correspondant  aux  paramètres  X  et  X  -H  dX, 
[X  et  [X  -+-  rf[x,  cCk  et  rf[x  étant  infiniment  petits,  il  existe 
un  petit  rectangle  dont  les  côtés  sont 


/X(X  -4-  \L)  d\  /u(X  -+-  (JL)  d\i.  ^ 

y  A»—/?»  "2"'     y/ "jT»— /?*  T  ' 

il  en  résulte,  eu  égard  à  l'équation  (16),  que,  si  Ton 
appelle  0  l'angle  sous  lequel  la  trajectoire  coupe  en  M  la 
ligne  X  =  coiisK,  on  a 


tanffO  =4/  -^rV^ — '—r^  -r-  = ^1  /  — i^ 

[X-f-/? 


Au  point  Mo,  la  trajectoire  coupe,  sous  un  angle  de 
So**,  la  ligne  de  courbure  X  =1  ip  et,  par  suite,  comme 
on  le  voit  aisément,  sous  un  angle  de  l5®,  la  généra- 
trice MqO. 

Pour  étudier  la  courbe  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
remplaçons  X,  [x  par  /? -|- a,  /;  -h  ^  5  si  a,  ^  sont  extrê- 
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meinent  petits,  réqiiatiou  (i6)  se  réduit  seiisiblcMiienl  à 

(l^m  Ton  tire 

^  est  plus  petit  qu'aucune  puissance  positive  de  a*,  donc, 
au  point  O,  la  trajectoire  a  un  contact  d'ordre  iniini 
avec  la  parabole  \>*  =  p  située  dans  le  plan  ZOX  et  sa 
forme  générale  nous  est  maintenant  bien  connue. 

llàtons-nous  de  terminer  en  indiquant  l'intégrale  de 
Téquation  (16).  Le  moyen  le  plus  commode  d'intégrer 
le  premier  membre  est  de  poser 


d'on 


y).  (i\  •).  (lu 


On  obtient  immédiateim*nt  Tintégrale  en  fonction  dtMi 
et,  par  suite,  de  A;  l'intégrale  du  second  membre  sVn 
déduit  en  changeant  X  en  [jl,  ^  en  —  p  :  si  Ton  égale  les 
deux  intégrales  prises  à  partir  de  À  =  2/;  et  de  [x  =  2/;, 
on  trouve,  pour  Téquation  qui  définit  la  trajectoire, 


lo 


/3  v/X  -^pW'A  |x  —  v^|A  -h/?  ) 
V    X-  -/^      V    I-tH-/'  y/3 
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RECLAMATION  DE  PRIORITÉ  POUR  UNE  FAUTE; 

Par  m.  g.  BRISSE. 


On  m*a  signalé  une  faute  dans  mon  Recueil  de  pro- 
blèmes de  Géométrie  analytique  à  l'usage  des  classes 
de  Matliémalîques  spéciales,  paru  en  janvier  1888.  Il 
paraît  que  cette  faute  s'offrait  bien  naturellement,  puis 
que,  dans  un  Ouvrage  analogue,  paru  en  1 891,  et  que 
je  ne  puis  trouver  qu'excellent,  sans  blesser  la  modestie 
de  l'auteur,  la  même  faute  a  été  commise  exactement  au 
même  endroit  dans  le  même  problème.  La  voici  : 

École  Centrale,  première  session  de  i883.  —  Le  dis- 
criminant 

est  faux  et  doit  être  remplacé,  comme  je  Tai  fait  dans 
ma  deuxième  édition,  par 

2 


QUELQUES  THEOREMES  DE  GEOMETRIE  ÉLÉMENTAIRE; 

Par  m.  Georges  LEGHALAS. 


Afin  de  faire  comprendre  le  genre  d'intérêt  qui  peut 
s'attacher  aux  démonstrations  que  nous  allons  donner, 
il  convient  de  dire  quelques  mots  d'une  discussion  à  la- 
quelle a  donné  lieu  la  Géométrie  non  euclidienne  dans 
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Mous  considérerons  d'abord  ces  dernières,  puis  nous 
montrerons  comment  les  démonstrations  données  à  leur 
égard  peuvent  être  étendues  aux  premières. 

I.  —  Surfaces  identiques  a  elles-mêmes 

A    GéOOéSIQTJES    INDÉFINIES. 

Théohème  I.  —  Une  demi' géodésique  indéfinie  étant 
donnée  sur  une  surface  identique  à  elle-même,  elle 
etigendre  toute  cette  surface  en  tournant  autour  de  son 
origine  O,  et  cela  d'un  mouvement  continu,  sans  retour 
sur  les  parties  déjà  engendrées, 

La  géodésique  peut  se  mouvoir  sur  la  surface  autour 
de  son  origine  O,  en  vertu  de  la  définition  de  la  surface 
identique  à  elle-même.  D'autre  part,  tout  point  de  la 
surface  détermine  une  géodésique  passant  aussi  par  le 
point  O,  d'où  il  résulte  que,  quand  la  géodésique  décrit 
tous  les  mouvements  possibles  dans  la  surface  autour 
de  O,  elle  passe  par  le  point  considéré  dans  une  de  ses 
positions. 

La  rotation  de  la  géodésique  autour  de  O  s^opère  d'ail- 
leurs d'une  façon  continué,  et,  pour  revenir  à  sa  posi- 
tion première,  cette  ligne  n'a  besoin  d'opérer  aucun 
mouvement  en  sens  inverse  du  mouvement  initial,  car 
la  définition  de  la  surface  identique  à  elle-même  ne  com- 
porte aucune  différence  entre  ses  diverses  parties,  ce  qui 
laisserait  sans  raison  suffisante  la  nécessité  d'une  dis- 
continuité ou  d'un  retour  à  partir  d'une  position  quel- 
conque. En  vain  objecterait-on  qu'une  rotation  complète 
pourrait  laisser  non  décrite  une  autre  nappe,  car,  s'il  j 
avait  plus  d'une  nappe,  les  géodésiques  joignant  les 
points  de  deux  nappes  diUérentes  appartiendraient,  elles 
aussi,  à  la  surface  qui  serait  en  réalité  un  espace  à  trois 
dimensions. 
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Théorème  II.  —  Une  géodésiqiie  indéfinie  partage 
une  surface  identique  à  elle-même  en  deux  régions  pré- 
sentant un  caractère  dis  (i  net  if. 

Soient  la  géodésique  AB  et  un  point  quelconque  O  sur 

H{T.      I. 


Q 


cette  géodésique.  Si  je  fais  tourner  une  demi-géodésique 
OM  autour  de  ce  point,  à  partir  de  la  position  OA,  elle 
coïncidera  avec  OB  à  un  certain  moment  de  sa  révolu- 
tion, puis  reviendraenO  A  sans  rétrogradation,  après  avoir 
engendré  toute  la  surface  (tliéor.  I).  Tout  point  de  celle- 
ci  correspond  à  une  position  de  OM,  et,  suivant  que  cette 
position  a  précédé  ou  suivi  la  coïncidence  avec  OB,  le 
point  appartient  à  deux  régions  distinctes  auxquelles 
donne  naissance  la  géodésique  AB. 

Théorème  III.  —  Sur  une  surface  identique  à  elle- 
même ,  toute  ligne  continue,  qui  joint  deux  points  ap- 
partenant  à  des  régions  différentes  par  rapport  à 
une  géodésique^  rencontre  celle-ci. 

Nous  démontrerons  d*abord,  à  titre  de  lemme,  que,  si 
Ton  joint  les  deux  points  donnés  M  et  M'  par  des  géo- 
désiques  à  un  point  quelconque  O  de  la  géodésique 
donnée  AB,  la  demi-géodésique  OM  ne  peut  venir 
coïncider  avec  OM',  au  moyen  d'un  mouvement  con- 
tinu autour  de  O,  sans  coïncider,  à  un  certain  moment, 
avec  OA  ou  OB. 

Si  nous  supposons  d'abord  un  mouvement  sans  ré- 
trogradation, s'elfectuant  dans  le  sens  pour  lequel  M 
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est  situé  dans  la  première  région,  le  passage  de  OM  à 
Oi\r  entraîne  forcément  la  coïncidence  avec  OB,  en 
vertu  du  théorème  II. 

S'il  s'agit  d'une  rotation  également  sans  rétrograda- 


tion mais  en  sens  inverse,  il  y  aura  forcément  coïnci- 
dence avec  OA.  En  elïet,  les  deux  rotations  partielles 
de  OM  à  OM'  sont  supplémentaires  Tune  de  l'autre, 
c'est-à-dire  qu'elles  engendrent  la  totalité  de  la  surface; 
d'où  il  résulte  qu'elles  entraînent  la  double  coïncidence 
avec  OA  et  OB.  Comme,  d'ailleurs,  la  première  rotation 
n'a  amené  que  la  coïncidence  avec  OB,  la  seconde  doit 
amener  celle  avec  OA. 

SMl  s'agissait  du  passage  de  OM'  à  OM,  il  y  aurait 
naturellement  inversion  dans  les  coïncidences  pour  les 
mêmes  sens  de  rotation. 

Enfin,  si  l'on  suppose  des  rotations  oscillantes,  les  ré- 
trogradations n'ont  pour  résultat  que  de  faire  décrire 
plusieurs  fois  certaines  zones  de  la  surface  et  de  rendre 
possibles  plusieurs  coïncidences  avec  les  deux  demi- 
géodésiques  OA  et  OB. 

Ce  lemme  étant  établi,  le  théorème  se  démontre  sim- 
plement. Soient  C  et  D  les  deux  points  donnés,  reliés 
par  une  ligne  continue  quelconque,  et  considérons  un 
point  mobile  suivant  cette  ligne.  Pour  prouver  qu'il 
rencontrera  la  géodésique  AB,  il  suffit  de  montrer  que 
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la  géodésîque  mobile  OM  passant  cous  ta  m  aient  par  ce 
point  mobile  et  par  un  point  fixe  quelconque  O,  pris 
sur  AB,  coïncide  avec  cette  dernière  ligne  dans  une  des 


Fig.  3. 


positions  qu'elle  occupe  pendant  le  mouvement  de  C 
en  D.  Or  cela  résultera  du  lemme,  s*il  est  prouvé  que 
la  géodésîque  OM  se  déplace  d'une  façon  continue  en 
même  temps  que  M. 

Or  dire  que  OM  ne  se  déplacerait  pas  d'une  façon 
continue,  ce  serait  dire  qu'il  y  a  saut  d'une  position 
CM'  à  une  position  OM^'  faisant,  avec  elle,  un  angle  fini 

Fig.  4. 


et  que,  par  suite,  la  trajectoire  de  OM  ne  pénètre  pas 
dans  la  région  que  décrirait  OM  entre  les  ppsitions  OM' 
et  OM"  si  son  mouvement  était  continu.  Or  la  surface 
identique  à  elle-même  est  composée  d^un  certain 
nombre  de  régions  semblables  juxtaposées  (*),  d'où  il 


(*)  Cela  résulte  du  théorème  I,  puisque  toute  la  surface  est  en- 
gendrée par  une  rotation  de  OM.  Il  va  de  soi  d'ailleurs  que  nous 
employons  une  expression  abrégée,  ne  supposant  qu'en  apparence 
l'exacte  divisibilité  de  la  rotation  complète  par  la  rotation  M'OM". 

Ann.de  Mathemat.,  3* série,  t.  X.  (Décembre  1891.)  Sj 
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résulte  que  ces  régions  ne  peuvent  avoir  une  dimension 
infiniment  petite  qu'à  une  distance  infiniment  petite 
de  O  :  la  ligne  joignant  C  à  D  serait,  dès  lors,  discon- 
tinue, à  moins  de  passer  par  O,  c'est-à-dire  de  rencon- 
trer AB. 

ÏHÉoiiÊME  IV.  —  Quand  deux  fféodésitfues  indéfi- 
nies se  rencontrent,  il  y  a  sur  chacune  des  points  (jui 
sont  de  côtés  dijff'êrents  par  rapport  à  l^ autre. 

Soient  les  deux  géodésique»  Alî  et  CD  se  rencontrant 
en  O.  Je  dis  que  OD  est,  par  rapport  à  AB,  du  côté  op- 
posé n  OC.  Si,  en  ellet,  on  considère  une  demi-géodé- 
sîque  OM  qui,  d'abord  en  coïncidence  avec  OA,  tourne 

Fis.  ô. 


autour  du  point  O,  cette  géoJésique  engendre  toute  la 
sut  face  identique  dans  sa  rotation  continue  (théor.  I), 
et  je  vais  montrer  que ,  si  elle  rencontre  OC  avant 
OB,  elle  ne  peut  rencontrer  OD  qu'après  OB.  Fai- 
sons tourner  COD  autour  de  O  :  si  OD  est  du  même 
côté  que  OC  et  située  au  delà,  au  point  de  vue  de  la 
rotation  de  OM,  elle  arrivera  la  première  en  coïnci- 
dence avec  OB,  les  deux  moitiés  de  la  géodésique  tour- 
nant forcément  dans  le  même  sens,  puisque  leurs  angles 
respectifs  avec  une  autre  géodésique  ne  diffèrent  (|in' 
par  une  constante;  mais  alors  les  deux  géodésiques  AB 
et  CD  coïncident  dans  toute  leur  étendue,  ce  qui  est 
impossible,  puisque,  en  tournant  dans  ce  sens,  OC  ne 
peut  venir  (mi  coïncidence  avec  OA  qu'après  avoir  coïn- 
cidé avec  OB,  ce  qu'il  n'a  pu  encon*  (aire. 
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Théorème  V.  —  Un  triangle  géodésique  partage  la 
surface  sur  laquelle  il  est  situé  en  deux  régions  telles 
que  toute  ligne  continue,  reliant  un  point  de  l'une  des 
régions  à  un  point  de  Vautre,  rencontre  forcément 
un  des  côtés  du  ti  iaugle. 

Soient  deux  géodésiques  indéfinies  A  Ai  ctBB<  se  cou- 
pant en  O  :  chacune  d'elles  partage  la  surface  identique 
en  deux  régions  distinctes  A',  A"  et  B',  B",  telles  que  leurs 
points  respectifs  soient  situés  de  côtés  différents  par 
rapport  à  la  géodésique  considérée  (théor.  III)  ^  il  ré- 
sulte d'ailleurs  du  théorème  IV  que  chaque  géodésique 
divise  en  deux  chacune  des  régions  répondant  à  l'autre, 

.     Fig.  6. 


(AB)' 


en  sorte  que  la  surface  est  partagée  en  quatre  régions 
A'B^AM3^  A^'B'et  A'My. 

Si  maintenant  nous  joignons  deux  points  A  et  B, 
pris  sur  ces  deux  géodésiques  dans  les  régions  B'  et  A', 
nous  donnons  naissance  à  un  triangle  et,  en  même 
temps,  nous]  partageons  la  surface  en  deux  nouvelles 
régions  (AB)'  et  (  AB)",  la  seconde  contenant  le  point  O  5 
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]e  triangle  OAB  est  la  partie  commune  aux  régions 
A',  B'et(AB7. 

En  vertu  du  théorème  III,  pour  aller  d'un  point  de 
cette  partie  de  la  surface  à  tout  point  qui  n'y  est  pas 
situé,  en  suivant  un  chemin  continu,  il  faut  traverser 
la  géodésique  qui  sépare  les  deux  régions,  c'est-à-dire 
traverser  un  côté  du  triangle  ou  son  prolongement. 
Mais,  si  le  passage  a  lieu  sur  un  prolongement,  c'est- 
à-dire  en  un  point  extérieur  à  la  zone  qui  est  constituée 
par  le  triangle,  il  a  dû  y  avoir  une  précédente  traversée, 
et  l'on  voit  ainsi  que  la  première  a  eu  lieu  sur  un  des 
côtés  du  triangle  et  non  sur  un  prolongement. 

Théorème  VI.  —  Un  triangle  géodésique  enferme 
une  aire. 

M.  l'abbé  de  Broglie,  qui  a  employé  cette  expression 
«  enfermer  une  aire  ou  un  espace»  ('),  a  négligé  de  la 
définir.  On  pourrait  croire  de  prime  abord  que  la  pro- 
priété démontrée  au  théorème  précédent  peut  servir  de 
définition;  mais  on  s'aperçoit  qu'elle  ne  répond  pas  à 
l'idée  plus  ou  moins  vague  que  nous  attachons  à  l'expres- 
sion en  question,  pour  peu  que  l'on  considère  un  cy- 
lindre sur  lequel  toute  courbe  continue  rencontrant 
toutes  les  génératrices  donne  naissance  à  deux  régions 
telles  que  celles  dont  parle  le  théorème  V,  sans  qu'évi- 
demment celte  courbe  renferme  une  aire.  Nous  croyons 
qu'on  peut  définir  ainsi  le  sens  de  cette  formule  :  Une 
ligne  située  sur  une  surface  est  dite  enfermer  une  aire 
lorsque  :  i^  elle  partage  la  surface  en  deux  régions  telles 
que  toute  ligne  continue  allant  d'un  point  d'une  des 
régions  à  un  point  de  l'autre  la  rencontre  forcément;  et 

(')  Annales  de  Philosophie  chrétienne,  juillcl  1891. 
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2"  on  peut  décomposer  l'une  au  moins  de  ces  régions 
en  aires  telles  que,  si  l'on  joint  successivement  un  point 
du  contour  limitant  chacune  de  ces  aires  à  tous  les  autres 
par  une  ligne  située  sur  la  surface,  on  passe  ainsi,  au 
moyeti  d'un  mouvement  continu  et  par  une  >ariation 
continue  de  la  ligne,  en  forme  et  enlongueur,  d'un  des 
éléments  du  contour  voisins  du  point  fixe  à  l'élément 
situé  du  côté  opposé.  Lorsque  l'une  seulement  des 
régions  peut  subir  cette  décomposition,  les  points  de 
cette  région  sont  dits  intérieurs  au  contour,  et  ceux  de 
l'autre  région  lui  sont  dits  extérieurs. 

En  vertu  du  théorème  V,  les  triangles  géodésiques 
jouissent  de  la  première  des  propriétés  susdites;  quant 
à  la  seconde,  ils  en  jouissent  également,  car,  si  l'on  con- 
çoit un  segment  de  géodésique  passant  constamment  par 
un  sommet,  coïncidant  d'abord  avec  un  des  côtés  et 
s'appuyant  constamment  sur  le  côté  opposé,  ce  segment 
se  confond  avec  le  troisième  côté  lorsqu'il  passe  par  le 
troisième  sommet. 

A  titre  de  vérification  de  notre  définition,  reprenons 
l'exemple  du  cylindre  et  considérons  une  courbe  Tenve- 

Fig.  7. 
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loppant  complètement,  formée,  par  exemple,  d'un  arc 
plan  BC  et  de  deux  arcs  d'hélice  AB  et  AC.  Comme  pré- 
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cédeininent,  nous  pouvons  considérer  un.  arc  d'hélice,  de 
forme  variable  d'ailleurs,  qui,  passant  constamment  par 
le  point  A,  se  déplace  en  s'appuyant  sur  BC^  mais, 
lorsque  cet  arc  passera  par  C,  il  ne  coïncidera  pas  avec 
le  côté  âC  du  triangle,  en  sorte  que  Taire  engendrée  ue 
sera  pas  limitée  par  les  trois  côtés  de  celui-ci.  Ainsi  se 
trouve  confirmée  la  pensée  que  nous  avions  bien  reconnu 
les  propriétés  confusément  groupées  sous  rexpression 
((  enfermer  une  aire  » . 

Corollaire.  —  Tout  contour  résultant  de  la  juxtapo- 
sition de  plusieurs  triangles  géodésiqnes,  accolés  deuxâ 
deux  par  toutou  partie  d'un  côté,  enferme  une  aire. 

TnéORÈME  VII.  —  Tout  contour  Jermé  tracé  sur  une 
surface  identique  à  elle-même  enferme  une  aire. 

Soit  un  po^nt  O  quelconque,  pris  sur  le  contour.  Par 
ce  point  et  tout  autre  du  contour  passe  une  géodésiquc, 
en  sorte  que,  si  l'on  considère  un  point  mobile  M,  par 

Kîg.  8. 


tant  de  O  et  y  revenant  après  avoir  suivi  tout  le  contour, 
on  a,  pour  chaque  position,  un  segment  de  géodésiquc 
OM,  et,  si  Ton  prend  deux  positions  infiniment  voisines, 
elles  forment  un  triangle  avec  la  portion  dccontour  com- 
prise entre  elirs. 
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Cela  posé,  si  la  géodésique  OM  se  meut  loul  le  icnips 
dans  le  même  sens,  on  aura  une  série  de  iriaiiglcis 
accolés,  dont  les  deux  extrêmes  auront  deux  côtés  sur  le 
contour-,  en  vertu  du  corollaire  au  théorème  précédent, 
le  présent  théorème  est  démontré  dans  ce  cas  particulier. 

Un  géomètre,  faisant  appel  i\  l'intuition,  pourrait  dire 
que  tout  contour  peut  donner  lieu  à  une  décomposition 
en  contours  partiels  conformes  au  type  précédent;  mais 
nous  sommes  tenu  à  plus  de  rigueur.  Nous  allons  donc 
établir  une  distinction  entre  les  phases  durant  lesquelles 
la  géodésique  OM  se  meut  dans  le  sens  suivant  lequel  son 
mouvement  doit  s'achever  et  celles  répondant  à  un 
mouvement  inverse.  On  peut  formuler  à  ce  sujet  le  prin- 
cipe suivant.  Les  triangles  élémentaires  répondant  aux 
premières  de  ces  phases  constituent  les  éléments  d'une 
aire  fermée  dont  on  doit  retrancher  les  triangles  engen- 
drés pendant  les  mouvements  opposés  à  la  rotation 
finale. 

Si  le  contour  considéré  ne  se  recoupe  pas  lui-même, 


cette  proposition  sV^tablit  simplement.  Pendant  que  le 
point  M  décrit  Tare  OMA,  les  triangles  se  juxtaposent 
régulièrement^  mais,  quand  il  y  a  retour  en  sens  inverse, 
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de  OA  en  OB,  la  première  série  reste  ouverle  en  OA, 
puis  il  en  est  de  même  de  la  nouvelle  série  en  OB.  Seu- 
lement, tandis  que  celle-ci  restera  ouverte,  l'autre  se 
trouvera  fermée  quand  le  point  M  dépassera  le  point  C, 
situé  sur  le  prolongement  de  OA.  Il  est  bien  vrai  qu*un 
nouveau  mouvement  rétrograde  pourrait  venir  accoler 
d'autres  triangles  à  OB^  mais,  de  ce  côté,  on  aboutira 
toujours  à  un  dernier  côté  ouvert,  puisque,  par  hypo- 
thèse, le  mouvement  doit  reprendre  finalement  l'autre 
direction.  Cela  étant,  on  voit  que  les  triangles  dus  a  la 
rotation  directe  appartiennent  en  principe  à  une  aire 
fermée,  mais  que  l'on  doit  en  retrancher  les  triangles 
engendrés  pendant  la  rotation  rétrograde,  en  sorte  qu'il 
n'en  reste  alors  qu'un  quadrilatère  élémentaire  tel 
que  p</rs. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  se  recoupe  elle-même,  le 
principe  précédent  parait  en  défaut,  car  les  triangles 
correspondant  h  la  région  AK  restent  ouverts  sur  une 

Fig.  10. 


partie  de  la  longueur  du  côté  OB;  mais  on  rentre  dans 
l'énoncé  général,  si  l'on  a  soin,  en  dépassant  le  point 
double  A,  de  suivre  la  direction  rétrograde  AC.  D'une 
façon  générale,  on  doit,  aux  points  multiples,  suivre  la 
direction  la  plus  rétrograde,  ou,  si  aucune  n'est  rétro- 
grade, celle  qui  incline  le  moins  dans  le  sens  direct. 
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Corollaire.  —  Tous  les  points  à  Tinfiiii  sur  une  sur- 
face identique  à  elie-mèine  sont  extérieurs  par  rapport  à 
toute  ligne  fermée  tracée  sur  cette  surface. 

Lorsque  du  point  A  du  contour  fermé  part  un  point 
mobile  qui  suit  ce  contour  pour  revenir  en  A,  chacune 
de  ses  positions  détermine  une  géodésique  AM  qui  coupe 
le  contour  en  un  certain  nombre  de  points,  tous  situés 
à  distance  finie  du  point  A.  Nous  venons  de  voir  que  le 
contour  enferme  une  aire  et  que  cette  aire  est  engendrée 
par  tout  ou  partie  du  segment  compris  entre  A  et  le  point 

Fig.   II. 


mobile,  d'où  il  résulte  que  les  points  à  l'infini  sur  les 
diverses  droites  AM  sont  extérieurs  à  l'aire  enfermée 
par  le  contour.  Il  en  est  de  même  d'ailleurs  des  points  à 
l'infini  situés  sur  les  géodésiques  issues  de  A  qui  ne  ren- 
contrent pas  ailleurs  le  contour,  puisque  aucune  partie 
de  ecs  lignes  n'engendre  l'aire  enfermée  par  celui-ci. 

Théorème  VIII.  —  Si  un  point  C  d'une  géodésique  AB 
est  situé  entre  A  et  B,  et  si  une  demi- géodésique  CD 
est  issue  de  C  :  i**  les  deux  angles  quelle  détermine 
n'ont  pas  de  partie  commune;  2°  si  CD  tourne  autour 
de  C  et  si  Vun  des  angles  augmente,  l'autre  diminue. 
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i"  Chacune  des  deux  géodésîques  entières  divise  la 
surface  en  deux  régions  distinctes  (théor.  Il),  «tcliaque 
demi-géodésique  est  située  par  rapport  à  son  supplé- 
ment dans  une  région  distincte,  au  point  de  vue  d«  la 
division  de  la  surface  par  l'autre  géodésique,  en  vertu 
du  théorème  IV.  Donc  chaque  demi-géodésique  partage 
une  de  ces  régions  en  deux  régions  distinctes. 

On  peut  procéder  aussi  par  démonstration  directe,  eu 
remarquant  que  la  demi-géodésique  CD,  partant  de 
la  position  CA,  décrit  d*un  mouvement  continu,  saus 
retour  en  arrière,  toute  une  moitié  de  la  surface.  Doue 
une  quelconque  de  ses  positions  sépare  une  région  pré- 
cédemment engendrée  d'une  région  a  engendrer  ulté- 
rieurement, sans  qu'il  puisse  y  avoir  de  point  commun, 
car  ce  point  déterminerait  une  position  déjà  occupée  par 
la  géodésique  CD. 

2°  Les  trois  demi-géodésiques  C  (ADB)  forment  deux 
angles  accolés  dont  la  somme  est,  par  définition,  Tanglc 
formé  par  les  deux  demi-géodésiques  CA  et  CB  situées 
dans  le  prolongement  Tune  de  l'autre,  en  sorte  que  cette 
somme  est  constante.  Donc,  quand  Tun  des  tenues 
augmente,  l'autre  diminue. 

Théorème  IX.  —  Si  une  géodésique  rencontre  en 
un  point  G  le  périmètre  d'un  polygone  quelconque, 
ailleurs  qu  'en  un  sommet,  elle  rencontre  ce  périmètre 
en  un  second  point. 

Si  nous  considérons  un  point  qui  part  de  A  et  arrive 
en  B,  après  avoir  suivi  tout  le  périmètre  sauf  le  côté  AB, 
la  géodésique  joignant  C  à  ce  point  mobile  a  pu  éprou- 
ver des  mouvements  alternatifs^  mais,  quels  que  soient 
ces  mouvements,  elle  a  forcément  engendré  toute  l'une 
des  deux  régions  entre  lesquelles  est  partagée  la  surface 
par  la  géodésique  AB.  Or  toute  géodésique  passant  par 
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C  a  l'une  de  ses  moitiés  dans  celle  région  (lliéor.  fV), 
et  par  suite  cette  moitié  coïncide  avec  Tune  des  positions 
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de  CM,  laquelle  a  un  deuxième  point  commun  avec  le 
contour. 

II.  —  Surfaces  inENTiQUES  a   elles-mÊmks, 

A    GÉODÉSIQUES    FERMÉES. 

Nous  ne  reprendrons  pas  cliaque  théorème  en  détail. 
Qu'il  nous  suffise  d'indiquer  que,  sous  réserve  des  dilïé- 
rences  que  nous  allons  signaler,  énoncés  et  démonstra- 
tions sont  également  valables,  pourvu  qu'on  substitue  à 
toute  demi-géodésique  indéfinie,  issue  d'un  point,  une 
moitié  de  géodésique  comprise  entre  ce  point  et  le  point 
commun  d'intersection  de  toutes  les  géodésiques  passant 
par  le  premier  point  considéré. 

Les  quatre  premiers  théorèmes  ne  donnent  lieu  à 
aucune  difficulté  qui  mérite  d'être  mentionnée  (  *  )  ;  mais 


(*)  Notons  cependant,  au  sujet  du  théorème  III,  que  le  contour 
supposé  ne  pas  entrer  dans  la  zone  comprise  entre  les  géodésiques 
OM'et  OM"  pourrait  passer  par  le  point  de  rencontre  des  géodésiques 
issues  de  O  aussi  bien  que  parce  dernier  point  :  dans  un  cas  comme 
dans  l'autre,  il  rencontre  AB. 
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il  n*en  est  pas  de  même  des  théorèmes  suivants,  en  rai- 
son de  ce  que  les  géodésiques  se  coupent  mutuellement 
en  deux  points.  Il  en  résulte  que,  lorsqu^on  veut  repro- 
duire la  démonstration  du  théorème  V,  la  géodésique 
AB  se  trouve  diviser  en  deux  régions  chacune  des  quatre 
régions  précédentes,  tandis  que,  sur  une  surface  indé- 
finie, elle  n\m  divisait  que  trois.  Sans  entrer  dans  une 
analj^se  détaillée,  nous  ferons  remarquer  que  la  difficulté 
disparait  si  Ton  ne  considère  que  des  triangles  ayant  des 
côtés  inférieurs  à  une  demi-géodésique  :  alors  les  dé- 
monstrations des  théorèmes  Y  et  VI  sont  valables. 

Pour  le  but  que  nous  npus  proposons,  il  nous  suffira 
d'étudier,  en  outre,  les  triangles  ayant  deux  côtés  supé- 
rieurs à  une  demi-géodésique. 

Ces  deux  côtés  se  coupent  en  un  point  compris  entre 
le  sommet  dont  ils  sont  issus  et  leurs  secondes  extrémités, 
en  sorte  que  le  triangle  est  formé  de  ce  qu'on  peut  ap- 
peler un  fuseau  et  d'un  triangle  du  premier  type  :  les  dé- 
monstrations des  théorèmes  V  et  VI  s'y  appliquent  sans 
difficulté,  pourvu  qu'on  ait  soin  d'attribuer  à  Torigine 
des  deux  grands  côtés  le  rôle  de  sommet  principal,  c'est- 
«à-dire  d'en  faire  le  point  G  du  théorème  V  et  d'en  faire 
l'origine  de  la  géodésique  mobile  du  théorème  VI. 

Cela  posé,  le  théorème  VII se  démontre  comme  sur  une 
surface  indéfinie,  mais  donne  lieu  à  quelques  remarques: 
i*^  Si  le  contour  ne  passe  pas  par  le  point  où  se  coupent 
toutes  les  géodésiques  passant  par  le  point  O,  tous  les 
segments  de  géodésique  engendrant  l'aire  enfermée  sont 
ou  plus  grands  ou  plus  petits  qu'une  demi-géodésique; 
suivant  qu'on  les  prend  plus  grands  ou  plus  petits,  on  en- 
gendre deux  aires  différentes  dont  la  réunion  forme  la 
totalité  de  la  surface,  puisque  les  segments  des  deux 
séries  sont,  deux  à  deux,  supplémentaires  les  uns  des 
autres.  2^  Si  le  contour  passe  par  le  point  opposé  au 
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point  O,  les  segments  engendrant  une  môme  aire  sont, 
les  uns,  plus  petits  et  les  autres   plus   grands  qu'une 
demî-géodésique;  mais  ici  encore  les  segments  supplé- 
mentaires engendrent  le  reste  de  la  surface. 

3°  Dans  le  cas  précédent,  le  segment  générateur  abou- 
tissant au  point  opposé  au  point  O  est  tangent  en  ce 
point  au  contour,  y  ayant,  à  la  limite,  deux  points 
communs,  le  point  mobile  sur  le  contour  et  le  point  par 
lequel  passent  toutes  les  géodésiques  génératrices.  lien 
résulte  que,  si  le  contour  forme  un  angle  en  ce  point, 
on  a  deuK  géodésiques  distinctes;  on  doit  admettre  alors 
que  la  demi-géodésique  génératrice  pivote  autour  de  ses 
extrémités  pour  passer  d'une  des  positions  à  Tautre  :  elle 
engendre  ainsi  un  fuseau  qui  constitue  une  aire  fermée, 
ainsi  qu'on  le  montre  par  un  raisonnement  analogue, 
mais  plus  simple  que  celui  qui  concerne  les  triangles. 

Ce  qui  précède  montre  que  tout  contour  fermé  enferme 
deux  aires  composant  la  totalité  de  la  surface. 

Le  tliéorème  VIII  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté. 
Quant  au  théorème  IX,  il  parait,  à  première  vue,  en 
soulever  une,  attendu  que,  semble-t-il,  il  peut  falloir 
plus  d'une  demi-géodésique  pour  relier  successivement 
le  point  C  aux  divers  points  du  contour. 

Mais  ici  les  remarques  faites  à  l'occasion  du  théo- 
rème VII  interviennent  utilement,  car  nous  avons  vu  que 
Ton  peut  engendrer  toute  une  des  aires  limitées  par  le 
contour  au  moyen  d'un  segment  inférieur  à  une  demi- 
ji^éodésique,  sauf  dans  le  cas  où  le  contour  passerait  par 
le  point  de  concours  des  géodésiques  issues  de  C;  mais 
alors  le  théorème  n'a  pas  besoin  de  démonstration, 
puisque  ce  point  est  forcément  un  deuxième  point  de 
rencontre.  Sauf  dans  ce  cas  particulier,  qui,  on  vient  de 
le  voir,  ne  soulève  pas  de  difficulté  réelle,  l'objection  for- 
mulée est  donc  sans  fondement. 
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Si  le  calcul  numérique  est  d'une  ulililé  journalière  pour  le 
financier,  Tin^énieur,  le  marine  etc.,  il  constitue,  sans  contre- 
dit, une  besogne  rebutante  qu'on  a  depuis  longtemps  cherché 
à  alléger  par  Teiiiploi  de  tables,  de  machines  ou  de  tracés 
graphiques. 

La  méthode  graphique  peut  venir  en  aide,  au  calculateur, 
de  deux  manières.  Tantôt  c'est,  comme  en  Statique  gra- 
phique, au  moyen  d'une  épure  que  l'on  exécute  sur  des  don- 
nées j;éoinétriques  et  qui  fournit  l'inconnue  sous  la  même 
forme.  D'autres  fois,  comme  dans  l'Ouvrage  qui  nous  occupe, 
c'est  par  l'emploi  d'abaques,  c'est-à-dire  de  Tableaux  repré- 
sentant sur  un  plan  à  l'aide  de  lignes  tracées,  une  fois  pour 
toutes,  les  équations  qui  lient  certaines  variables  entre  elles  : 
une  simple  lecture  fournit  alors  le  résultat  demandé. 

Les  abaques  employés  jusqu'ici  étaient  construits  à  des  points 
de  vue  très  divers  et  par  des  procédés  entièrement  dissem- 
blables. Ce  n'est  pas  le  moindre  mérite  de  M.  d'Ocaj^ne  que 
d'avoir,  j)ar  une  habile  analyse  comparative,  su  démêler  un 
lien  étroit  entre  des  méthodes  en  apparence  si  disparates  el 
d'être  parvenu  à  constituer  un  véritable  corps  de  doctrine  en 
rattachant  ces  éléments  épars  à  un  même  principe. 

Hien  de  plus  simple,  d'ailleurs,  que  ce  principe  fondamen- 
tal. S«»il 

(I)  Fia,  3,  Y,)-  o 

une  étjnatiou  donnée,  dont  la  ré-^olution  permet  de  délerniiuer 
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la  valeur  de  Tinconnue  y  pour  chaque  syslème  de  valeurs  attri- 
buées à  a  et  p.  On  veut  substituer  à  ces  calculs  pénibles  l'em- 
ploi d*un  abaque  donnant  les  mêmes  résultats  par  de  simples 
lectures.  A  cet  effet,  on  choisit,  à  volonté,  deux  équations  de 
la  forme 

(11)  F,(5-,  y,a)  =  o, 

(ls>  F^(T,y,^)=o; 

puis,  on  élimine  a  et  ^  entre  les  trois  relations  précédentes,  ce 
qui  donne  une  nouvelle  équation 

I/équation  (Ii),  où  x  et  y  désignent  des  coordonnées  cou- 
rantes, représente  une  famille  de  courbes  auxquelles  les  No- 
mographes  donnent  le  nom  d'isoplèthes,  relatives  à  a,  pour 
rappeler  que  a  conserve  la  même  valeur  en  tous  les  points  de 
l'une  quelconque  de  ces  courbes  et  ne  varie  que  d'une  courbe 
à  l'autre.  Les  équations  (Ij)  et  (  I3  )  définissent  pareillement  le 
système  des  isoplèlhes  relatives  à  ^  et  le  système  des  isoplèthes 
relatives  à  v.  Supposons  qu'on  ait  construit  ces  trois  groupes 
d'isoplèthes  en  plaçant  sur  chaque  couche  individuelle  la  va- 
leur correspondante  de  celui  du  paramètre  a,  3,  v  qui  le  con- 
cerne. Le  Tableau  graphique  formé  par  ces  trois  systèmes  de 
courbes  cotées  constitue  un  abaque  représentatif  de  l'équa- 
tion (i). 

Voici  comment  on  se  servira  de  cet  abaque  :  Veut-on  la 
valeur  de  y  qui  répond  à  un  système  de  valeurs  a'  et  p'  attribuée 
à  a  et  3?  On  prendra  le  point  de  rencontre  M  de  Tisoplèthe 
(a')  et  de  l'isoplèthe  O');  la  cote  y'  de  celle  des  isoplèthes(Y) 
qui  passe  par  M  sera  la  valeur  cherchée  de  y.  Si,  bien  que  les 
isoplèthes  (y)  soient  a<5sez  voisines  les  unes  des  autres,  l'iso- 
plèthe (y')  qui  passerait  par  M  n'est  pas  tracée,  on  fera  une 
interpolation  à  vue. 

L'idée  qui  s'offre  la  première  à  l'esprit  pour  le  choix  des  re- 
lations (II)  et  (I2)  consiste  à  prendre 

(i;.)  r  =  ?, 

nîors  que  l'équation  (I3)  devient 

'.  I3)  lM'^r'Y)=  "• 


(  MS  ) 

Les  isoplélhes  (a)  sont  des  droites  parallèles  à  Taxe  des^,  les 
îsopléthes  (P)  des  droites  parallèles  à  Taxe  des  rr,  et  si  Ton 
opère  sur  du  papier  quadrillé,  la  construction  de  Tabaque  se 
réduit  au  tracé  des  isoplèthes  (y)- 

Tels  sont  les  Tableaux  graphiques  si  utiles,  construits  par 
M.  Eugène  Pereire,  pour  des  questions  d'intérêt  et  de  finance. 

Tel  est  aussi  l'abaque  bien  connu  destiné  à  remplacer  les 
Tables  de  multiplication  et  qui  est  relatif  à  l'équation 

T  =  «?; 

les  isoplèthes  (y)  sont  alors  des  hyperboles  équilatères  ayant 

pour  asymptotes  les  axes  coordonnés. 

Si,  dans  ce  d.3rnier  abaque,  on  remplace  les  équations  (l\) 

et (I,)  par 

ar  =  loga,         r  =  logP, 

l'équation  (T,  )  devient 

On  tombe  de  la  sorte  sur  un  abaque  à  triple  réglure,  c'est- 
à-dire  sur  un  abaque  composé  de  trois  systèmes  d'isoplèthes 
rectilignes.  Telle  est  l'origine  d'un  principe  fondamental  dans 
cette  théorie,  qu'on  nomme  principe  de  V anarAorphoie  et 
que  l'on  doit  au  savant  M.  Lalanne,  l'un  des  fondateurs  de  la 
Science  nomographique. 

Dans  l'impossibilité  de  tout  citer,  nous  renverrons  au  Livre 
de  M.  d'Ocagne  pour  l'exposition  générale  du  principe  de 
Tanamorphose  et  pour  la  recherche  du  type  des  équations 
susceptibles  d'être  représentées  par  des  abaques  à  triple  ré- 
glure. 
IVous  voulons  surtout  attirer  l'attention  sur  deux  points  : 
Le  premier  concerne  l'exposition  des  recherches  si  ingé- 
nieuses et  si  justement  appréciées  de  M.  l'ingénieur  des  Mines 
Lallemand,  Directeur  du  Service  du  nivellement  général  de  la 
France.  Grâce  à  ses  nouveaux  abaques,  dits  hexagonaux, 
M.  Lallemand  est  parvenu  à  faire  exécuter  en  quelques  mi- 
minules  une  besogne  qui  se  répète  chaque  jour  et  qui,  aupa- 
ravant, absorbait  tous  les  instants  d'un  groupe  d'employés. 
Cet  exemple  n'est-il  pas  une  leçon?  Que  de  spécialités  dans 
lesquelles  les  abaques  pourraient  offrir  un  pareil  avantage!  Les 
abaque»  hexagonaux  s'appliquent  à  un  type  général  d'équa- 
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lions  que  Ton  rencontre  fréquemment  dans  la  pratique.  M.  Lal- 
lemand  n'a  publié  sur  ses  méthodes  qu'une  Note  succincte  dans 
le  t.  Cil  des  Comptes  rendus  et  quelques  feuilles  lithogra- 
phiées  pour  les  besoins  de  son  service,  mais  non  livrées  au 
public.  Ces  procédés  si  élégants  et  si  utiles  pouvaient  donc 
être  considérés  comme  inédits,  et  l'on  doit  remercier  M.  d'O- 
cagne  de  les  avoir  fait  connaître  en  les  rattachant  à  la  mé- 
thode générale. 

Le  second  point  se  rapporte  aux  abaques  à  points  iso- 
plèthes.  On  nous  permettra  d'y  insister  un  peu,  vu  que,  à 
notre  sens,  c'est  la  partie  la  plus  originale  du  Livre  de  M.  d'O- 
cagne. 

Considérons  un  abaque  à  triple  réglure  et  construisons  sa 
figure  corrélative  ;  à  chaque  droite  de  l'ancienne  figure  ré- 
pondra un  point  de  la  nouvelle,  et  réciproquement,  de  telle 
sorte,  à  trois  droites  de  la  première  passant  par  un  même  point, 
correspondront  trois  points  de  la  seconde  situés  en  ligne 
droite.  Ainsi,  tandis  que,  dans  l'ancien  abaque,  les  isoplèthes 
étaient  des  droites  enveloppant  trois  certaines  courbes,  dans 
le  nouveau  les  isoplèthes  seront  des  points  distribués  sur  trois 
autres  lignes;  à  chaque  système  de  valeurs  de  a,  p,  y  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  répondront,  non  plus  trois  droites 
concourantes,  mais  trois  points  placés  respectivement  sur  ces 
trois  lignes  et  situés  en  ligne  droite, 

Pour  rendre  pratique  cette  idée  nouvelle,  il  fallait  choisir 
un  mode  de  corrélation  aussi  simple  que  possible.  Pour  cela, 
M.  d'Ocagne  n'avait  pas  à  chercher  bien  loin;  il  lui  a  suffi 
d'utiliser  ses  coordonnées  parallèles  de  droites.  Les  lecteurs 
de  ce  journal  savent,  par  les  intéressantes  Communications 
de  cet  ingénieur  distingué  au\  Nouvelles  Annales,  en  1887, 
1889  et  1890,  ce  qu'on  entend  par  coordonnées  parallèles  d'une 
droite  MN  {fig*  i).  Ce  sont  les  segments  AM  =  m,  BM  =  v 
que  cette  droite  intercepte  sur  deux  axes  parallèles  AU,  BV, 
ces  segments  étant  comptés  à  partir  des  extrémités  A  et  B 
d'une  perpendiculaire  commune  à  ces  axes.  Cela  posé,  nous 
aurons  défini  clairement  le  mode  de  corrélation  adopté,  en 
disant  qu'il  consiste  dans  le  changement  des  coordonnées  car- 
tésiennes de  points  en  coordonnées  parallèles  de  droites. 

Rien  n'est  plus  simple  actuellement,  étant  donné  un  abaque 
à  triple  système  de  droites  isoplèthes,  que  de  construire 
l'abaque  corrélatif  à  triple   système  de  points  isoplèthes.  On 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  X.  (Décembre  1891.)        38 
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prendra  les  coordonnées  cartésiennes 


(a:  =  a,y  -  b) 


et 


(r=«',^=^') 


de  deux  points  appartenant  à  une  droite  quelconque  du  premier 
abaque.  Le  point  qui  répondra  à  cette  droite  dans  le  second 
abaque  sera  ie  point  commun  au\  deux  droites  dont  les  coor- 
données parallèles  sont  (m  =  a,  p  =  6)  et  (w  =  a',  (>  =  b'). 

Fig.  1. 


Considérons,  par  exemple,  Tabaque  construit  par  M.  La- 
lanne  pour  la  recherche  des  racines  positives  d'une  équation 
du  troisième  degré 

z^  -\-pz  -\-  q  —  o 

privée  du  terme  en  z^.  On  prend   pour  (Ii)  et  (Ij)  les  équa- 
tions ar  —  />,  ^  =  y ,  et  l'équation  (  I3  )  est  alors 


z^  -f-  zx  -hy  =  o. 

C'est  donc  un  abaque  à  triple  réglure  :  il  est  représenté  par 
la  Jig.  2.  En  le  transformant  par  le  procédé  indiqué,  on  ob- 
tient l'abaque  à  points  isoplèthes  représenté  par  la  yiff.  3.  Les 
points  isoplèthes  (p)  et  (q)  sont  distribués  respectivement  sur 
les  deux  droites  parallèles  auprès  desquelles  on  a  inscrit 
échelle  de  pj  échelle  de  q;  les  points  isoplèthes  (z)  sont  sur 
la  courbe  marquée  en  trait  fort  et  sur  laquelle  on  a  inscrit 
échelle  des  z.   Veut-on,  par  exemple,  la  racine   positive  de 

l'équation 

z^-\-iz  —  6  =  0; 
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on  joindra  par  une  droite  le  point  a  de  Taxe  des  p  au  point 
( — 6)  de  l'axe  des  q\  le  point  où  la  courbe  en  trait  fort  est 
coupée  par  cette  droite  porte  la  cote  1,46»  ^^  nombre  est  la 
racine   demandée.   Pour   n'avoir    pas   à   tracer    de    ligne   sur 

Fig.    2. 
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Tabaque,  on  emploiera  un  fil  qu'on  tendra  entre  les  points  a 
et  (—6). 

Remarquons,  d'ailleurs,  bien  vite  que  l'emploi  des  coordon- 
nées parallèles  ne  servira  pas  seulement  à  la  transformation 
des  abaques  préalablement  construits  à  l'aide  des  coordonnées 
cartésiennes.  L'application  immédiate  des  coordonnées  paral- 
lèles à  une  équation  à  triple  réglure  permettra  de  construire 
directement  l'abaque  à  points  isoplèthes  correspondant  à  cette 
équation. 

Les  abaques  à  points  isoplèthes  se  recommandent  par  une 
plus  grande  facilité  dans  la  lecture  et  dans  l'interpolation  à 
vue;  ils  offrent,  en  outre,  sur  les  abaques  à  droites  isoplèthes, 
l'avantage   de    permettre  l'introduction   d'une  quatrième  va- 
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riable.  Considérons,  par  exemple,  Téquation  complète  du  troi- 
sième degré 

z^-^  nz^-\-pz  -h  q  =  o. 

Pour  construire  l'abaque  correspondant  en  droites  isoplèthes, 
il  faut  faire  d'abord  disparaître  le  terme  en  z*.  Gela  n'est  pas 
nécessaire  pour  l'abaque  à  points  isoplèthes.  L'introduction  du 

Fig.  3. 
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coefficient  n  comme  quatrième  variable  entraine  seulement  la 
construction  d'autant  de  courbes  successives,  analogues  à  la 
courbe  en  trait  fort  de  \di  Jig,  3,  qu'on  attribue  de  valeurs  à /i; 
et  comme  ces  courbes  sont  parfaitement  distinctes,  aucune 
confusion  n'est  à  redouter  :  on  pourra  s'en  assurer  en  jetant 
un  coup  d'oeil  sur  la  dernière  planche  du  Volume,  planche  que 
ses  dimensions  ne  nous  permettent  pas  de  reproduire  ici. 

En  résumé,  la  création  d'un  nouveau  corps  de  doctrine  bien 
défini,  l'exposition  claire  et  méthodique  des  principaux  résul- 
tats antérieurement  obtenus  et  surtout  des  beaux  travaux,  à 
peu  près  inédits,  de  M.  Lallemand,  enfin,  l'invention  de^ 
abaques  à  points  isoplèthes  :  telle  est  la  part  considérable  qui 
revient  à  M.  d'Ocagne  dans  ce  remarquable  Opuscule  qu'un 
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juge  éminent  a  naguère  présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
dans  les  termes  les  plus  flatteurs.  E.  R. 
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EXERCICES 


Pour  satisfaire  au  désir  exprimé  par  plusieurs  de  dos  abonnés, 
nous  consacrerons  désormais  régulièrement  dans  chaque  numéro 
quelques  pages  à  l'énoncé  de  questions  proposées  et  à  leur  solution. 
Toutefois,  comme  il  importe  beaucoup,  dans  l'intérêt  du  Journal, 
que  ce  nombre  de  pages  soit  assez  restreint  pour  ne  pas  nuire  à 
la  publication  des  Mémoires  originaux,  nous  prions  nos  Correspon- 
dants de  vouloir  bien  rédiger  leurs  solutions  avec  une  extrême 
sobriété,  en  supprimant  les  développements  qui  ne  présentent  pas 
de  difficulté  sérieuse. 


OUBSTIONS  PROPOSÉES. 


1595.  Les  rayons  de  courbure  aux  extrémités  d'une  corde 
quelconque  d'une  conique  sont  proportionnels  aux  cubes  des 
distances  de  ces  points  au  pôle  de  la  corde.      (A.  Demoulin.) 

1596.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  une  courbe  générale  de 
^ième  ciaggç  Qi  un  point,  il  existe  a/i(/i-hi)  paraboles,  ayant 
un  même  paramètre,  qui  ont  pour  foyer  le  point  donné  et  sont 
tangentes  à  la  courbe  donnée. 

La  somme  des  angles  que  font,  avec  une  direction  quelcon- 
que A  du  plan,  les  axes  de  ces  paraboles^  est  égale,  à  un  mul- 
tiple de  Tc  près,  au  quadruple  de  la  somme  des  angles  que  font 
avec  la  direction  A  les  droites  joignant  le  foyer  commun  des 
paraboles  aux  n  foyers  de  la  courbe,  augmenté  du  double  de 
la  somme  des  angles  que  font  avec  A  les  n{n  —  i)  directions 
asymptotiques  de  cette  courbe.  (G.  Fouret. ) 

1597.  Pierre  tire  quatre  cartes  d'un  jeu  de  piquet;  il  donne 
les  trois  premières  à  Paul  et  garde  la  quatrième  pour  lui. 
Pierre  a  gagné  si  sa  carte  n'est  de  la  couleur  d'aucune  des 
cartes  de  Paul,  ou  si,  étant  de  la  couleur  de  l'une  ou  de  plu- 
sieurs d'entre  elles,  elle  a  une  valeur  supérieure.  La  mise  de 
Paul  étant  de  i^*^,  quelle  doit  être  celle  de  Pierre  pour  que  le 
jeu  soit  équitable?  (E.  Rouché.) 

r 
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1598.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatéres  oscula- 
triées  en  chaque  point  d'une  ellipse  donnée  est  une  courbe  du 
quatrième  ordre  qui  peut  être  considérée  comme  la  podaire  du 
centre  d'une  ellipse  concentrique  à  la  première. 

(E.  Barisien.) 

1599.  Si  Ton  pose 

El  =  '^'îz(ab  -h  bc-h  ca), 

R  =  -^  [a«(6  —  c)«-+-  6«(c  —  a)«-h  c^(a  -  byi 

et  si  Ton  désigne  par  E  l'aire  de  l'ellipsoïde  dont  les  demi-axes 
rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante  sont  a,  bj  c,  on  a 

6  étant  un  nombre  convenablement  choisi  entre  o  et  i. 

(G.  Peano.) 

1600.  Soient  X'X  une  droite  horizontale  indéfinie,  A  et  B 
deux  points  pris  sur  cette  droite  et  G  un  point  pris  au-dessous, 
de  manière  que  sa  projection  sur  X'X  tombe  entre  A  et  B. 
n  points  Pi,  P],  . ..,  P^  dont  les  masses  respectives  sont  mu 
m^,  . . .,  rrin  parcourent  la  ligne  brisée  X'AGBX,  de  telle  sorte 
que  leur  ordre  de  succession  reste  le  même  et  que  les  projec- 
tions sur  X'X  de  leurs  distances  mutuelles  restent  constantes. 
On  demande  de  trouver  :  i°  le  lieu  du  centre  de  gravité  de  ce 
système  de  points;  ^2*^  la  position  du  système  pour  laquelle  le 
centre  de  gravité  est  le  plus  bas.  (Ë.  Rouché.) 


QUESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1594. 

On  donne  un  triangle  abc.  On  trace  une  circonjérence 
qui  passe  par  a,  elle  coupe  ab  en  c'  et  ac  en  b'.  On  trace 
une  circonférence  qui  passe  par  b  et  c\  elle  coupe  bc  en  a' 
et  la  première  circonférence  en  i  :  les  points  t,  a',  c,  b' 
sont  sur  une  même  circonférence. 

On  prend  un  point  arbitraire  0  sur  le  plan  abc.  La 
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droite  Oa  coupe  en  a  la  circonférence  qui  passe  par  a.  La 
droite  Ob  coupe  en  p  la  circonférence  qui  passe  par  h* 
Enfin  sur  la  troisième  circonférence  on  a  ^  àsa  rencontre 
avec  Oc, 

Démontrer  que  les  points  O,  a,  p,  y»  *  sont  sur  une  même 
circonférence.  (  Mannheih  .  ) 

SOLUTION 

Par  MM.  E.  Lemoine;  A.  Anderson,  professeur  à  Galway  (Irlande); 
J.  Chapron,  caporal  au  26*  de  ligne;  Baudiau,  élèye  au  lycée  de 
Rouen,  et  de  Montille,  élève  au  lycée  Saint-Louis. 

Les  points  i,  b',  a,  c'  étant  sur  une  même  circonférence,  les 
angles  ib'a^  ic'b  sont  égaux;  de  même  la  situation  des  points 
i,  c\  b,  a'  sur  une  même  circonférence  entraine  l'égalité  des 
angles  ic'b,  iac.  Donc  les  angles  ib'a,  ia'c  sont  égaux  et  par 
suite  les  points  t,  b\  c,  a  appartiennent  à  une  même  circon> 
férence. 

D'ailleurs,  les  angles  Oac  et  Oca  étant  respectivement 
égaux  à  aib\  "^ib^  leur  somme  est  égale  à  l'angle  ai^;  mais 
cette  somme  est  égale  à  l'angle  aO y  ou  à  son  supplément; 
donc  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points  O,  a,  i 
passe  par  y,  et  l'on  démontrerait  de  même  qu'elle  passe  par  p. 

JV.  £.  —  Une  solution  analytique  de  ce  problème  généralisé  a  été 
déjà  donnée  (t.  IX,  Z*  série,  p.  556). 

Question  1477. 

ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A.  D'un  point  quel^ 
conque  M  pris  sur  le  côté  AB  on  abaisse  sur  la  hauteur  AH 
la  perpendiculaire  MP  ;  par  le  point  P  on  élève  à  la  droite 
GP  la  perpendiculaire  PQ  qui  coupe  Kh  prolongé  au  point 
Q.  Démontrer  que  AQ  =  BM.  (D'Ocagne.) 

SOLUTION 

Par  M.  Lemaire,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

Si  l'on  mène  PL  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  L  avec 
AC,  on  a  évidemment  MB  =  PL  et  il  suffit  de  démontrer  l'éga- 
lité de  PL  et  de  AQ.  Or  PL  et  AP  étant  deux  des  hauteurs  du 
triangle  CAL,  GP  est  la  troisième  hauteur;  donc  PQ  et  AL 
sont  parallèles  comme  perpendiculaires  à  la  même  droite  GP, 
et  par  suite  PL  et  AQ  sont  égales  comme  parallèles  comprises 
entre  parallèles. 
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Question  1675. 

Les  côtés  d'un  triangle  PQR  inscrit  à  une  parabole  ren- 
contrent Vaxe  AS  aux  points  L,  M,  N,  et  Von  prend  sur  AS 
des  points  h\  M',  N',  tels  que 

AL.AL'=AM.AM'=  AN.AN'  =  -ÂS*, 

A  étant  le  sommet,  S  le  foyer;  démontrer  par  la  Géomé- 
trie  pure  que  les  droites  PL',  QM',  RN'  se  rencontrent  sur 
la  courbe.  (R.-W.  Gbnèw.) 

SOLUTION 

Par  M.  Servais. 

Nous  traitons  la  question  plus  générale  :  Les  côtés  d'un 
triangle  inscrit  à  une  conique  rencontrent  une  parallèle 
AI|  menée  d'un  point  k  de  la  courbe  à  une  asymptote ^  aux 
points  L,  M,  N;  on  prend  sur  AI  des  points  V,  M',  N',  tels 
que 

AL.AL'=  AM.AM'=  AN.AN'=rta«; 

les  droites  PL',  QM',  RN'  se  recontrent  sur  la  courbe. 

Soit  S  le  point  où  PL'  rencontre  la  courbe,  la  sécante  AI 
rencontre  la  courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère  PQRS  en  des 
couples  de  points  A  et  I,  L  et  L',  M  et  M',  N  et  N'  d'une  invo- 
lution;  mais  le  point  I  est  à  l'infini,  donc  A  est  le  point  cen- 
tral de  cette  involution  et  l'on  a 

AL.AL'=AM,AM'==AN.AN'  =  ±a«; 

ce  qui  montre  que  les  points  M'  et  M'',  N'  et  N*"  coïncident. 

Corollaire.  —  Les  côtés  d'un  triangle  PQR  inscrit  à  une 
hyperbole  et  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  P  ren- 
contrent une  asymptote  aux  points  L,  M,  N,  T;  o/i  a 
LM  =  NT. 

Ce  corollaire  permet  de  construire  la  tangente  en  un  point 
d'une  hyperbole  donnée  par  une  asymptote  et  trois  points. 

Deux  tangentes  à  l'hyperbole  et  leur  corde  de  contact 
rencontrent  une  asymptote  aux  points  T,  T',  d]  on  a 
CT  =  CT'. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1601.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  polygone  dont 
chaque  côté  passe  par  un  point  donné.  (G.  Tarry.) 

On  propose  de  démontrer  la  construction  suivante  du  poly- 
gone en  question. 

Inscrivons  dans  la  sphère  deux  lignes  brisées  Ai  As  A3 . . .  An-hiy 
PB2B3. .  .B|j+i  dont  les  côtés  passent  respectivement  par  les 
points  donnés  c?i,  d^,  c?3,  ...,  d„,  puis  la  ligne  brisée 
PG/iG,iH-i.  ..Cl  dont  les  côtés  passent  par  les  mêmes  points 
pris  dans  l'ordre  inverse  d^,  dn-t,  . . .,  d^. 

Menons  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  de  la  sphère 
qui  passe  par  le  point  P  et  désignant  par  A'i,  AJ^+i,  B'„^.i,  Cj 
les  intersections  de  ce  plan  avec  les  droites  PAi,  PA/n-i,  PB/^-i» 
PGi  et  par  Q  les  intersections  des  droites  BJ^^^i  ^'n+\  ^^  ^i  ^'i- 

Dans  ce  plan,  construisons  le  triangle  de  base  B'^^.}  C'i  dans 
lequel,  i**  le  produit  des  deux  autres  côtés  est  égal  au  produit 
des  segments  B';,+i  A'^+i  et  C'i  Aj  ;  2*  la  somme  ou  la  diiférence 
des  angles  à  la  base  est  la  même  que  dans  le  triangle  QB'^^j  C'i, 
suivant  que  le  nombre  de  points  donnés  est  pair  ou  impair. 

Soit  S  le  sommet  de  ce  triangle. 

Une  droite  PS  coupe  la  sphère  au  point  Si,  sommet  d'un 
polygone  Si  S2S3. .  .S»  dont  les  côtés  passent  respectivement 
par  les  points  donnés. 

Le  problème  comporte  deux  solutions.  Ces  solutions  sont 
toujours  réelles  lorsque  le  polygone  cherché  a  un  nombre 
impair  de  côtés. 

1602.  Par  les  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  inscrit  dans  une 
conique,  on  mène  à  la  courbe  des  tangentes  qui  rencontrent 
les  côtés  opposés  en  A',  B',  G';  les  milieux  de  AA',  BB',  GG' 
sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  particulier  du  cercle,  cette  droite  est  Taxe  radi- 
cal du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points. 

(F.  Fahjon.) 


•A 
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QUESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1398. 

Un  cercle  roule  sur  une  ellipse.  Trouver  : 
i'  Le  lieu  des  points  M  de  contact  des  tangentes  à   ce 
cercle  parallèles  aux  axes  de  Vellipse; 
a"  Le  lieu  des  points  S  de  rencontre  de  ces  tangentes; 
3^  La  quadrature  des  courbes  obtenues* 

(E.  Fauquembergue.) 

SOLUTION 

Par  M.  II.  Bhocakd. 

Soient  k  le  rayon  du  cercle,  a,  ^  les  coordonnées  de  son 
centre  C.  Celles  des  points  M  et  S  seront 

(M)        [(a  H.  k,  p>,  (a,  p  -h  k),  (a  -  k,  p),  (a,  ?  -  A:)], 

Le  lieu  du  point  C  est  la  courbe  parallèle  à  Tellipse,  nom- 
mée aussi  toroïdcy  parce  qu'elle  représente  le  contour  appa- 
rent du  tore. 

Cette  courbe  est  aujourd'hui  bien  connue;  M.  Catalan  a 
donné  son  équation  sous  la  forme  très  simple 


a\('c 


(AB  — 9C)2.- 4(A2-f- :iB)(B2-4- 3AC) 
A  --  a2.^p2_^2__^2_X:2^ 
B  -rz  a2pîH-62a2  — aUî— 6U2— a«^2, 
C  =  a^b^k^ 

(Nouv.  Ann.y  p.  553;  i884).  Il  restera  donc  à  remplacer  a  et  p 
par  les  valeurs  (M)  et  (S)  pour  en  déduire  les  équations  des 
courbes  demandées,  qui  sont,  naturellement,  autant  de  toroïdcs 
égales  à  la  première,  transportées  parallèlement. 

L'aire  de  ces  courbes  est  donc  égale  à  Faire  de  la  toroïde. 
et,   d'après   une   étude   générale   publiée  par  Grelle  dans    un 


(  r  ) 

Mémoire  sur  le  parallélisme  des  lignes  et  surfaces  courbes 
{Ann.  de  Gergonne^  t.  XII,  p.  i-35;  juillet  1821),  on  recon- 
naît que  l'espace  compris  entre  les  courbes  parallèles  a  pour 
mesure  le  rectangle  qui,  ayant  pour  base  la  courbe  envelop- 
pante (ou  enveloppée),  aurait  pour  hauteur  la  distance  entre 
les  deux  courbes,  moins  (ou  plus)  le  cercle  qui  aurait  cette 
même  distance  pour  rayon  {loc.  cit.,  p.  18). 

Question  1452. 

L'expression 

8?  — 3(a2-f-2a)-4-i 

se  réduisant  à  un  carré  pour  des  valeurs  entières  de  cl  et  p, 
r équation  indéterminée 

(i)  a?3— (a3— p2)=^s 

est  résoluble  en  nombres  entiers  x,  y^  indépendamment  de 
la  solution  immédiate 

.V  —  a,        ^  =  ?•  (S.  Rkàus.) 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocahd. 

L'équation  (1)  peut  s'écrire 

(a7-a)(a72^-a,r-+-a2)  =  (7-p)(j.-f-p). 
On  pourra  poser 

x^ -h  OLX  -^  a'^  =  y  -r-  p. 

L'élimination  de  ordonne 

j.2_^_(3a_2p  — i)7-4-8*-l-3a2_3ap  — p  =  0, 
d'où 

B2— 4AG  =  t^ 
ou 

8p-M  — 3(a2-f.-2a)  =^  t^, 

ce  qui  est  la  relation  énoncée. 

Question  1558. 

Le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  ayant  un  con- 
tact du  troisième  ordre  y  au  même  point  d'une  conique 
donnée,  est  une  ligne  droite.  (Barisien.) 
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SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées  la  tangente  et  la  normale 
au  point  considéré. 

Pour  que  les  deux  coniques 

ir*-f- Ba7/-+-C^»-h  E7  =  o, 

x^-h  bxy-+-  cy^-h  ey  =o 

admettent  un  contact  du  troisième  ordre,  il  suffit  d'exprimer 
que  les  trois  premières  dérivées  sont  identiques  pour  a7  =  /  =  o. 
On  trouve  ainsi  les  conditions 

e  =  E,        6  =  B. 

Mais  le  centre  des  coniques  variables  est  donné  par  les  équa- 
tions 

2x  =  by  =  2X  -h  By  =  o, 

bx  -h  2cy  -h  e  =  o. 

La  première  de  ces  équations  est  indépendante  de  la  variables, 
ce  qui  établit  la  proposition. 

Question  1577. 
Soit  pour  n  infini 

lim =  n. 

Un, 

dans  une  série  à  termes  positifs.  Démontrer  que 


lim  4  7  ^-    --''  —=  =  s/ h, 

V     y  UxU^,.,Un 


Soit 


(E.  Cesaro.) 

SOLUTION 

Par  M.  Servais. 

Ui 

-Pi, 

-    fi,           .  .  ., 

Ui 

Un 

Ui 

—  Pn    \^ 
Un  -1 
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on  a 


donc 


Un 

PlPi'  '  'Pn-l  —  — -  ? 

Ui 

U„ 
P2P3  •  •  'Pn-\  = » 


Un 

Pn-l  =  - —  ; 

Ufi-i 


s/', 


U 


n 


=    VPiPIpI  •  •  'PZ-\  ' 


Or,  dans  la  série 

P\PiP%PzPzPz-'  'Pn-lPn-l .  .  'Pn-\j 

iimpn-i  =  h; 
donc 

n{n-l) 

lim      *  //?,/?  |.../?2l}  =  h  ; 
par  conséquent, 


lim  "^/'l.-./'S-}  =  v/Â  =  iy„7— ^"- 

V     y  U\Ui,  .  .Un 

Question  1578. 
*Sï  lim/i*a„  =  a.  pour  n  infini,  on  a 

lim  n^  y  ai  a^. .  .an=^  ae^. 


(E.  Cesaro.) 


SOLUTION 

Par  MM.  Servais  et  Lemaire. 
Posons  /««  ~  bn-i  on  a 

donc 

lim /i  i/^i  b^. . .  bn  =  yj a  e, 
d'où  

n^  ^a^a"^. .  ,an  =  ae^. 


(  '••^*  ) 

C'A' 
que   ce   rapport   est   égal   à -7^,-7^9  et,  par  suite,  a  pour  limite 

CA 

On  a  donc 

p,        CÂ^    . 

i-i  = -.  C.  Q.  F.  D. 

P»        CB 

A^.  li.  —  M.  Barisieo  et  M.  Lez  nous  ont  adressé  des  démonstra- 
tions analytiques,  correctes,  mais  moins  simples,  de  la  Question  1595. 
Cette  élégante  proposition  n'est  pas  nouvelle;  elle  a  été  énoncée  et 
démontrée  presque  simultanément  par  Liouville  dans  le  tome  V^I  do 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées^  et  par  Umpfen- 
bach  dans  le  tome  30  du  Journal  de  Crelle.  Depuis,  divers  géomètres, 
parmi  lesquels  il  faut  surtout  citer  MM.  Mannheim,  Paucellier, 
d'Ocagne,  Demoulin,  l'ont  retrouvée  comme  cas  particulier  de  for- 
mules plus  générales.  On  lira  avec  grand  fruit  sur  ce  sujet  le  supplé- 
ment à  la  i5«  Leçon  du  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  V École 
Polytechnique  {2*  édition),  par  M.  Mannheim. 


Question  1550. 

Étant  donnés  un  cercle  fixe  et  une  droite  tournant  au- 
tour d^un  point  fixCy  on  considère  un  cercle  de  rayon  con- 
stant tangent  au  cercle  et  à  la  droite;  on  demande  le  lieu 
du  point  de  contact  de  ce  cercle  et  de  la  droite. 

(D'OCAGNE.) 
SOLUTIONS. 

Par  M.  H.  Brocard. 

Première  solution.  —  Soient 

O  le  point  fixe; 

A  le  centre  du  cercle  fixe  de  rayon  6,  OA  =  a; 

C  le  centre  du  cercle  mobile  de  rayon  c; 

OM  une  tangente  à  ce  cercle  en  M; 

OA  l'axe  des  x\ 

a,  p  les  coordonnées  du  point  G. 

Le  cercle  C  aura  pour  équation 
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avec 

La  polaire  MM'  de  l'origine  O  a  pour  équation 

aa7-4- Pj^-4- c*  =  G. 

Il  reste  donc  à  éliminer  ol,  ^  entre  ces  trois  équations,  ce 
qui  revient  à  éliminer  a  (ou  ^)  entre  deux  équations  du 
second  degré. 

Seconde  solution.  —  Soient 

OM  =  p,        MOA  =  0),        GAX  =  o. 

On  a  immédiatement  les  relations 

pî-h  c*=  a*-t-(6  -hc)»-t-2a(c  4-  6)cosô, 
a  =  p  costo  -+-  c  sinw  — {b  -\-  c)cos6, 

entre  lesquelles  l'élimination  de  0  donne  l'équation  du  lieu  (M), 

bp  =  a(b  -h  c)  cosw  ±  v/M  sin*io  -i-  N  sin  a>  -h  P, 
M,  N,  P  désignant  des  fonctions  entières  de  a,  6,  c. 

Question  1562. 

Soient  donnés  deux  points  P,  Pi  du  plan  d*un  triangle 
ABC  et  l'on  désigne  de  la  manière  suivante  les  points  d^  in- 
tersection 

(PA,  BC)=a,  (P,A,  BG)=ai, 

(PB,  CA)  =  b,  (P,B,  CA)=  6„ 

(PC,  AB)  =  c,  (PjG,  AB)=ci; 

(6ci,  c^>i)  =  Al,  {bc,  bxCi)  =  Aj, 

(cai,  aci)=  Bi,  (ca^  c^ay)  =  Bj, 

(aôi,  6ai)=  Cl,  (a6,  «loi)  =  Cj  : 

i"  Les  cinq  points  P,  Pi,  Ai,  Bi,  Ci,  sont  en  ligne  droite; 
'I?  Les  quatre  points 

A,  Al,     Bj,     Gj  sont  en  ligne  droite 

B,  Bi,     G<,    A,  » 

C,  Gi,     Aj,     B,  » 

4* 


•  (  «4*  ) 


3'  Les  trois  droites 


AAj,      BBj,      CGj  concourent  au  même  point  0, 
aAt,      6B],      cC^  »  Q, 

aiAj,     ^iB|,     ciCj  »  R; 

4**  Les  huit  points  a,  b^  c;  ai,  6j,  Ci;  Q,  R  5o/i/  situés  sur 
une  même  conique,  (H.  Sciiroeter.) 

SOLUTION. 

Par  M.  Lez. 

Prenons  le   triangle  ABC    pour    triangle   de   référence,  les 
équations  des  droites  AP,  BP,  CP  sont 

(i)      /lY  — Anp  =  o,         /a  — /iY  =  o,         mp  — /a  =  o, 

et  celles  de  AP,,  BP,,  CP,  sont    - 

(2)     n'"^— m'P  =  o,        /'a  — n'Y  =  o,        w'^  — /'a  =  o. 

Dès  lors,  on  trouve  facilement  pour  les  droites 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


hcu 
cbi, 

cai 
aCi 

\  a^i, 
\  bai, 

bc, 

btCu 
ca. 
Cl  «1., 

(  «^, 
(  «1^1» 


VU 

Ini'oL 
r  m  a 

l'noL 
In'oL 

1% 

l'9 

U 
Vol 

1% 

l'OL 


mm'^ 
mm'^ 

mn'p 
m' n  p 

m? 
m'p 

/wp 

mp 
m'p 


rn^[    = 
//i'y    - 

m/i'Y  - 
m'n^(r: 

nn'^l  - 
nn'^(  = 

n^      - 
/i'y     = 

/lY      = 
n'^     = 

WY 
,i'Y 


o 
o 

o 

-  o 

-  o 
=  o 

=  o 
=  o 

=  o 
=  o 

=  o 
=  o 


point  A,, 


point  Bit 


point  C,  ; 


point  As, 


point  B], 


point  Cj. 


Cela  posé  : 
1°  Une  droite  menée  par  le  point  T  a  pour  équation 


/i  Y  =  /7i  p  —  X  (  /  a  —  /i  Y  )  =  ^  î 


(  «5*  ) 

elle  passera  par  le  point  P]  si  cette  équation  est  vérifiée  par 

/i'y  —  m'p  =  o,         l'oL  —  /i'y  =  o; 

de  là  la  condition 

^  __  (m' n  —  mn' )l' 

(ln'—rn)m'  ' 
ce  qui  donne  pour  Téquation  de  la  droite  PPi, 

ll'{m'n  —  mn')QL-^  mm' {In' —  nV)^  H-  nn'{l' m  —  Im')^  =  o. 

Cette  droite  passe  par  les  points  Ai,  Bi,  Ci,  car  son  équation 
est  vérifiée  par  les  égalités  (3,  4>  5). 

2°  A  Faide  des  équations  (3,  4?  5),  on  trouve  que  les  droites 
AAj,  BBi,  CCi  sont  représentées  par 

(l,n'^l',n)^-hil'n  —In')  y  =  o, 
{Im'  —  r m)aL  -+-(mn' —  m'n)'^  =  o, 
{t n  —  ln*)<i   -\-(mn' — m'n)^  =  o. 

On  voit  de  suite  qu'elles  passent  :  la  première,  par  les  points 
C],  Bs;  la  deuxième,  par  les  points  Aj,  C2;  la  troisième,  par 
les  points  Aj,  Bj,  car  les  coordonnées  de  Aj,  B^,  C2  sont 
respectivement 

(9) 
(10) 


a 

i 

t 

mn' —  m'n 

l'n       In'  ~ 

Im'—l'm' 

mn' —  m' n 
a 

l'n      In'  ~ 

P         _ 

Im' —  l' m 

mn' — m' n 

l'n       In'  ~ 

Im' —  l' m 

(") 

3"  L'équation  d'une  droite  menée  par  le  point  Aj  étant  de  la 
forme 

(12)  /a  —  mp  —  /ly  —  k{l'7.  —  m'^  —  n'^)=Oy 

cette  droite  passera  par  le  point  A,  si  son  équation  est  satis- 
faite par  Y  =  o,  p  =  o;  de  là  la  condition  ^  =  ^,  ce  qui  donne 
pour  l'équation  de  la  droite  AjA 

— (///t'—  /'m)P  H-(/'/i—  /n')Y  =  o. 

De  même,  on  trouve  pour  les  droites  B2B,  CjC, 

-\- ( Im'  — •  V m)x  — {mn'  —  m' /i )  ^  =  o, 
—  (  /'  n  —  lu' )  a  -+-  (  mn' —  m' n  )  ,3  rrz  o, 


(  •«*) 

Ces  trois  droites  sont  concourantes ^  car  on  obtient  une 
somme  nulle  en  ajoutant  Jes  trois  équations  préalablement 
multipliées  :  la  première,  par  (mn' — m'n);  la  deuxième,  par 
(/'/i  —  Ifi');  la   troisième,  par  {Im' — l' m). 

De  même  la  droite  (12)  passera  par  le  point  a,  si  son  équa- 
tion est  vérifiée  par  a  =  o,  n^  —  m  p  =  o,  ce  qui  donne 

K  =   — ; j  9 

m  n  ■+■  mn 
et,  par  suite,  pour  Téquation  de  A} a, 

n(lni' —  l' m)  a  —  m(Vn  —  ln')% 

—  m{mn! —  m' n)  p  -h  n{mn!  —  m'n)y  =  o. 

On  trouve  aussi  pour  Bj^,  G^c 

l(l'n--ln')o['-'n{lm'^rnt)^ 

H-  l{mn' —  m'n)  ^  —  n(l'n  —  //*')  Y  —  ®' 

—  l{lni' —  l'fn)<X'h  m(lm' —  l' m)  ^ 

-+-  ni(l' n —  M')  Y  —  l(mn' —  m'n)  y  =  o. 

Ces  trois  droites  sont  encore  concourantes  et  les  coordon- 
nées de  leur  point  de  rencontre  Q  sont 


(i3) 


/(m/i'— /;i'n)«        m  ( /' /i  — /n' )*        /i(//n'— /'//i)« 


Enfin,   la   même  droite  (12)  passera   par  le  point  ai  si  son 
équation  est  vérifiée  par  a  =  o,  n'y  —  /n'p  =  o,  ce  qui  donne 


,            im!  n' 
k  =  ; 


mn'-f-  m'n 


Par  suite,  Téquation  de  A]  ai  sera 

n'(rm  —  Im'  )«  —  m'iln'—  /')  « 

—  m' (m'n —  mn')  p-h  n'(m'n  —  mn')^  =  o; 

c'est  du   reste  celle  de  k^a  dans  laquelle  on  a  permuté  les 
accents. 

Pour  les  droites  B^^i,  C2C1,  on  a 

l\ln'^Vn)%'-n'{l'm'-'lm')^ 
-H  /' ( m' n  —  mn' )  p  —  /i'( In'  —  V n)^(  —  o, 

—  /'(  l'ni  ^lm')oi-h  m\ l' m  —  Im')  p 

-i-  m'{  In' —  r  n)  v  —  l'{m'  n  —  mn')  y  =  o, 


(   '7*) 

Ces  clr;>ites  concourent  au   point  R,  ayant  pour  coordon- 
nées 

_  ?  _  ï 


(M)     jr 


l'{mn'—m'ny        m\l'n^ln')^        n^lm'—Vm)^ 
4°  Une  conique  représentée  en  général  par 
(i5)      /?a*-h^P*H-  ry'-i-  2/Py  -^  igT^-^  ihd^  =  o, 

passera  par  les  points  a,  b,  c,  ai,  61,  Ci,  si  les  conditions  sui- 
vantes sont  satisfaites 

qn'^  -4-  rm^-\-  ifmn  =  o,  qn'^  H-  rm'*-f-  ifm'  n'  =  o, 
jDAi'  -hr/*  -higln  =0,  jD/i'*  -h  rt*  -k-igl'n'  =0, 
pm^-\-ql^  -hihlm  =0,        pm'^-h  ql'^  ■+■  ihV m!  =0. 

Ces  relations  fournissent  de  nouvelles  égalités 

/n/i         ~        m!  n' 

^^^  ^         lu  l'n'  ^' 

Im  V  m  ' 

d*oCi  l'on  tire 

qnn! —  rmm!  =z  pnn' —  rlV  =  pmm! —  qlV  =  o. 
Alors  on  peut  d'abord  écrire 


ir    '    mm!       nn" 

puis,  les  égalités  (16)  donnent 

2/  =  — (m/i'-4-  m'/i), 
ig  —  —{l'n  -\-  In!), 
ih  =  — (l'm  -f-  Im'); 

par  suite,  l'équation  (i5)  devient 

il'  a*  -h  mm'  p*  H-  nn'  y'  —  (  /w/i'  h-  m'  /i  )  ^y 

—  (/'/i  -+-  In')  OL-^  — (l'm  -h  lm')oL^  =  o; 

5* 


(  »8M 

elle  montre  que  cette  conique  passe  encore  par  (es  points 
Q  et  R,  car  son  équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  (i3) 
et  (i4)  de  ces  deux  points. 

N,  B.  —  M.  Emmerich  nous  a  adressé  une  solution  analogue. 

Question  1553. 

Soient  A,  B,  «,  b,  c  des'  nombres  entiers  positifs,  et 
looa -hio6 -+- c  divisible  par  loA-hB;  démontrer  que 
C'A' —  bX\i-\-  rtB'  est,  de  même,  divisible, 

(P. -A.  Mac-MaiioN|  R.  a.) 

SOLUTION. 

Far  M.  H.  Bhocard. 

Divisant  cA' — 6AB-4-aB*  par  loA -h  B  (après  avoir  or- 
donné  par    rapport  aux  puissances  décroissantes  de  B),  on 

trouve  pour  reste 

(looa  -h  io6  4-  c)A*, 

ce  qui  établit  la  proposition. 

Question  1581. 

Étant  donné  un  quadrilatère  complet,  dont  les  six  som- 
mets opposés  sont  a,  ai,  b,  bi,  c,  Ci,  on  peut  former  les 
quatre  triangles 

abiCi^     bc\a\,     caibi,     abc. 

Si  l'on  prend  trois  points  en  ligne  droite 

A,     B,     G, 
les  quatre  coniques 

(hCabiCi),  (BC^Ciai),  (BCcai^j),  (BCabc) 
passent  par  un  même  point  A|  ; 

(CXabiCi),    (CAbciai),     (CXca^bt),     (CXabc) 

passent  par  un  même  point  Bi  ; 

(XhabiCi),     (Xhbciai),     (ABcaj^i),     (ABa^c) 
passent  par  un  même  point  (\i. 


(   '9*) 

Les  points  A,  Bj,  Ci  sont  en  ligne  droite;  et  il  en  est  de 
même  de  B,  Ci,  Ai,  et  de  G,  Ai,  Bi.  De  plus,  les  huit  côtés 
des  deux  quadrilatères  dont  les  sommets  opposés  sont  a,  ai, 
b,  bi,  c,  Cl  et  A,  Ai,  B,  Bi,  C,  Ci  touchent  une  même  conique. 

(H.   SCHROETÉR.) 
SOLUTION. 

Par  M.  Lemaire. 

On  sait  que,  si  plusieurs  cubiques  ont  huit  points  communs», 
elles  ont  un  neuvième  point  commun. 

il  en  résuite  que  les  cubiques  suivantes,  formées  d'une  co- 
nique et  d'une  droite 

(BGafeiCi,  axbc\ 

(BC6ciai,  bica)j 

(BGcaiôi,  cxab)y 

(BGaôc,  aiôjCi), 

qui  ont  huit  points  communs  :  a,  b,  c,  «i,  ^i,  Ci,  B  et  G,  en 
ont   un   neuvième  Ai    qui   appartient   forcement   aux    quatre 


coniques.   Même    démonstration    pour  Bi   et   Gi.   Geci   posé, 
remarquons  que  les   triangles  a^iCi   et  ABGi   ont  leurs  six 


(  2^>*  ) 

côtés  tangents  à  une  môme  conique  A,  puisque  ces  deux  triaii- 
gles  sont  inscrits  dans  une  môme  conique  (ABa^jCj). 

Pour  la  même  raison,  les  triangles  abc  et  ABC,  ont  leurs 
six  côtés  tangents  à  une  môme  conique  A'. 

Mais  A  et  A'  ont  cinq  tangentes  communes,  savoir  :  les  trois 
côtés  du  triangle  ABGi  et  les  deux  droites  ab^c  et  ac^b.  Par 
conséquent  ces  deux  côtés  coïncident,  ce  qui  montre  que  la 
conique  tangente  aux  quatre  côtés  du  quadrilatère  donné  et  à 
la  droite  ABC  est  tangente  aux  droites  AC,  et  BG,. 

Elle  est  aussi  tangente  aux  droites  analogues  BAi  et  CAi 
d'une  part,  CB,  et  AB,  d'autre  part. 

Cette  conclusion  exige  d'ailleurs  que  les  six  points  A,  A,, 
B,  Bj,  G,  Gi  soient  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

En  effet,  la  conique  précédente  devant  être  à  la  fois  tan- 
gente à  AB,  AG,  et  AB,,  deux  de  ces  droites  doivent  se  con- 
fondre, et  comme  A,,  B„  G,  ne  sont  pas  sur  ABG,  les  droites 
AGj  et  ABi  se  confondent  nécessairement;  autrement  dit  A, 
B,,  G,  sont  en  ligne  droite.  Môme  démonstration  pour  B.  Ci, 
A,  et  G,  A„  B,. 

N.B.—  M.  Demetreo  Valeri,  professeur  à  Modône   (Italie),  a 
également  résolu  la  question. 


Question  1603. 

Soit  ABG  un  triangle  de  surface  maximum  inscrit  dans 
une  ellipse  E.  Démontrer  que  les  cercles  osculateurs  à  l'el- 
lipse aux  sommets  de  ce  triangle,  le  cercle  circonscrit  et 
l'ellipse,  ont  un  point  commune.  Soit  V  le  symétrique 
de  P  par  rapport  au  centre  O  de  Vellipse,  Prouver  que  les 
droites  P'A,  PB,  P'G  enveloppent  une  développée  d'ellipse. 

(Lemairb.) 

solution. 

Par  M.  G.  Darboux,  élève  de  Mathématiques  spéciales 

au  lycée  Louis-le-Grand. 

Un  triangle  maximum  inscrit  dans  une  ellipse  est  la  projec- 
tion d'un  triangle  maximum  inscrit  dans  le  cercle,  c'est-à-dire 
d'un   triangle  équilatéral.    Par  suite,    les  angles    d'anomalie 


(  2'*) 

excentrique  des  sommets  d'un  tel  triangle  sont 


21t  /iiz 


On  sait,  d'autre  part,  que,  si  l'on  appelle  <pi,  (ps,  ^3,  <p4  les 
paramètres  de  quatre  points  d'une  ellipse  situés  sur  un  même 
cercle,  on  a  la  relation 

Considérons  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Il  coupe 
l'ellipse  en  un  quatrième  point  dont  nous  allons  chercher  le 
paramètre  cp'.  On  a 

^  -H  oç 


3 


=  a)t 


TT 


OU 


cp'-h  3<p  =  Tik'iz, 


On  peut  supposer  A:' =  o  et  prendre  îp'  =  — 3<p.  Soit  P  le 
point  ainsi  obtenu. 

Considérons  maintenant  le  cercle  osculateur  en  un  quel- 
conque des  sommets  du  triangle  :  nous  pouvons  toujours  sup- 
poser que  ce  sommet  est  celui  pour  lequel  l'angle  d'anomalie 
excentrique  est  <p. 

Ce  cercle  coupe  l'ellipse  en  un  quatrième  point.  La  valeur©' 
de  l'angle  d'anomalie  excentrique  de  ce  point  est  donnée  par 

cp'-t-3o  =  'ikT:. 

On  retrouve  ainsi  le  point  P. 

La  première  partie  de  la  proposition  se  trouve  démontrée. 

Soit  P'  la  symétrique  de  P.  L'angle  d'anomalie  qui  lui  cor- 
respond est  TT  —  3cp.  La  droite  qui  le  joint  au  sommet  déjà  con- 
sidéré du  triangle  a  pour  équation 


X  y  I 

a  coscp  6sin(p  1 

acos(7r  —  3<p)     6sin('Tt — 3<p)     i 


=  o, 


ou,  en  développant  et  divisant  par  a6(cos'<p  —  sin*cp), 


(I) 


X 


a  coscp       6sin(p 


—  2  =  0. 
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Cherclions  l'enveloppe  de  cette  droite.  Nous  avons  pour  cela 

à  éliminer  (p  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée  par  rapport  à  cp, 

qui  est 

o^sintp        ^coscp  __ 

acos'^       ^sin''© 
On  déduit  de  là 

sin'cp        cos^cp  I 

a  y    ^     hx     ~     I      1 


Par  suite,  Téquation  de  l'enveloppe  est 


•^  .  y 


a 


I  1 

ihxY  ,  (ayy 


2  =  O 


OU 


\ay^-hbx'^  y  ay^  -^  bx^ 

(bx)^  -h(ay)^  =  ('iab)^ . 

C'est  bien  l'équation  de  la  développée  d'une  ellipse  concen- 
trique à  l'ellipse  E  et  dont  l'équation  est 

x^       y^  ^a^b^      _ 

F  "^  ô^  ""  (a^— 62;2  -  ^• 


AUTRE     SOLUTION. 
Par  M.  Barisien. 

On  sait  que  les  triangles  d'aire  maximum  inscrits  dans  une 
ellipse  jouissent  de  la  propriété  d'avoir  leurs  tangentes  aux 
sommets  A,  B,  G,  parallèles  aux  côtés  opposés.  On  sait  aussi 
que  les  cordes  communes  à  un  cercle  et  à  une  ellipse  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse. 

Ces  propriétés  étant  rappelées,  si  P  est  le  quatrième  point 
de  rencontre  avec  Tellipse  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC,  les  droites  PA  et  CB  sont  également  inclinées  sur  les 
axes  de  l'ellipse.  Comme  CB  est  parallèle  à  la  tangente  à  l'el- 
lipse en  A,  il  en  résulte  que  PA  et  cette  tangente  en  A  sont 
aussi  également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse.  Or,  le  cercle 
osculateur  en  A  ayant  en  ce  point  trois  points  confondus,  son 


I 
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quatrième  point  d'intersection  avec  Tellipse  est  le  point  P.  Les 
cercles  osculateurs  en  B  et  C  ont,  pour  la  même  raison,  leurs 
quatrièmes  points  d'intersection  avec  l'ellipse  en  P.  Par  consé- 
quent, les  cercles  osculateurs  en  A,  B,  C,  le  cercle  circonscrit 
à  ABC  et  l'ellipse  ont  pour  point  commun  le  point  P. 

Il  reste  à  trouver  l'enveloppe  des  droites  telles  que  P'A, 
laquelle  sera  évidemment  la  même  que  celle  des  droites  P'B 
et  P'G.  AP  et  la  tangente  en  A  étant  également  inclinées  sur 
les  axes,  il  en  résulte  que  les  droites  AP'  et  OA  dont  les  di- 
rections sont  respectivement  conjuguées  des  précédentes,  sont 
aussi  également  inclinées  sur  les  axes. 

L'équation  de  la  droite  AP'  s'obtiendra  donc  en  exprimant 
que  son  coefficient  angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire  à 
celui  de  OA.  Si  <p  est  l'angle  excentrique  en  A,  cette  équation 
de  AP'  est  donc 

.  bslno 

y  —  b  sin  9  = ix  —  a  coscp  ). 

•^  *  acosçp  ^ 

C'est  l'équation  (i)  de  M.  Darboux,  et  la  solution  s'achève 
comme  ci-dessus.  Ajoutons  toutefois  cette  remarque  : 

Les  normales  à  l'ellipse  en  A,  B,  C  se  coupent  en  un  même 
point  (o,  puisque  ce  point  est  aussi  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  formé  par  les  pôles  A',  B',  C  des  côtés  du 
triangle  ABC.  La  quatrième  normale  abaissée  de  ce  point  w 
sur  l'ellipse  est  la  droite  wP'.  En  effet,  les  quatre  points  A,  B, 
C,  P  étant  sur  un  même  cercle,  il  résulte,  du  théorème  de 
Joachimsthal,  que  le  symétrique  P'  de  P  par  rapport  au 
centre  de  l'ellipse  est  le  pied  de  la  quatrième  normale  abaissée 
de  (o. 

AUTRB   SOLUTION. 

Par  M.   E.   Lehoine. 

Soient  a  çxh  les  demi-axes  de  E;  appelons  Ej  le  cercle  qui, 

lorsque  l'on  réduit  ses  ordonnées  dans  le  rapport  — >  reproduit  E, 

les  axes  coordonnés  étant  les  axes  de  E.  Soit  AiBiCj  le 
triangle  correspondant  à  ABC  ;  Pi  et  Pj  les  points  qui  corres- 
pondent à  P  et  à  P'. 

On  sait,  d'après  un  théorème  célèbre  de  Steiner,  que  par  tout 
point  P  d'une  ellipse  E  passent,  en  outre  du  cercle  osculateur 
en  P,  trois  autres  cercles  osculateurs  qui  coupent  l'ellipse  en 


(  M*) 

trois  points  A,  6,  G;  on  sait  aussi  que  les  points  A,  B,  G  ont 
pour  correspondants  sur  le  cercle  E  trois  points  Ai,  Bi,  Cj 
qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral,  c'est-à-dire  que 
ABC  est  un  des  triangles  à  aire  maxima  inscrit  à  E. 

La  première  partie  de  la  question  est  la  réciproque  évidente 
de  cette  proposition. 

Soient  K  et  J  les  points  où  la  droite  AiPj  coupe  les  axes 
des  a?  et  des  y,  AjPi  étant  la  droite  symétrique  de  la  tan- 
gente en  Al  au  cercle  Ei  par  rapport  à  l'ordonnée  de  À] 
(puisque,  d'après  une  propriété  connue,  AP  est  symétrique 
de  la  tangente  en  A  au  cercle  E  par  rapport  à  l'ordonnée 
de  A),  on  a  facilement  :  angle  Ai  KO  =  cp;  donc  AiK  =  OAi, 
de  même  Ai  J  =  0A|. 

Donc  JK  est  une  droite  de  longueur  constante  2a  qui  appuie 
ses  extrémités  K  et  J  sur  les  axes  desiret  des^;  elle  engendre 
donc  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  et  la  courbe 
correspondante,  c'est-à-dire  l'enveloppe  de  P'A,  est  la  déve- 

loppee  de  1  ellipse  qui  a  pour  demi-axes  — — j-^y  — — rj»  '^ 

grand  axe  étant  dirigé  comme  l'axe  des  j^.  c.  q.f.  D. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1609.  Étudier  les  courbes  enveloppées  par  les  droites 

X  cos  X  -4-  j^  sin  X  -h  P/i  =  o. 

Prt  est  un  polynôme  de  degré  n  en  X,  et  X  un  paramètre  va- 
riable. Montrer  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  du  po- 
lynôme Pfi  de  manière  que  pour  n  pair  les  courbes  n'aient 
aucun  point  de  rebroussement  et  que  pour  n  impair  elles  en 
aient  un.  Que  peut-on  dire  des  points  de  rebroussement 
lorsque  les  constantes  demeurent  quelconques? 

(Lucien  Lévy.) 

1610.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un 
point  donné  sur  les  coniques  d'un  faisceau.         (Darboux.) 

16H.  On  donne  deux  faisceaux  de  coniques,  et  on  demande 
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le  lieu  des  points  où  une  conique  de  l'un  des  faisceaux  touche 
les  diverses  coniques  de  l'autre  faisceau.  (Darboux.) 

1612.  Démontrer  que  le  point  où  la  normale  en  un  point 
quelconque  M  d'une  conique  rencontre  Taxe  non  focal  appar- 
tient à  la  droite  qui  joint  un  foyer  de  la  conique  à  la  projec- 
tion du  point  M  sur  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer. 

(E.  ROUCHÉ.) 

1613.  Démontrer  que  le  côté  de  l'heptagone  régulier  est 
égal,  à  moins  de  5^  de  sa  valeur,  à  la  moitié  du  côté  du 
triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  même  cercle. 

(J.  JOFFROY.) 

1614.  Dans  l'espace,  deux  figures  corrélatives  peuvent  tou- 
jours être  placées  de  manière  à  être  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  quadrique  réelle.  (G.  Tarry.) 

1615.  A,  B,  G  étant  trois  points  d'une  conique,  les  paral- 
lèles menées  par  G  aux  tangentes  en  A  et  B  coupent  respec- 
tivement les  rayons  OA  et  OB  issus  du  centre  O  aux  points  D 
et  E  ;  démontrer  que  DE  est  parallèle  à  la  tangente  en  G. 

(W.-G.  Grëenstreat  m.  A.) 


QUESTIONS  RÉSOLUES. 


Question  1587. 

On  sait  que  le  lieu  des  points  <Voii  Von  peut  mener  à  une 
ellipse  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  donné 
est  une  courbe  de  quatrième  degré. 

Démontrer  que,  si  d^un  point  quelconque  de  cette  courbe 
on  abaisse  les  quatre  normales  à  l'ellipse,  réelles  ou  ima- 
ginaires, si  Ni,  N2,  N3,  N4  sont  les  distances  du  point  aux 
pieds  des  normales,  pi,  pj,  ps,  p^  les  rayons  de  courbure 
correspondant  aux  pieds  des  normales^  on  a  la  relation 


?lP2P3p4       _ 
N1N2N3N3    -^^"'^• 


(E.  Barisien.) 


\ 

s 

\ 


(  ^«*) 


SOLUTION. 

Par  M.  L.  BoBi,  professeur  au  lycée  de  Chiavari  (Italie). 


Soit 


jj2  y2 


réquation  de  Tellipse.  Le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener 
à  Tellipse  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  donné  ^ 
a  pour  équation 

(i)     4(6»{«-ha«T^2— a«6«)  =  ({«-f-7)«— a2— 6«)«tang2ij/, 

où  Ç,  7)  sont  les  coordonnées  courantes. 
L'équation 

f(x)=  x^ -•--  x^ 

•+■  -r(«'S*-+-  6*7)2  —  c^)x^-\ ^x r  =  0» 

où  c'=  a' —  6*,  donne  les  abscisses  a?i,  x^^  x^,  Xi^  des  pieds 
des  normales  à  l'ellipse,  abaissées  d'un  point  P($,  t]). 
Les  projections  de  Ni,  N2,  N3,  N^  sur  l'axe  X  sont 

et  celles  de  pi,  p2,  pa,  p4  sur  le  même  axe 

"i^U*     V'    «*  U*     V' 

On  a  donc 


a«  X/««  ^^^_,\(^_r^| 


^3^       ^         ,'"^'^î^»^»U-''VU~^VV7-'"/vc 


\ 


\ 
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Mais  de  (2)  on  tire 


«6^ 


2 


^1  ^2  373  374  = —  y 

C* 


a* 
c 


)(f  ^^')(7+^')(?^''*) 

=/(«)=  ^(é5?«+a«7i«-a'é«), 
et,  en  substituant  dans  (3),  on  obtient 

ou,  réductions  faites, 

^^^         N1NJN3N4  ~     c*    L^"^  6î$«-4-a«7)2— a«6»  J* 

Si  le  point  P($,7i)  est  pris  sur  la  courbe  (i),  l'égalité  (4) 
devient 

P1P2P3P»      _      ja'^à^  n    ^    tf    I^ 

N1NJN3N4""  ^îlïïï^*  C.Q.F.D. 

Question  1598. 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  oscula- 
teurs  en  chaque  point  d'une  ellipse  donnée  est  une  courbe 
du  quatrième  ordre  qui  peut  être  considérée  comme  la  po- 
daire  du  centre  d'une  ellipse  concentrique  à  la  première. 

(Barisien.) 

solution. 

Par   M.    AuDiBERT. 
Soit 

(1)  aî^î^  62372=  «2^2 

une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Rapportons-la  à  la  normale  et 
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à  la  tangente  en  un  de  ses  points  M^  son  équation  sera 

x^-h'id  xy  -h  cy^  -h  2  ey  =  o, 

et  celle  de  Thyperbole  osculatrice  en  M, 

x^-^2dxy  — y^-h2ey  =  o. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  est  donné  par  les  relations 

(•2)  X -h  dy  =  o^ 

(3)  dx — y -^  e  =  o. 

L'équation  (2)  représente  le  rayon  vecteur  qui  passe  par  le 
centre  O  de  l'ellipse  (i)et  par  le  point  M.  On  voit  qu'il  coupe 
normalement  la  droite  (3).  11  en  résulte  que  le  lieu  des  cen- 
tres des  hyperboles  osculatrices,  quand  le  point  M  se  déplace, 
est  la  podaire,  relative  au  centre  O  de  l'ellipse,  de  l'enveloppe 
de  la  droite  (3). 

On  détermine  l'équation  de  (3)  rapportée  aux  axes  de  l'el- 
lipse, en  remarquant  que  cette  droite,  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  OM,  coupe  la  normale  à  l'ellipse  en  un  point  exté- 
rieur B  tel  que 

MB  =  e  =  rayon  de  courbure  en  M(ir,  y). 

Cette  équation  est 

\y-^Xx  =  a^-^b^ 

et  celle  de  l'enveloppe 

aîX2-+-6îY2  =  (a«-4-6«)î. 

Question  1605. 

SPi  et  SPj  sont  des  tangentes  à  une  parabole  de  foyer  F  ; 
des  points  de  contact  P^  et  Pj  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  la  directrice;  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
étant  pi  et  p2t  montrer  que  les  triangles  PiFPj  et  piSpt 
ont  la  même  aire. 

SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE. 

Par  M.  Lemairb. 

F  et  px  étant  symétriques  par  rapport  à  SPi,  les  triangles 
SFPi  et  SjOiPi  sont  égaux.  Il  en  est  de  même  des  triangles 
SFP2  et  S/>îP2. 


r 


(  2()*  ) 

Donc 

aireS/?iPiFFj/?i=  2(aireS/?iPi -h  aireSjOjPî) 

=  2  X  aireP,/?i/?iP2. 

Les  parties  non  communes  à  ces  deux  polygones  sont  équi- 
valentes, ce  qui  démontre  la  proposition. 

N.  B,  —  M.  Lemoine  nous  a  envoyé  aussi  une  solution  géomé- 
trique. Quant  à  la  yérification  analytique,  elle  n'offre  aucune  diffi- 
culté :  elle  a  été  effectuée  par  MM.  Audibert,  Lez,  Baudran,  Louis 
Bardelli,  Barisien  et  W.-J.  Greenstreet  M.  A. 

Question  1606. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de  la  lemniscate  de 
Bernoulli  est  égal  au  tiers  de  la  normale  limitée  à  la 
perpendiculaire  au  rayonvecteur  OM. menée  par  le  point  0. 

(d'Ocagnk.) 

solution. 

Par  M.  Louis  Bardelli,  élève  ingénieur  à  l'Institut  technique 

de  Milan. 

Désignons  par  r  et  6  les  coordonnées  polaires  d'un  point  M 
d'une  courbe  plane,  par  p  le  rayon  de  courbure  en  ce  point, 
par  jD  la  distance  du  pôle  O  à  la  tangente  en  M,  enfin  par  /ila 
normale  en  M  limitée  à  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle 
sur  le  rayon  vecteur  OM  ;  on  a 

L'application  de  la  première  formule  à  l'équation 

r'  =  a*  COS2G 
de  la  lemniscate  de  Bernoulli  donne 

/•3  ,  dr        a^ 

et,   en   portant    ces    valeurs    dans    les    deux    dernières    équa- 


y 


(  ■5o*  ) 
fions  (i),  on  obtient 

a»  a»        n 

"=7'       P=37=3- 

A^.  B*  —  Ont  aussi  résolu  la  question  :  MM.  Lez,  Audibert, 
Balitrand,  Barisien,  Dertoux  et  VV.-J.  Greenstreet  M.  A.  M.  Barisien 
fait  observer  que,  pour  la  courbe  plus  générale, 

f,m  —  a'"cosm6, 
ona 

n 

pour  m  -  j,  on  a  le  théorème  énoncé.  Pour  m  =—  2,  la  courbe  est 
une  hyperbole  équilatére,  cl  l'on  a 

p  =  —  n. 


Question  1602. 

Par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  inscrit  dans  une 
conique,  on  mène  à  la  courbe  des  tangentes  qui  rencon- 
trent les  côtés  opposés  en  A',  B',  C;  les  milieux  de  XK', 
BB',  ce  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  particulier  du  cercle,  cette  droite  est  l'axe 
radical  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points. 

(F.Farjon.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Lbmoine. 
Soit 

(  I  )  Lyz  -^Mzx-^^xjr  =  0 

l'équation  en  coordonnées  normales  de  la  conique  circonscrite 
à  ABC. 

Les  coordonnées  de  A',  B',  C  seront 

o,     —-M,     N;     L,     o,     — N;     —  L,     M,     o; 

celles  des  milieux  Ai,  Bi,  Ci  de  AA',  BB',  CC  seront 

6M  — cN,     «M,     — aN, 

« 

—  6L,     cN  —  aL,     ^N, 
ch,     —  cM,     aL  —  bM, 


(3,*) 

et  ces  trois  points  sont  sur  la  droite 

[  ax{bM -h  cN  —  aL) 
^^)    I      -4-6j^(cN-f-aL  — 6M)-4-c^(aL-+-^>M  — cN)=o. 

Si  la  conique  est  le  cercle  circonscrit,  L,  M,  N  sont  a,  b,  c,  et 
cette  droite  devient 

X  cos  A  -\-y  cosB  -h  z  cosG  =  o, 

qui  représente  Taxe  orthique  du  triangle  ABC,  qui  est,  en  effet, 
l'axe  radical  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  de  Feuerbach, 

Remarques.  —  Si  les  équations  (i)  représentent  des  hyper- 
boles équilatères,  la  droite  (2)  passe  par  le  point 

cos  A(  6  cos  B -h  c  cos  G),     

Si  les  équations  (i)  représentent  des  paraboles,  la  droite  (2) 
enveloppera  l'ellipse  de  Steiner  inscrite  au  triangle. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  W.-J.   Greenstreet  M.  A. 

Soient  A,  B",  G,  A",  B,  G*'  six  points  sur  une  conique.  En 
supposant  que  A",  B",  G"  s'approchent  de  A,  B,  G,  nous  obte- 
nons, à  la  limite,  le  triangle  inscrit  ABG  avec  les  tangentes  aux 
sommets.  Le  théorème  de  Pascal  nous  donne  : 

Les  tangentes  AA',  . . .  rencontrent  BG,  ...  en  trois  points 
en  ligne  droite.  Donc  BGB'G'  est  un  quadrilatère  complet,  et 
les  milieux  des  diagonales  AA',  BB',  GG'  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  remarquer  que  la  droite  sur  laquelle  ces  milieux  se 
trouvent  est  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  inscrites 
dans  BGB'G'  (Nouv.  Ann.,  t.  I,  p.  24;  1862). 

Le  cas  particulier  du  cercle  ne  présente  aucune  diffîculté. 

Question  1607. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d^une  sphère  de 
rayon  constant  dont  le  centre  parcourt  une  ligne  droite, 

(Lucien  Lévy.) 

solution 
Par  M.  Dertoux. 

Soit  0^  la  ligne  droite  parcourue  par  le  centre  de  la  sphère. 
Les   trajectoires   orthogonales   ont   leurs    tangentes   normales 
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aux  plans  tangents  de  la  sphère  mobile;  ces  tangentes  passent 
donc  constamment  par  le  centre  dé  la  sphère,  c'est-à-dire  ren- 
contrent la  droite  Ox.  Si  nous  considérons  les  plans  oscula- 
teurs  déterminés  par  trois  tangentes  infiniment  voisines,  on 
voit  que  ces  doux  plans  ont  une  tangente  commune  et  con- 
tiennent aussi  la  droite  0^7;  donc  ils  se  confondent  et  Ton  en 
conclut  que  la  courbe  est  plane.  Le  segment  de  la  tangente 
intercepté  entre  le  point  de  contact  et  0^7  est  constant  et  égal 
au  rayon  de  la  sphère. 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc  des  tractrices. 

Traitons  la  question  par  l'Analyse. 

Soit  a  la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  l'origine  0. 

L'équation  de  la  sphère  est 

Les  équations  différentielles    des  trajectoires  orthogonales 

sont 

d.T  dy       dz 

où  

X  —  a  =  /R»  —  y^~z^\ 
d'où 

y  dy  -{-zdz  dx 


et,  en  posant,  

y^-^z^^  u^,  dx^  — ^ 


u 


) 


ce  qui  est  l'équation  différentielle  de  la  tractrice. 

[Les  deux  dernières  équations  (i)  donnent  ^  =  Gz  et  mon- 
trent que  la  courbe  est  plane.] 

Question  1608. 

Démontrer,  par  des  considérations  géométriques  et  par  le 
calcul,  que  les  trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  de 
rayon  constant,  dont  le  centre  parcourt  une  circonférence, 
sont  des  courbes  sphériques. 

SOLUTION 

Par  M.  Dertoux. 

Les  tangentes  aux  trajectoires  orthogonales  renconlreni 
ronstammcnt    la  circonférence  C  que   décrit  le   rentre  Ho  In 
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Sphère,  et  le  segment  intercepté  entre  le  point  de  contact  et  la 
circonférence  G  est  toujours  égal  à  R  (rayon  de  la  sphère). 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc  des  courbes  équi- 
tangentielles. 

Soient 

DA,  EB  deux  tangentes  à  une  trajectoire,  infiniment  voisines; 

D,  Ë  les  points  de  contact; 

A  et  B  les  points  de  rencontre  avec  la  circonférence  C. 

Menons,  dans  le  plan  ADB  des  deux  tangentes,  les  normales 
DO,  EO  qui  se  rencontrent  au  centre  de  courbure  O. 
Les  triangles  rectangles  DOA,  EAB  sont  égaux  et 

AO  =  BO. 

Le  point  O  est  donc  sur  la  perpendiculaire  élevée  dans  le 
plan  ABD  sur  le  milieu  de  AB;  et,  à  la  limite,  le  centre  de 
courbure  est  sur  la  normale  à  la  circonférence  G  menée  en  A 
dans  le  plan  osculateur  correspondant  de  la  trajectoire. 

Le  plan  osculateur  étant  tangent  en  A  à  la  circonférence  G, 
Taxe  de  ce  plan  mené  en  O  se  trouve  dans  le  plan  normal  en  A 
à  la  circonférence  G;  il  rencontre  donc  la  perpendiculaire  m 
au  plan  de  cette  circonférence  menée  par  le  centre. 

On  voit  que  les  axes  des  plans  osculateurs  d'une  trajectoire 
orthogonale  rencontrent  constamment  la  perpendiculaire  m. 
Deux  plans  normaux  quelconques  de  la  trajectoire  infiniment 
voisins  rencontrent  donc  la  perpendiculaire  m  au  même  point, 
et  comme  chacun  n'a  qu'un  point  sur  cette  ligne,  il  est  facile 
d'en  conclure  que  tous  la  rencontrent  au  même  point  et  que  la 
trajectoire  orthogonale  est  sphérique. 

Traitons  la  question  par  l'Analyse. 

Prenons  pour  xOy  le  plan  de  G,  et  la  perpendiculaire  éle- 
vée au  centre  pour  Oz. 

Soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère. 

L'équation  de  la  sphère  est 

Les  équations  différentielles  des  trajectoires  sont 

dx     _     dy     __  dz 

X  —  a       y  —  ^        ^ 

8* 
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L'équation  du  plan  normal  à  une  trajectoire  est 

(i)  (X  — a?)rfa7-+-(Y— 7)ûi>'-f-(Z  — -5)û?^  =  o 

ou 

(2)    (X-a7)(^-a)-+-(Y-7)(7-p)-+-(Z-^)^  =  o. 
L'équation  du  plan  normal  infiniment  voisin  est 

f(X  —  X  —  dx){x  —  d-^  dx —  doi) 
'^{'i-y-dy){y-^^dy^d^) 
-+-(Z  —  z  —  dz){z-hdz)  =  0. 

Les  équations  ('i)  et  (3)  déterminent  Taxe  du  plan  oscula- 
tcur  au  point  (a?,  y^  z). 

En  tenant  compte  de  (i)  et  de  (2),  l'équation  (3)  devient 

{  XdoL-^Yd^-^xdoL^yd^ 

I       -^{x  —  a)dx-h{y—^)dy'+-zdz  =  o. 

Or,  en  différentiant  l'équation  de  la  sphère,  oh  obtient,  en 
remarquant  que  a  û?a  -h  p  c?p  =  o, 

(x  —  ci)dx-{-(y  —  ^)  dy  -h z  dz  —  xda  —  yd^  =  0. 

L'équation  (4)  se  réduit  donc  à 

Xrfa-f-Yrfp=o. 

Ce  qui  montre  que  l'axe  du  plan  osculatcur  rencontre  0^, 
condition  suffisante  pour  que  la  courbe  soit  sphcrique. 

Question  1610. 

Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un 
point  donné  sur  les  coniques  d^ un  faisceau.       (Darboux.) 

SOLUTION 
Par  M.  Barisien. 

Le  faisceau  des  coniques  passant  par  les  points  d'intersec- 
tion de 

S  =  ax^  -h  ibxy  -4-  cy^  -4-  idx  -h  ley  -h/  =  o, 

S'=  a' x^ -\- ib' xy  -^  c'y^-+-  2d'x -h2e'y -\-f' =  0 
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a  pour  équation 

(i)  -^(c-hlc')y^-hi(d-h'kd')x 

(  -+-2(e-4-Xe')jK-+-/-+-X/]  =  o. 

D'autre  part,  l'hyperbole  des  pieds  des  normales  abaissées 
du  point  donné  (a,  p)  a  pour  équation 

l  [(6  H- X6')ar -h(c -4- ^c')^-h e -H  Xe']  (a  —  a?) 
^^^     1       =[(a-f-Xa')iP-h(6-hX6')^-+-é/H-Xéf](P-^). 

Pour  avoir  le  lieu  demandé,  il  faut  éliminer  X  entre  (r)  et 
(2),  ce  qui  donne 

S'[(bx-^cy-he){a  —  x) — {ax-hby  -hd)(^—y)] 

—  S[{b'x-^c'y-\-e')i7.  —  x)—{a'x^by-hd')(^—y)]. 

Or  les  quantités  entre  crochets  représentent  les  hyperboles 
des  normales  abaissées  de  (a,  P)  sur  les  coniques  S  et  S'.  Si 
nous  représentons  ces  hyperboles  par  H  et  H',  l'équation  du 
lieu  peut  s'écrire 

(3)  S'H  — sir=o. 

C'est  donc  une  quartique  passant  par  les  seize  points  d'in- 
tersection de 

S  =  o,         (  H  =  o,         (  S  =  o,         {  S'  =  o, 
S'=o,         j  H'=o,        I  H  =  o,        I  H'=o. 

Si  a  =  «',  bz=b',  c=c\  c'est-à-dire  si  les  deux,  coniques 
S  et  S'  ont  mêmes  directions  et  mêmes  longueurs  d'axes,  la 
quartique  (3)  se  réduit  à  une  conique. 


Question  1612. 

•  Démontrer  que  le  point  N,  où  la  normale  en  un  point 
quelconque  M  d'une  conique  rencontre  Vaxe  non  focal j 
appartient  à  la  droite  qui  joint  un  foyer  F  de  la  conique 
ù  la  projection  D  du  point  M  sur  la  directrice  correspon- 
dant à  ce  foyer,  (E.  Rouché.) 
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SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

Soit  P  la  projection  du  point  M  sur  l'axe  non  focal  YPN. 
O  étant  le  centre  de  la  conique,  on  aura 

La  propriété  énoncée  sera  établie  si  l'on  a  la  proportion 

OF  ON 

,  PD  ""  ON  -f-  OP 

ou 

ai  "  ON-f-/' 

ci 
Elle  donne  pour  ON  la  même  valeur  •^^. 

A^.  B.  —  Solution  analogue  de  M.  H.  Lez. 

Qnestion  1613. 

Démontrer  que  le  côté  de  V heptagone  régulier  est  égal, 
à  moins  de  5^  de  sa  valeur,  à  la  moitié  du  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit  dans  le  même  cercle.        (J.  Joffroy.) 

SOLUTION 

Par  M.  H.  Brocard. 

Cette  construction  fournit  une  solution  approchée  du  pro- 
blème proposé  et  résolu,  il  y  a  quarante  ans,  dans  ce  Journal, 
et  attribué  à  Viète  : 

Soit  une  circonférence,  A  le  centre,  CAD  un  diamètre. 
Sur  CB  prolongé  prenez  un  point  D  tel  que  Von  ait 

db.dg'  =  ad.âbV 

Du  point  D  comme  centre,  et  d'un  rayon  AB,  décrives 
une  circonférence  coupant  en  E  une  circonférence  donnée. 
JJarc  BE  est  la  septième  partie  de  la  circonférence.  (Ques- 
tion 226,  t.  IX,  p.  i5£  et  a33;  i85o.) 
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La  construction  de  l'énoncé  1613  donnerait 

2Tr        5 

X  =  cos  —  =  3; 

7         ^ 

celle  du  n°  226  donnerait 

8a73-4-4ar2— 4a?  — 1=  o. 

La  substitution 

a?  =  -  donne  rr-* 

8  81 

Notes.  —  1.  Sur  le  même  sujet,  voir  loc.  cit.,  p.  5i  et  279. 
2.  Viète  a  également  indiqué  une  constructioti  de  l'ennéagone  ré< 
gulicr  (RiTTKR,  Ass.fr.  Congrès  de  Montpellier,  p.  149;  1879). 

Question  1562  (^). 


SOLUTION   GEOMETRIQUE. 

Par  M.  p.  Sondât. 

1. 

Les  pascales 

/   AB^icCci,                            / 

rriAi, 

<  aArticGci,          savoir        < 

rr,B,, 

(  aAai6B6i,                           ( 

rriC, 

ayant  deux  points  communs  se  superposent,  donc  on  a  la  droite 
rriAiBiGi- 

2  et  3.  Gomme  on  a 

/oB  6G  ck\  /OiB  bj^  CjA\  _ 
\aG  FK  cb)  UiG  61A  CiB/  ~"^'' 

puisque  chacun  des  produits  entre  parenthèses  est  égal  à  — i, 
rhexagone  abcaibiCi  est  inscriptible  dans  une  conique,  d'où 
les  nouvelles  pascales 

cabciaibi  l  AiB^Gs, 

(i)  {  cbacibiai        ou       <  BiAjGj, 

acbaiCxbi  (  G1A2B2. 


(*)  Voir  l'énoncé,  p.  i3*. 
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Désignons  par 


X,   {X,   V   les  points  (Bj G],   6c),  (AjCj,  ac),  (AjB2,  a6), 
^i>  Hiij^i         »  (BiGj,6iCi),(A,G2,  aiCi),  (A,B,,  a,6i), 

L,  M,  N         »         (BG,  B,G,),  (AG,   A,G,),  (AB,  A,B,), 
I,   H,   K         »  (BG,    6c),  (AG,    ac),  (AB,    ab), 

I,,  H„  Kl        »         (BG,  6,c,),  (AG,  ajCj),  (AB,  atb,). 


Il  résulte  des  pascales 

ca6BA,G, 
c6aAB2  G, 
ac6BGsA, 


savoir 


r|xv, 
rXv, 
rX(i, 


que  XfAv  est  une  droite  passant  par  r,  d'où  le  système  homo- 
logique 

A,    B,    G, 

b      c 


(centre  Q) 


a 


(axe  XfjLv). 


Il  est  évident  qu'on  a  de  même 


(centre  R) 


A,    B,    Gi 

ai     6]     Cl 


(a\e  XjiAiVi) 


et  que  XffJiiV]  passe  par  ri. 

En  considérant  le  triangle   A^  Bj.Gs  comme  coupé  par  les 
deux  sécantes  Xfiv  et  Xi  (JiiVt,  on  voit  que  les  pascales 

v|Xi  B,fxvi  G,, 
Xvj  Gjv  Xi  Aj, 
X[XiGîp.Xi  Al, 

forment  un  triangle  inscrit  dans  A^BiGs,  et,  comme  ce  triangle 
n'est  autre  que  ABG,  les  points  A,  B,  G  appartiennent  respec- 
tivement aux  droites  (i). 


On  a  alors  les  pascales 

[  G,A,B,6Ac, 

/  QMN, 

1  G,R,A,aBc, 

savoir 

QLN, 

(  AjGjBjôGa, 

[  QLM; 

LMN  est  donc  une  droite  passant  par  Q,  et  l'on  a  le  système 


(  39*  ) 


A 
A, 


homologique 

(centre  O) 

Les  pascales 

GABBjaC,, 
GBAAjôCî, 
AGBBjcAj, 


B 


G 
G2 


savoir 


(a\c  LMN). 

OKH, 

OIK, 

OIH 


montrent  aussi  que  IHK  est  une  droite  passant  par  O. 

On  prouverait  de  même,  en  remplaçant  a,  6,  c  par  aj,6i,ci, 
que  LMN  passe  par  R  et  IxHiKi  par  O. 

4.   On  voit  par  les  hexagones 

a  Q^  6]  Cl  ai, 
«iRôiô  c  a, 

dont  les  côtés  opposés  se  coupent  aux  points  As,  Bs,  Gg  en 
ligne  droite,  que  la  conique  ahca\h^C\  passe  par  les  points 
Q  et  R. 

Il  est  évident  que  si  les  points  r  et  r^  sont,  l'un  l'orthocentre 
de  ABG  et  l'autre  le  centre  de  gravité,  cette  conique  devient 
le  cercle  des  neuf  points^  qui  passe  de  plus  par  les  points  Q 
et  R. 

Question  1560. 

Trouver  le  rayon  d^un  cercle  passant  par  les  points  dont 
les  coordonnées  trilinéaires  sont 

(—  a,  b,  c){a,  —  bj  c){a^  6,  —  c). 

(B.  Hanunicuta  Rau,  B.  A.) 


SOLUTION. 

Par  M.  Bârisien. 

Soit  ABG  le  triangle  de  référence  dont  les  côtés   oùt  pour 
longueurs  a,  p,  y,  et  dont  la  surface  est  S. 
Nous  avons  les  trois  relations 

—  aa-f-ô^-hcy  =  28, 
aoL  —  6^  H-  cy  =  2S, 
noL  -^  b^  —  c  Y  =28, 


(  4o*  ) 

qui  se  réduisent  ù 

ce  qui  indique  que  les  longueurs  a,  bj  c  sont  égales  aux  hau- 
teurs du  triangle  de  référence. 


Si  donc  nous  menons  i)ar  les  sommets  A,  B,  G  des  parallèlcit 
aux  côtés  opposés,  il  est  évident  que  les  sommets  X'B'C  du 
triangle  ainsi  formé  ont  respectivement  pour  coordonnées 

A',  (—a^b,c), 
B',  (~ô,a,c), 
G',     ( — c,a,b). 

Si  R  et  IV  sont  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABG  et  A'B'G',  on  aura 

et  comme,  dans  le  triangle  A'B'G',  les  côtés  sont  le  double  de 
ceux  du  triangle  ABG,  et  la  surface  le  quadruple,  on  aura 
aussi 

Donc 

R'=2R, 

ce  qui  indique  que  le  rayon  du  cercle  passant  par  les  points 
définis  par  V énoncé  est  égal  à  deux  fois  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  de  référence. 

N.  li.  —  M.  Victor  de  Strélakof  nous  a  envoyé  une  Solution  ana- 
logue. 
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Question  1612  (voir  renoncé  p.  35*). 


*  # 


SOLUTION    GBOMETBIQUE 

Par  M.  DuPORCQ. 


Soient  A  et  B  les  points  où  Taxe  non  focal  coupe  respective- 
ment la  normale  et  la  tangente  au  point  M. 


L'angle  AFB  étant,  comme  on  sait,  droit,  la  droite  AF  est 
conjuguée  de  la  droite  BF  :  elle  passe  donc  par  son  pôle  qui 
est  évidemment  la  projection  P  de  M  sur  la  directrice  corres- 
pondant au  foyer  F. 

Question  1615. 

A,  B,  G  étant  trois  points  d'une  conique,  les  parallèles 
menées  par  G  aux  tangentes  en  \  et  B  coupent  respective- 
ment les  rayons  OB  et  OA  issus  du  centre  0  aux  points  D 
et  Ë;  démontrer  que  DE  est  parallèle  à  la  tangente  en  G. 

(W.-J.  Greenstreat,  m.  a.). 


SOLUTION 

Par  M.  DuPORCQ. 


La  conique  homothétique  de  la  conique  donnée  par  rapport 
au  point  G,  qui  passe  par  le  centre  0,  passe  évidemment  aussi 
par  les  points  d'intersection  «  et  p  des  droites  OE  et  GD,  OD 


lo' 


(  4a*  ) 

et  CE.  II  suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Pascal  à  l'heiagone 
inscrit  OaGGpO  pour  vérifier  que  la  droite  DE  est  parallèle 
aux  tangentes  aux  points  O  et  G. 

A^.  B,  —  MM.  Brocard,  Barisien  et  Lez  nous  ont  envoyé  uoe  solu- 
tion analytique  de  la  même  question. 


QUBSTIONS  PROPOSÉES. 


1616.  La  tangente  en  un  point  de  la  développée  d'une  co- 
nique coupe  cette  développée  en  quatre  poinls,  outre  le  point 
<lc  contact.  Démontrer  que  les  tangentes  en  ces  points  sont 
concourantes  et  se  coupent  sur  le  cercle  décrit  sur  la  distance 
focale  pour  diamètre.  (Ernest  Duporcq.) 

1617-  Si  les  normales  à  une  parabole  aux  points  Â,  B,  C 
concourent  en  un  môme  point  P,  et  que  les  normales  PA,  PB, 
PG  rencontrent  la  parabole  en  A',  B',  G',  les  cercles  décrits 
sur  PA',  PB'  et  PG'  comme  diamètres  sont  tangents  respecti- 
vement à  BG,  GA,  AB.  En  outre,  si  ce,  p,  y  sont  les  points  de 
contact  correspondants,  les  droites  A'ot,  B'p,  G'v  sont  tangentes 
à  la  parabole  en  A',  B',  G'.  (D'Ogagnë.) 

1618.  On  donne  trois  points  dans  un  plan  divisant  respecti- 
vement les  trois  côtés  d'un  triangle  dans  des  rapports  donnés 

—  •  — 7>  — -->  construire  le  triangle.  (F.  Farjon.) 

n     ri      n 

1619.  Si  deux  surfaces  S  et  £  se  correspondent  point  par 
point,  suivant  une  loi  déterminée,  et  si  o,  a,  ^,  c  sont  quatre 
points  infiniment  voisins  de  la  première  S  et  eu,  a,  p,  y  1<^^ 
quatre  points  correspondants  de  la  seconde  S,  on  a  les  analo- 
gies 

oa  tii%      __      ^^      ,      **^P      __      ^^      .      *^ï 

sin^oc  *  sinpOiY        sincoa  '  ^xw^tsii       sinao6  *  sinacD^ 

(E.  RouGiié.) 
iOiO.  Kn  un  point  quelconque  M  d'une  ellipse,  on  mène  les 
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rayons  vecteurs  focaux  MF  et  MF' qui  ont  Jeurs  seconds  points 
de  rencontre  avec  l'ellipse  en  P  et  P'.  Montrer  que  : 

1**  Les  cercles  ayant  pour  diamètre  FM,  F'M,  FP,  F'P'  sont 
tangents  au  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme 
diamètre. 

t!*  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  communes 
extérieures  aux  cercles  de  diamètres  FM  et  FP  est  une  ligne 
droite. 

3°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  éommunes 
extérieures  aux  cercles  de  diamètre  FM  et  F' M  est  une  quar- 
tique.  Montrer  que  la  portion  d'aire  comprise  entre  la  courbe 
et  ses  asymptotes  est  égale  aux  trois  quarts  de  l'aire  de  l'el- 
lipse. (Barisikn.) 


QUESTIONS  RÉSOLUES  (M. 


Question  1593. 

Si  Von  appelle  Oet^le  centre  et  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC,  I  et  r  le  centre  et  le  rayon 
du  cercle  inscrit^  H  Vorthocentre,  a,  b,  c  les  côtés,  a/?  le 
périmètre  et  S  la  surface  du  triangle  OIH  (a'^  b  "^  c)  : 

I*  On  a 

o,        B  — C.     A— G.A  — B 
S  =  2  R*  sin  sin  sin y 

'À  •!  1 

ç,       (b—c){a  —  c){a  —  b) 

o  = > 

8r 

i6S«  =  — /?*-4-2(!iR«H-ioRr  — /'î)/?2— r(4R-hr)3. 

•2°  Si  V  et  r'  sont  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit 
dans  l'angle  intérieur  A  et  S'  la  sur/ace  du  triangle  O  VU, 


(')  M.  Barisien  a  adressé  une  solution  de  la  question  1613.  C'est 
par  erreur  que  son  nom  a  été  omis  à  la  suite  de  la  solution  donnée 
dans  le  précédent  numéro,  p.  S-j*. 
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on  ^ 

a  aussi 

S' 

=  aR« 

.    B  — G         A 

sin cos 

'À                 a 

C 

—  cos 

A 

2 

B 

S' 

(ô- 

-c){a-\-c){a-\-b) 
Sr' 

S-+-S'=R«sin(B- 

> 
-G). 

r 

La  condition 

/?*— 2(R«-4-ioRr  — r«)/?«H-r(4R4-r)»lo 

exprime  que  le  triangle  ABG  est  possible  avec  les  éléments 
/?,  R,  r.  (R.  Sondât.) 

SOLUTION, 

Par  M.  E.  Lemoine. 

Les  coordonnées  normales  absolues  de  O,  I,  H  sont  respec- 
tivement 

RcosA,     RcosB,    RcosG; 

r,    r,    r; 
'2  RcosB  cos  G,    2  RcosG  cos  A,     2R  cos  A  cos  G. 

On  aura  donc,  en  appelant  T  Taire  GBA, 


aireOIH  =  S=— 4^ 

2  1 


d'où 


RcosA  RcosB  RcosC 

r  r  r 

aRcosBcosG    2  RcosG  cos  A    2  R  cos  A  cos  B 


Rr 

S  =  jTf  [acosA(c  — 6)4-6cosB(a  —  c)4-ccosG(6  =  «)]> 

d'où 

•4- c«  (a«  4- 6«  —  c«)(  6  —  a)]; 

il  est  facile  de  mettre,  dans  le  polynôme  entre  crochets,  6—  c, 
a  —  c^a  —  b  en  facteurs,  et  l'on  aura  alors 

o          ''/•//        N/         N/         u\       {b  —  c)(a^c){a—b) 
^  3lT^  4i>'(^— c)(a— c)(a -  b)  = ^^      ^'^ 
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R  R 

Au  moyen  des  valeurs  de  sin  —,  cos  —•,  ...  en  fonction  des 

côtés,  on  a  facilement 

.     R— G       I    y/p{p-^a) 
2  a  bc 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

^,   .     R  — G    .    A— G    .     A  — R       {b—c){a  —  c){a  —  b) 

2R*sin  sin sin =   — — -■ ■• 

2  2  a  8/' 

L'équation 

X' —  (a-!-6-f-c)X'-+-(6c-f-ca-4-a6)X  —  abc  =  o, 

qui  peut  s'écrire 

(i)         X»—  2/?X«H-  [p^+  r(4R  -h  r)]  X  --  4/?Rr  =  o, 

a  évidemment  a,  6,  c  pour  racines. 

Le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  de 
cette  équation  est 

—  4[/?2r«(4R2-+-2oRr—  2/-*--/}»)  — r3(4R-t- r)3], 

il  est  aussi 

—  {b  —  cY{a  —  c)î(a  —  6)î; 
on  en  déduit 

i6Sî  =—/?*-+- 2(rR2  4- ioRr  —  rî)/?î—r(4  R -h  r)3. 

En  suivant  exactement  la  même  marche,  on  obtiendrait 

çj,  _  {b-'C)(a->rc){a-^b) 

^  ~  87 

et 

S  =  2  R'  sin cos cos •  • 

2  2  2 

Enfin  on  a 

Q.c/         „,  .R  —  G/.A  —  G.A  —  R              A  —  G         A--R\ 
î>  -+-  S  =  2R>sin (  sin  sin h  cos  cos ) 

2  \  2  2  2  2  / 

ou 
S-hS'  =  2R2sin  5ZI^  cos  'i=^  =R«sin(R-G). 

2  2 


ir 


(4«M 

Ajoutons  à  l'énoncé  qu'on  obtiendrait  aussi  l'équation 
(2)    i6S'«  =  —  (/?-  a)V4_2(aR«— loRr'  — r'«)(/>~a)»-4-r'(4R-r'r. 

en  suivant  la  même  marche  que  pour  obtenir  16  S*,  mais  en 
employant)  au  lieu  de  l'équation  (i),  l'équation 

-+■  [(P  —  «)*  —  '''(4R  —  r')]  X—  4  (/?  —  a)  Rr'  =  o, 

qui  a  pour  racines  <2,  —  6,  —  c. 
Considérons  l'équation 

X3  — jo  X«-f-  r(4 R  -4- r)X  -/>r»  =  o  ; 

elle  a  pour  racines  p —  a,  p  —  bjp  —  c. 

Or,  comme  Pf  r,  R  sont  positifs,  cette  équation  ne  peut 
avoir  de  racines  négatives;  donc,  si  toutes  ses  racines  sont 
réelles,  c'est-à-dire  si  l'on  a,  d'après  la  condition  de  réalité 
des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré, 

/?*  — 2(2R«-f-  ïoRr— r«)jo*-hr(4R-f-r)3^o. 

On  pourra  former  un  triangle  avec  les  racines  jo,  R,  r,  puisque, 
p  —  a,/?  —  bfP  —  c  étant  positifs,  un  côté  quelconque  sera 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

De  même,  la  condition  pour  qu'il  y  ait  effectivement  un 
triangle  avec  les  données  R,  r',  (/?  —  a)  est 

(^  —  a)*—  2(2R«—  loRr'  —  /*'»)(/?—  «)«  —  r'(4R  —  r'y  i  0. 

Remarque,  —  Si  S*  et  S'"  sont  les  aires  des  triangles  CI' H, 
or" H,  V  et  I"'  étant  les  centres  des  cercles  existants  dans  les 
angles  intérieurs  B  et  G,  on  aura 

S-+-S'-hS'-hS"'=o. 
La  condition 

/>*—  2(2R*-hioRr—  r«)jD«-i-  r(4R  -f-  r)3<  o 
exprime  que  l'équation 

X3— 2/>X«-+-[jf?«-l- r(4  R -h  r)]X  —  4 R/?r  =  o 

a  ses  trois  racines  réelles;   on  voit;  facilement  qu'elles  sont 
toutes  trois  positives. 

Appelons-les  a,  bj  c,  et  soit  a  la  plus  grande  et  c  la  plus 
petite. 
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Pour  qu'il  y  ait  eflFecUvement  un  triangle  qui  puisse  être 
formé  avec  a,  6,  c,  il  suffira  que  l'on  ait  a  <  6  -+-  c  ou  que 

(a-+-6-i-c)(6-f-c  —  a)(c-ha—  b){a'\-b  —  c) 

soit  positif. 

Mais  ce  produit  peut  s'écrire 

4(6» c» 4-  c»a2-h  a»62)  — (aî-h  62-4-  c«)», 

ou,  en  remarquant  que  ces  fonctions  symétriques  sont  égales 
respectivement  à 

4[/?2— r(4R-4-r)]2-4-i6/>«r«, 
et  à 

4[/?*-r(4R-+-r)]», 
ce  produit  est 

1 6/>'  r* 
toujours  positif.  c.  Q.  F.  D. 

Si 

/?*— 2(2R«-hioR/-  — r2)jo«-i-r(4R-f-  r)3  =  o, 

le  triangle  est  isoscèle. 

N.  B.  —  M.  Alexander  Andersen,  professeur  au  Collège  Royal  de 
Galway  (Irlande),  nous  a  envoyé  une  solution  analogue. 


Question  1611. 

On  donne  deux  faisceaux  de  coniques,  et  l'on  demande 
le  lieu  des  points  où  une  conique  de  l'un  des  faisceaux 
touche  les  diverses  coniques  de  l'autre  faisceau, 

(Darboux.) 

solution, 
Par  M.  Barisien. 

Les  équations  d'une  conique  de  chaque  faisceau  peuvent 
s'écrire 

(i)  G  =S  -hXT  =0, 

(2)  G,=  S,-+-XiT,  =  o, 


(  48*) 

dans  lesquelles  X  et  Xi  sont  des  paramètres  variables,  et  où 

S   =  Aa?*H-2BiF^ -H  C7*-f- 2Da? -f- vîEj^H- F, 
T  =  aa?»-i-  ...  -h/, 
S|  =  Xix^-h  . ..  -hF|, 
Ti=i  Uix^-h  ...  -+-/i. 

Pour  avoir  le  lieu  des  points  de  contact  de  deux  coni- 
ques (i),  (2),  il  faut  éliminer  Xf  et  Xj  entre  les  équations  (i)  et 
(2)  et  la  suivante 

C'x  et  C'y  désignant  les  dérivées  de  G  par  rapport  à  a?  et  à/. 
En  efTet,  désignons  par 

(4)  n  =  o 

l'équation  de  la  tangente,  laquelle  contiendrait  les  paramétres  X 
et  Xi.  Une  conique  quelconque,  tangente  à  la  droite  D  au 
même  point  que  la  conique  G,  a  pour  équation  G  +  (jlD  =  o. 
Exprimons  que  cette  conique  est  un  système  de  deux  droites 
dont  le  point  de  concours,  c'est-à-dire  le  centre,  est  à  la  fois 
sur  G  et  sur  D.  Les  équations  du  centre  sont 

Ci-hfxDi  =  o,        G;-h(iD;=o, 
d'où 


X 


Il  faudrait  donc  éliminer  X  et  Xi  entre  les  équations  (j),  (0 
et  (5).  En  appliquant  le  même  raisonnement  à  la  conique  C, 
on  aura  aussi  la  relation 


(6) 


C\y  D'y 


et  la  comparaison  de  (5)  et  (6)  donne  bien  la  relation  (3). 
Cela  posé,  écrivons  l'équation  (3)  sous  la  forme 

Sgr  -+-  X  T  y  S|  J.-4-  X|  Tj.|. 

^y  -+-  A  1  y-  ^ \y  "^  Xi   *  1  V 
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En  y  remplaçant  X  et  X|  par  les  valeurs 

^    —    rp»  ^1  —  qT    > 

tirées  de  (i)  et  (2),  on  a,  pour  Téquation  du  lieu  demandé, 

C'est  une  courbe  du  sixième  ordre,  qui  passe  par  : 
•  Les  4  points  d'intersection  des  coniques 

S  =  o,         T  =  o; 

les  4  points  d'intersection  des  coniques 

Si=o,         Ti=:o; 

les  9  points  d'intersection  des  cubiques 

TSi-  ST;=  o,        TS;-  ST>=  o; 

les  9  points  d'intersection  des  cubiques 

TSi-STi=o,        TiSU-S,T',,=  o; 

les  9  points  d'intersection  des  cubiques 

T,S;^-Sili^=o,        TS;— ST;.  =  o; 

les  9  points  d'intersection  des  cubiques 

TiS'iy —  SiTJy=  o,        TiSja. —  SiT'j^=  o; 

en  tout,  44  points. 

Une  cubique  telle  que  TS^. —  ST^.  =  o  passe  par  : 

les  1  points  d'intersection  de  la  droite  S^.  =  o  et  de  la  conique  S  =  o; 
les  7.  points  d'intersection  de  la  droite  Ti=  o  et  de  la  conique  T  ==  o; 
le  point  de  rencontre  des  deux  droites  S^.  =  o  et  T^  =  o; 

les  4  points  de  rencontre  des  coniques  S    =  o  et  T    =  o* 

en  tout  9  points. 

Remarque,  —  La  quatrième  partie  de  la  question  proposée 
au  Concours  d'agrégation,  en  1891,  résulte  immédiatement  de 
la  formule  (7). 
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Question  16i0. 

Trouver  le  lieu  du  pied  des  normales  abaissées  d'un  point 
donné  sur  les  coniques  d'un  faisceau.  (Darboux.) 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

Par  M.  le  capitaine  E.  Malo. 

Pour  avoir  rentre  du  lieu,  il  suffit  de  compter  exactement 
le  nombre  des  points  du  lieu  qui  se  trouvent  sur  une  des  coni- 
ques de  l'énoncé. 

Or,  sur  une  telle  conique,  il  y  a  évidemment  quatre  points 
du  lieu  qui  résultent  du  choix  particulier  auquel  on  s*est  ar- 
rêté ;  s'il  en  existe  d'autres,  ils  sont  les  pieds  des  normales 
abaissées  du  point  fixe  O  sur  d'autres  coniques  du  faisceau; 
par  conséquent,  ils  ne  peuvent  se  trouver  qu'aux  points  A, 
B,  G,  D,  communs  à  toutes  les  coniques,  et  il  est  clair  que 
chacun  des  points  A,  B,  G,  D  doit  être  compté  une  fois,  et  une 
seule,  car,  si  l'on  joint  OA,  par  exemple,  la  perpendiculaire 
AT  est  déterminée,  ainsi  que  la  conique  du  faisceau  admettant 
AT  comme  tangente;  il  est  non  moins  clair  que  la  tangente  au 
lieu  en  A  est  AT. 

Puisque  huit  points  du  lieu  se  trouvent  sur  une  conique 
quelconque  du  faisceau,  l'ordre  est  4'  *^"  d'autres  termes,  le 
lieu  est  une  quartique. 

On  a  drjà  reconnu  quatre  points  <lc  passage  obligés  pour 
cette  quartique  :  il  est  facile  d'en  reconnaître  quatre  autres  à 
distance  linie,  ainsi  que  les  quatre  qui  sont  à  l'infini. 

Parmi  les  prenn'ers  se  trouvent  d'abord  le  point  O  lui-mènac 
et  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point  est  évidente  ;  c'est 
la  normale  en  0  à  la  conique  du  faisceau  qui  passe  par  0.  En- 
suite il  est  clair'que  les  sommets  P,  Q,  R  du  triangle  autopolaire 
commun  à  toutes  les  coniques  du  faisceau,  c'est-à-dire  les 
points  doubles  des  coniques  évanouissantes  du  faisceau,  font 
partie  du  lieu.  En  effet,  en  ces  points,  la  direction  de  la  tan- 
gente est  indéterminée,  et,  par  suite,  OP,  par  exemple,  peut 
être  considérée  comme  normale. 

Les  <lircctions  des  tangentes  à  la  quarti(jue  aux  points  P,  Q,  R 
sont  aisées  à  reconnaître.  Il  suffit  pour  cela,  considérant,  par 
exemple.  le  poinl  P  et   les  points  infiniment   voisins,  d'exami- 
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ner  celle  réj^ion  pour  ainsi  dire  au  microscope  avec  un  gros*- 
siçscmenl  indéfiniment  croissanl.  Les  coniques  de  Ténoncé 
comprises  dans  la  région  envisagée  se  présentent  alors  comme 
<îes  coniques  concentriques  et  homothéliques,  et  le  lieu  de- 
mandé comme  celui  du  pied  des  normales  parallèles  à  une 
direction  fixe,  c'est-à-dire  comme  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  la  direction  perpendiculaire  :  c*est 
le  diamètre  conjugué  à  celle-ci.  Donc,  revenant  à  la  figure  pri- 
mitive, on  tirera  OP  et  la  perpendiculaire  PS,  puis  on  prendra 
la  droite  conjuguée  de  PS  par  rapport  à  Tangle  APB. 

Des  points  à  Pinfini  deux  sont  réels,  deux  imaginaires.  Les 
deux  réels  appartiennent  aux  deux  paraboles  comprises  dans 
le  faisceau  ;  les  deux  imaginaires  sont  les  points  cycliques  (o,aj'. 
En  effet,  la  droite  isotrope Ow,  pouvant  être  considérée  comme 
perpendiculaire  à  toute  droite  isotrope  de  la  môme  série,  peut 
en  particulier  être  regardée  comme  normale  en  co  à  la  conique 
(ABCDto). 

Un  problème  voisin  par  son  énoncé  du  présent  problème,  et 
auquel  on  a  même  déjà  fait  allusion  chemin  faisant,  est  celui 
de  «  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées d'un  point  donné  O  aux  coniques  du  faisceau  ABCD  ». 
On  sait  que  ce  lieu  est  une  cubique  passant  par  les  points  A, 
B,  C,  D,  O  et  y  admettant  comme  tangentes  les  droites  OA, 
OB,  OC,  OD  et  la  tangente  à  la  conique  du  faisceau  qui 
passe  par  O.  La  cubique  en  question  et  la  quartique  précédente 
sont  donc  rectangulaires  en  ces  cinq  points  qui  leur  sont  com- 
muns. Les  trois  points  P,  Q,  R  appartiennent  également  aux 
deux  courbes;  mais  elles  ne  s'y  coupent  point  à  angle  droit, 
car  la  tangente  à  la  cubique  en  P  est,  comme  on  l'a  remarqué, 
la  conjuguée  par  rapport  à  l'angle  APB  de  la  droite  OP,  con- 
juguée qui  n'est  généralement  pas  perpendiculaire  à  la  conju- 
guée, par  rapport  au  même  angle  APB,  de  la  droite  PS  per- 
pendiculaire à  OP. 

Les  quatre  derniers  points  communs  à  la  cubique  et  à  la 
quartique  sont  sur  les  droites  isotropes  Oto,  Oio'  :  ils  sont, 
par  conséquent,  toujours  imaginaires. 

Sauf  relation  de  position  spéciale  entre  les  points  A,  B,  G,  D, 
O,  ni  la  cubique  ni  la  quartique  n'admettent  évidemment  de  sin- 
gularités ponctuelles. 
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